LISTA 8

1) Fie K un corp, K’ un subcorp al lui K gi V un K-spatiu vectorial de dimensiune n € N. S& se
arate cd, folosind operatiile din corpul K gi faptul c¢& K’ este subcorp in K, grupul (K,+) poate fi

organizat ca un spatiu vectorial peste K’ gi ca dacd dimgs K = m (m € N*) atunci dimg V = mn.

2) Fie p € N un numar prim. S& se arate cd operatiile uzuale de adunare si Inmultire inzestreaza pe

V={a+by/p+cv/p?|ab,ceQ}

cu o structura de Q-spatiu vectorial si sa se determine o baza i dimensiunea acestui spatiu vectorial.

3) Fie K un corp comutativ, V.= M5(K). Sa se arate ca

b
m:{(a >a,b,c€K}§ngz{< 0 a>|a,beK}
c a —a b

sunt subspatii ale lui V' gi sa se gaseasca dimensiunile lui Vi, Vo, V3 + Vo si V4 N Vs,

4) Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune 3 gi V1, Vo doud subspatii diferite de dimensiune 2. S&

se arate ca V; NV, are dimensiunea 1. Care este semnificatia geometrici in cazul K = R, V = R3?

5) Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune n € N* gi V}, V5, subspatii ale lui V. S& se arate c& daca
dimVy =n—1¢i Vo € V4 atunci

dim(ViNVe) =dimV —15i Vi + Vo =V.
6) Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune finita si V7, Va subspatii ale lui V' care verifica egalitatea
dim(V; + V2) = dim(V; N V,) + 1.

Sa se arate ca V3 C V5 sau Vo C V.

7) Fie f si g endomorfisme ale unui K-spatiu vectorial V' de dimensiune finitd. Dacad f + g este un
automorfism al lui V si f o g este endomorfismul nul atunci

dimV = dim f(V) + dim g(V).

8) a) Fie V1, V5 doud K-spatii vectoriale de dimensiune finitd cu dimV; = dimVa si f: V3 — Vo o
transformare liniara. S& se arate cd urmaétoarele afirmatii sunt echivalente:

i) f este injectiva,;

ii) f este surjectivé;

iii) f este izomorfism.
b) Sa se arate c&, in cazul spatiilor vectoriale de dimensiune infinita, conditiile din problema anterioara
nu sunt echivalente.

9) a) Si se determine numarul bazelor ordonate ale urmitoarelor spatii vectoriale: z,(Z2)?; 7,(Z2)%;
Z3 (Z3)2; Z3 (Z3)3'

b) Fie K un corp finit cu ¢ elemente gi V' un K-spatiu vectorial de dimensiune n € N*. Si se determine:
i) numérul bazelor ordonate ale lui V;

ii) ordinul grupului GL,,(K).



10) Fie K un corp finit cu ¢ elemente, V' un K-spatiu vectorial de dimensiune n € N* k € {0,1,...,n}
si G¥(q) numairul subspatiilor lui V' care au dimensiunea k. Numerele G (q) se numesc numerele lui

Gauss asociate lui V. Sa se arate ca:
i) Go(q) =1=Gr(a); 1 »
N (" D" -1)---(¢" " 1)
i) GE(q) =

) Gnla) = T T o) (g 1)
iii) G%(¢q) = Gn*(q), pentru k € {0,1,...,n};
iv) GE(q) = ¢"GE_1(q) + G3Z1(g), pentru k € {1,...,n — 1},

,pentru k € {1,...,n — 1}




