LISTA 5

1) Aratati ca grupul abelian (R, -) este un R-spatiu vectorial in raport cu operatia externa * definita
prin

axr=2% acR, zeR].
2) Fie V un K-spatiu vectorial si M o multime. Si se arate ci VM este K-spatiu vectorial in raport

cu operatiile definite punctual in VM, adica

(f +9)(2) = f(z) + g(2), (af)(z) = af(z), Vf.ge VY, Vae K.
3) Poate fi organizatd o multime finita ca un spatiu vectorial peste un corp infinit?
4) Fie p € N prim. Poate fi organizat grupul abelian (Z, +) ca spatiu vectorial peste corpul (Z,, +,-)?
5) Fie (V,+) un grup abelian, V # {0}, K un corp si a € K. S& se arate ca:
i) daca (V,+) este un K-spatiu vectorial si

ta: VoV, to(z) =ax
atunci ¢, este endomorfism al grupului (V,+) si aplicatia
p: K — End(V,4), o(a) =t4

este omomorfism injectiv de inele;
ii) dacd ¢ : K — End(V,+) este omomorfism injectiv de inele atunci grupul (V,+) este K-spatiu

vectorial in raport cu operatia externa definita prin

az = (p(@))(@);

iii) existd o bijectie Intre operatiile externe pe V cu domeniul de operatori K cu proprietatea ci
inzestreaza grupul (V,+) cu o structurd de K-spatiu vectorial si omomorfismele injective de inele
intre K si End(V,+).

6) Fie (V,+) un grup abelian gi K un corp. Si se arate ci:

1) exista o structura de K-spatiu vectorial pe (V,+) daca si numai daca inelul (End(V,+)+,0) are un
subinel care este corp izomorf cu K;

ii) oricare ar fi K un corp nu exista nici o structurd de K-spatiu vectorial pe grupul (Z, +);

iii) exista pe grupul (Q, +) o structurd de K-spatiu vectorial dacd gi numai daca corpurile K gi Q sunt

izomorfe.

7) Fie V un K-spatiu vectorial, o, 8,7y € K, x,y,z € V astfel incat ary # 0 si az + By + vz = 0. S&

se arate ca (z,y) = (y, 2).

8) Formeaza polinoamele f; = 3X +2, fo =4X2 — X + 1, f3 = X3 — X2 + 3 un sistem de generatori
pentru R-spatiul vectorial P3(R) = {f € R[X] | grad f < 3}7 Justificati raspunsul.

9) Fie V1, V5 substatii ale unui spatiu vectorial V. Sa se arate c& urmaétoarele afirmatii sunt echivalente:
a) V1 U V4 este subspatiu al lui V;

b) Vi4 Vo =V1UVy;

c) Vi1 CVosau Vo C V7.

10) In R-spatiul vectorial R® = {f | f : R — R} considerim
(R®), = {f : R = R f este impari}, (R¥), = {f:R — R| f este pari}.

S& se arate ca (R®); i (R®), sunt subspatii ale lui R® gi cd RE = (R®); & (RE),,.



