LISTA 2

1) Fie M o multime gi P(M) multimea submultimilor lui M. Definim pe P(M) doua
operatii + gi - astfel:

X4Y=X\Y)UY\X)giX-Y=XnY.

54 se arate ca:

i) (P(M),+, ") este inel asociativ, comutativ, cu unitate;

ii) daca |M| > 2 atunci orice X € P(M) \ {0, M} este divizor al lui zero;
iti) (P(M),+,-) este corp dacd si numai daca |M| = 1.

2) Fie (R, +, ) un inel asociativ gi a,b € R. Sa se arate ca:

a) (a+b)? =a®+2ab+b* & ab=ba & a®> — b* = (a — b)(a + b);

b) daci ab = ba atunci pentru orice n € N* avem

(a+b)" =Cha™ + Cha™ "o+ -+ Cp ab" ! + O™
an _ bn :(Cl _ b) (an—l + an—2b_|_ et abn—Z T bn—l) :
a2n+1 + b2n+1 — ((L + b) (a2n _ a2n—lb+ L aan—l + b2n) .

3) Fie a € Z. S& se arate cd a € Z,, este inversabil In Z,, dacd si numai daci (a,n) = 1.

S& se deduca de aici ca inelul (Z,,, +, -) este corp daca si numai dacd n este numéar prim.

4) a) Si se rezolve in Zy5 ecuatiile 4z +5 =9 gi 52 4+ 5 = 9 si in M>(C) ecuatia

(1)-(02)

b) S& se rezolve in Zjo sistemul:

3z + Zy =11
4z + §y =10 °
5) Fie Z[v2] = {a + V2 | a,b € Z} 51 Q(v/2) = {a + bv/2 | a,b € Q}. Sa se arate ca:
i) Z[v/2] este un subinel al lui (R, +,-) care contine pe 1;
ii) Q(v/2) este un subcorp al lui (R, +,-);
iii) S; = {a +b3/2 | a,b € Z} nu este subinel al lui (R, +,-);
iv) Sy = {a +b¥/2 | a,b € Q} nu este subcorp al lui (R, +,-).

6) Un numér d € Z se numeste intreg liber de patrate dacd d # 1 si d nu se divide
prin patratul nici unui numar prim. Fie d un intreg liber de patrate. Sa se arate ca:

i) Vd ¢ Q;

i) a,b € Qsi a+bvd=0 implicd a = b = 0;

iil) Z[Vd] = {a+bVd | a,b € Z} este un subinel in (C,+,-) care contine pe 1;

iv) Q(vd) = {a+bVd | a,b € Q} este un subcorp al lui (R, +,).

7) S& se arate c& singurul omomorfism nenul de corpuri de la (Q,+,) la (C,+, ") este

omomorfismul de incluziune i : Q — C, i(z) = x.
8) Sa se determine automorfismele corpului Q(v/2).

9) Sa se arate ca singurul endomorfism nenul al corpului (R, +,-) este 1g.



