LISTA 13

1) Sa se arate ca f : R2 x R2 = R, f((z1,22), (y1,92)) = 22191 + 311y2 + 42y1 — T2y2 este o forma
biliniara gi s& se determine matricea lui f in baza canonica si in baza ((1,1), (1, —1)).
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2) Stiind ca f : R? x R? — R este forma biliniara care are in baza canonici matricea A = ( L 3 )

si se determine f((x1,x2), (Y1, y2))-

3) S& se arate c& f : R® x R® = R, f((x1,32,3), (Y1,Y2,¥3)) = T1y1 — 2x1y2 + T2y1 — T3y3 este
biliniara si s& se determine matricea lui f in baza ((1,0,1),(1,0,—1), (0, 1,0)).

4) Fie K un corp comutativ i V' un spatiu vectorial peste K. O forma biliniard f : V xV — K se
numeste simetricd, respectiv antisimetricd daca f(z,y) = f(y,x), respectiv f(x,y) = — f(y, ) pentru
orice z,y € V. Dacd dimV = n (n € N*) sa se arate ca sunt echivalente urmétoarele conditii:

i) forma biliniara f: V x V — K este simetrica (antisimetrica);

il) pentru orice baza v = (vy,...,v,) a lui V matricea lui f in baza v este simetrica (antisimetrici);

iii) existd o bazd v = (v1,...,v,) alul V in care matricea lui f este simetricd (antisimetricd).

5) Fie K unul dintre corpurile Q, R sau C gi V' un K-spatiu vectorial cu dimV = n € N*. Atunci:

i) pentru orice forma biliniara f : V x V — K exista o forma biliniard simetrica fs: VXV — K gio
forma biliniara antisimetrica f, : V x V — K astfel incat f = f; + fq;

ii) pentru orice matrice A € M,,(K) existd o matrice simetricd A, € M, (K) si o matrice antisimetrica
A, € M, (K) astfel incat A = A; + A,.

6) Fie V un K-spatiu vectorial. O functie ¢ : V' — K se numeste formd pdtraticd daci exista o forma
biliniara simetrica f : V x V — K astfel incat

q(z) = f(z,z), Ve € V.

S& se arate cd dacd K € {Q,R,C} atunci:
i) pentru orice forma patraticd ¢ : V — K exista o singura forma biliniara simetricad f : V xV — K
astfel incat ¢(z) = f(x,x) pentru orice = € V; aceasta forma este numitd forma polard a lui q si este

definitd prin

(1) Flaw) = late +9) — a(e) ~ aw));

ii) daca f : V x V — K este o forma biliniard simetrica si nenuld atunci forma patraticid ¢ asociata

lui f este nenula.

7) Matricea unei forme patratice este, prin definitie, matricea formei sale polare. Sa se afle matricele
urmatoarelor forme patratice in bazele canonice:
a) 1 R? = R, qi(z,y) = 227 + 3zy + 6y7;
) @2 : R? = R, ga(z,y) = 8zy + 4y*;
g3 R3 = R, q3(,y,2) = 2% + 22y + 4wz + 3y? + yz + 722
5

=)

c)
) 41 : R? = R, qu(2,y) = day;
‘R 5 R, g5(z,y,2) = 2% + 4oy + 4y + 222 + 22 + 2yz.
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8) Fie K un corp comutativ, V un K-spatiu vectorial de dimensiune finitd n gi f : VxV = K o
forma biliniard. Se spune ca f este diagonalizabild daca exista o baza a lui V' in care matricea lui f

are forma diagonala.



i) Sa se arate ci dacd f este diagonalizabild atunci f este simetricg;

ii) Daca corpul K este Q, R sau C atunci adevirata si reciproca lui i), adica f este simetrica implica
f este diagonalizabila.

ili) S& se arate cd forma biliniara simetrica f : Zo X Zo — Za, f(z,y) = 1y2 +x2y1 (unde x = (z1, 22)

si y = (y1,y2)) nu este diagonalizabila.
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9) Fie A = ( 9 3 ) siB=] 1 -1 3 |. Sa se diagonalizeze urmatoarele forme biliniare
2 3 4

i) f:R*xR* =R, f(z,y) = "zAy, unde z = ( e ) §iy:<y1 );
€2

Y2
T Y1
i) f:R3xR® 5 R, f(z,y) ='2By,undex = | =5 |siyv=|
T3 Y3

Sa se diagonalizeze formele patratice asociate transformarilor biliniare de mai sus.

10) Sa se diagonalizeze formele patratice din problema 7), prin completare la patrate.



