LISTA 12

1) Fie V un K-spatiu vectorial si f € Autx (V). Sa se arate ci valorile proprii ale lui f sunt nenule,
apoi s& se determine relatia dintre valorile proprii ale lui f si valorile proprii ale lui f~! si dintre
vectorii proprii ai lui f si vectorii proprii ai lui f~!. Existd endomorfisme care au toate valorile

proprii nenule, dar nu sunt automorfisme?

2) a) Fie K un corp comutativ, m € N*, A € M,,(K) si
p=ao+a X+ - +a, X" € K[X].

S& se arate cd dacd A € K este valoare proprie a lui A atunci p()\) este valoare proprie pentru
p(A) = apl, + a1 A+ -+ + a, A™. In particular, daci \ este valoare proprie a lui A atunci A" este
valoare proprie pentru A™.

b) Fie V un K-spatiu vectorial, f € Endg (V) sip=ao+ a1 X + -+ a, X™ € K[X]. S& se arate ca
p(f) =aoly +ar1f + -+ anf™ € Endg(V), iar dacd A € K si « € V sunt valoare, respectiv vector

propriu pentru f atunci p(\) si x sunt valoare, respectiv vector propriu pentru p(f).

3) Fie V un R-spatiu vectorial, v = (v1,va,vs,v4) 0 baza a lui V gi f un endomorfism al lui V' cu

1 1 0 2
0 -1 1 2
=149 o 2 3
0 0 0 —2

a) Sa se determine valorile proprii gi vectorii proprii ai lui f.
b) S& se arate c existd o baza a lui V' formatd din vectori proprii ai lui f si s& se determine o astfel
de baza.

¢) S& se scrie matricea lui f in baza determinata la b).

4) Fie v = (v1,v2,v3,v4) 0 bazd a lui R* si f € Endg(R*) cu

10 2 -1

0 1 4 =2
I .

2 -1 -1 2

Sa se determine valorile proprii si vectorii proprii ai lui f si sa se arate ca
S = <U1 + 2v9,v9 + v3 + 2’U4>

este un subspatiu f-invariant al lui R*.

5) Fie K un corp comutativ, n € N*; A € M, (K). Si se arate ci matricea A este similard cu o
matrice triunghiulard din M, (K) (adicd este triangulabild in M, (K)) dacd si numai dacd polinomul

caracteristic al lui A are toate ridacinile (n radacini) in K.

6) a) Sa se arate cd aplicatia liniard
[R5 R? f(z,y) = 3z + 2y, =2z + 3y)

nu este diagonalizabila.



b) S se arate ca rotatia de unghi ¢, adica
g:R* = R? g(z,y) = (xcosp — ysinp, zsinp + ycos p)

nu este diagonalizabila.

1 1 3 2
7) Fie A = si B= . Sa se arate ca:
1 -1 -2 3

i) A nu este diagonalizabila in M,,(Q), dar este diagonalizabild in Ma(R);
i) B nu este diagonalizabila in M, (R), dar este diagonalizabild in My (C).

8) Fie f,g: R? — R? gi h: R3 — R3 transformarile liniare definite prin

f(l',y) = <_3$+4y,2$ - y)7 g(.’L’,y) = (x—l—y,x - y)a
h(z,y,z) = (—x + 2y + 22,2z + 2y + 2z, —3z — 6y — 62).

a) Sa se determine:

i) polinoamele caracteristice ale lui f, g si h;

ii) valorile proprii ale lui f, ¢ si h;

iii) subspatiile proprii ale lui f, g si h corspunzatoare fieciirei valori proprii.

b) Sunt f, g, h diagonalizabile? In caz afirmativ, s& se determine céte o bazi a lui R2, respectiv R3
in care matricele lui f, g, respetiv h sunt diagonale si s se stabileasca legatura dintre aceste matrice
si matricele [f]e, [g]e, [h]er, unde e este baza canonica a lui R? si €’ este baza canonici a lui R3, iar
dupa aceea sa se afle ([f]e)™, ([9]e)™ si ([h]er)™ pentru n € N.

9) Pentru aplicatiile liniare f,g : R* — R? definite prin

f(.]?l,xg,l‘g) = (31‘1 + 229 + 223, 1 + 4ao + 3, —221 — 429 — 1‘3),
g(x1, 2, 23) = (421 + 929, —229 + 823, T23)

se mentin cerintele din problema anterioara.

10) Sa se studieze dacd matricea

= o O =
S O = O
\
[\

este diagonalizabild. In caz afirmativ si se determine matricea diagonalizatoare, adics S € GL4(R)

pentru care ST AS are forma diagonali, si si se calculeze A™ (n € N*).



