CURS 9

Domenii euclidiene

Definitia 1. Spunem cd un domeniu de integritate R este domeniu euclidian daca existd o

functie 6 : R* — N care verifica conditia: pentru orice a,b € R cu b # 0, exista ¢, € R astfel incat
a =bg+r, unde r =0 sau 6(r) < §(b). (%)

Exemplul 2. Din teorema impartirii cu rest in Z rezultd ca domeniul Z impreuna cu functia
modul § : Z — N, 6(n) = |n| este un domeniu euclidian.

Observatia 3. In definitia domeniului euclidian, existenta elementelor ¢, € R care verifica ()

nu implica, in general, unicitatea lor. De exemplu, pentru Z si functia modul, avem
—4=3(-1)4+(-1), cul=|—-1] <3| =3,
—4=3(-2)+2, cu2=12| < |3|=3.

Evident, doar a doua egalitate da catul gi restul impartirii lui —4 la 3 in Z.

Teorema 4. Dacd R (impreund cu ¢) este un domeniu euclidian, atunci R este un domeniu cu
ideale principale.

Demonstratie. Fie I un ideal al lui R. Dacd I = {0}, atunci I = (0), adicd I este principal.
Daca I # {0}, atunci multimea {6(z) | z € I\ {0}} C N este nevidd, prin urmare are un minim.

Fie a # 0 unul din elementele lui I pentru care se obtine acest minim. Evident, avem
0(a) < d(x), Vo € I*. (1)
Pentru orice z € I C R exista ¢, € R astfel incat
x=aq+r, cur=0saud(r)<d(a). (2)

De aici si din a,z € I, cum I este ideal, rezultd r = x — aq € I, ceea ce (conform lui (1) si (2))
implicd r = 0. Acum din (2) deducem = = aq € aR = (a). Deci I C (a), iar cum a € I implica

(a) C I, am ardtat cd I = (a), adicd I este idealul principal generat de a. O

Corolarul 5. Dacd R (impreund cu 0) este un domeniu euclidian, atunci R este un domeniu
factorial.

Observatia 6. Similar cu exemplul 3 d) din cursul 4, se poate aréita c& operatiile uzuale de adunare

14 iv19 14 iv19
? — a+b.?

si Inmultire 1i confera lui Z

a,be Z} o structura de domeniu

de integritate. In sectiunea ,,Apendice” este prezentatd o demonstratie accesibila a faptului ca

14+1iv19
Z —i_;] este un exemplu de domeniu cu ideale principale care nu este euclidian.

Din corolarul 5 rezulta ca daca (R, d) este un domeniu euclidian, atunci pentru orice a,b € R

existd c.m.m.d.c. La fel ca in cazul numerelor intregi, si aici putem folosi algoritmul lui Euclid



pentru a determina c.m.m.d.c. a doua elemente. Daca unul dintre elementele a,b € R este nul,
atunci celalalt este c.m.m.d.c. al lor. Daca a # 0 si b # 0, atunci exista ¢;,71 € R astfel incat
a = bqy + r1, unde r1 = 0 sau d(r1) < d(b). Daca r; # 0, atunci existd go,72 € R astfel incat
b = rigs + 72 unde ro = 0 sau 6(r1) > d(r2). Dacd ro # 0, continudnd acest procedeu se obtine
sirul descrescitor de numere naturale §(ry) > §(rg) > ---. Cum acest gir este finit, dupd un numar

finit de pasi, sa zicem n + 1, se obtine 7,41 = 0, adica avem un gir de relatii de forma:

a=0bq +r
b=rig+ 12

1L =7T2q3 + 73

Th—2 = Tp—1qn + Tn

Tn—1 = Tnqn—-1
unde r; #0,i=1,...,n.

Teorema 7. Dacd (R,¢) este un domeniu euclidian si a,b € R*, atunci elementul r,, din relatiile

(3) este c.m.m.d.c. al elementelor a si b.

Demonstratie. Din ultima relatie din (3) rezultd c& r,, divide pe r,_1, apoi din penultima relatie
urmeaza ca r, divide pe r,_3. Continuand rationamentul rezulta ca r, divide pe a si b. Daca ¢
este un alt divizor comun al lui a si b, atunci din prima relatie din (3) urmeaza ca ¢ divide pe 71,
apoi din a doua relatie rezulta ca c divide pe ry. Continand rationamentul urmeaza ca c¢ divide pe

7. Deci 1, este cm.m.d.c. al lui a si b. O

Observatia 8. Daca R este un domeniu euclidian si d este cm.m.d.c. al lui a si b, atunci cu
algoritmul lui Euclid se pot determina elementele u,v € R pentru care are loc relatia din corolarul
21 din cursul 5, adica d = au + bv.

Pentru aceasta se procedeaza ca la numere intregi, cand am cautat o reprezentare Bézout a
c.m.am.d.c. folosind algoritmul lui Euclid: scoatem pe 71 din prima relatie din (3) si il inlocuim
in a doua relatie din (3), apoi scoatem pe ro din relatia obtinuta si il inlocuim in a treia relatie
s.a.m.d. Continudm procedeul pana la penultima relatie din (3) de unde il exprimam pe 7, = d si

astfel obtinem pe u si v.

Exercitiul 1. S& se arate ca domeniul Z[i] al intregilor lui Gauss este euclidian si s se determine:
a) c.m.m.d.c. si c.mm.m.c. al numerelor z; = 12 — 3i §i 22 = 3+ 6¢ In Z[i];
b) cate un generator pentru fiecare dintre idealele (z1) N (z2) si (21, 22).

Solutie: S& remarcam pentru inceput ca functia 0 : Z[i] — N, §(z) = |2Z| este o restrictie a functiei

0o : Qi) = Q, dp(2) = |2Z| care are, de asemenea, proprietatea
50(2122) = 60(21)50(22)7 Vzl,Zg € Q(’L)

Fie 21 = a1 +0b11, 22 = a2 +bai # 0, cu aq, as, b1, be € Z. Aritam ci exista numerele g, r € Z[i] astfel

incat z3 = zoq +r, unde 6(r) < §(z2) (sa observam ci aceasta conditie cuprinde si posibilitatea ca

r=0). Avem z = 2Le Q(4), adica z = a + bi cu a,b € Q. Consideram numerele intregi m,n cele
2z

mai apropiate de a, respectiv b, adica m,n € Z astfel incat

N | =

1
|a—m|§§§i |b—mn| <



Luind g=m+ni € Z[i] si z3=2—qg=(a—m) + (b —n)i € Q(¢) avem
21 = 222 = 22q + 22(2 — q) = 22q + 2223,
prin urmare 2923 = 21 — 22q € Z[i]. Notdm r = 2923 i avem:
8(r) = 6(z223) = do(2223) = So(22)d0(23) = 6(22)d0(23) = 8(22) [(a — m)* + (b —n)?]

< d(22) (i + i) = 6(;2) < 0(z2).

a) Aplicam algoritmul lui Euclid pentru a determina c.m.m.d.c. al lui z; si zo. Conform celor de

mal sus, avem 21 = 2z2¢ + 7, unde ¢,r € Z[i], cu §(r) < §(z2), se obtin astfel: din

z1 12-31 4—1 2 9.

— = = =—-—=1

29 34+46i 142 5 5

rezulta ¢ = —24, prin urmare,
r =z — 22q = (12 — 3i) + 2i(3 + 67) = 3i.

Determinam acum q1,71 € Z[i] cu §(r1) < 6(r), astfel incat zo = rq; +r1. Din

zg 3461 1+2

r 31 1

=2—1i€Z[i]

. Z2 . .
rezulta ¢ = — ¢i astfel ;1 = zo — rqy = 0. Prin urmare,
r

(2’1,22) =3i~-3i~3~ -3
Z122

(Zlv 22)
b) Toate idealele unui domeniu euclidian sunt principale. Aplicdm teorema 20 din cursul 5 i avem

si [z1, 22] ~ = (12 —3i)(2 —14) = 30 — 18i.
(z1) N (22) = 21 Z[i] N 22Z[i] = [21, 22]Z[i] = (30 — 18:)Z[i] = (30 — 18i),
(21) + (22) = 21Z[i] + 22Z[i] = (21, 22)Z][i] = 3i Z]i] = (34).
In cursul viitor vom incepe sa prezentam mai in detaliu cateva aspecte care tin de aritmetica
inelelor de polinoame. Un rezultat important in studiul divizibilitatii polinoamelor cu coeficienti

intr-un corp comutativ este urmatoarea teorema, cunoscuta ca teorema impartirii cu rest

pentru polinoame:

Teorema 9. Fie K este un corp comutativ. Pentru orice polinoame f,g € K[X], g # 0 exista

doud polinoame ¢, € K[X] unic determinate astfel incat
f=gq+rsi gradr < gradg. (4)
Demonstratie. Fie ag,...,an,b0,...,bym € K, b, # 0 si
f=a+a X+ +a, X" "sig=by+b0 X+ - +b,X™

Existenta polinoamelor q si r: Dacd f = 0 atunci ¢ = r = 0 verifica (4).
Pentru f # 0 proceddm prin inductie dupa n = grad f. Daci n < m (Intrucat m > 0 exista
polinoame f care verifica aceastd conditie), atunci ¢ = 0 si r = f verifica pe (4).



Presupunem afirmatia adevarata pentru polinoamele de grad mai mic decat n > m. Cum a, X"
este termenul de grad maxim al polinomului a,,b,,' X"~™g, pentru polinomul h = f—a,b,' X" ™y,

avem grad h < n gi conform ipotezei existd ¢/, r € R[X] astfel incat
h=gq +rsi gradr < gradg.

Rezultd ci f = h+ a,b,' X" ™g = (a,b,;! X""™ 4+ ¢')g +r = gq +r unde ¢ = a, b} X"™™ +¢'.

m m m

Deci existenta polinoamelor ¢ si 7 care verifica pe (4) este demonstrata.

Unicitatea polinoamelor q si r: Daca mai avem
f=9a +r1 8l gradr, < gradg,

atunci gq +r = gg1 + r1 de unde rezulti r —r; = g(q1 — ) si grad (r — r1) < gradg. Intrucét
g # 0 urmeaza q; — ¢ = 0 ceea ce implica r —ry =0, adica q1 = qgiry =r. O

Polinoamele ¢ si v din (4) se numesc catul, respectiv restul impartirii lui f la g.

Corolarul 10. Fie K este un corp comutativ gi ¢ € K. Atunci restul impartirii unui polinom
f € K[X] la polinomul X — ¢ este f(c).

intr—adevér, din (4) rezulta ca restul r al impartirii lui f la X — ¢ este un element din K, iar

cum f = (X —¢)g+ r, se deduce c& r = f(c). Cazul r = 0 ne conduce imediat la:

Corolarul 11. Fie K este un corp comutativ. Un element ¢ € K este radacina a lui f daca si
numai dacd (X —c¢) | f.

Corolarul 12. Dacd K este un corp comutativ, atunci un polinom nenul f € K[X] de grad k are
cel mult k radacini in K.

Intr-adevir pentru polinoamele de gradul zero afirmatia este adevarata deoarece polinoamele
de gradul zero nu au radacini. Presupunem k > 0 gi afirmatia adevarata pentru polinoamele de
grad mai mic decat k. Daca ¢; € K este radacing a lui f, atunci f = (X —¢1)g gi gradg =k — 1.
Conform ipotezei, polinomul ¢ are cel mult k —1 rad&cini in K. Cum K este corp comutativ, K[X]
este domeniu de integritate si din f = (X — ¢1)q rezultd ca ¢ € K este radacing a lui f daca si

numai daca ¢ = ¢; sau c este radacina lui ¢q. Deci f are cel mult k& radacini in K.

Corolarul 13. Fie K un corp comutativ. Din teorema 9 rezultd ca domeniul de integritate K [X]

impreund cu functia ¢ : K[X]* — N, §(f) = grad f este un domeniu euclidian.

Exemplul 14. Dac# luam polinoamele f = X2 —6X2 4+ 9X +3si g = X? — 6X + 8 din Q[X],
atunci, prin iImpartiri succesive avem:

X=q X—-9=¢
X3 —-6X24+9X +3 X2 _-6X+8 X+3
X3 +6X%-8X —X2-3X
rn=X+3 —9X +8
9X + 27
T‘2:35

adica
f=90+r=9g- X+ (X+3)sig=rigg+ry=(X+3)(X -9)+ 35.



Evident, restul r3 al impartirii lui r; = X + 3 la ro = 35 in Q[X] este 0, asadar, din algoritmul lui
Euclid se deduce c& 35 este un c.m.m.d.c. pentru f si g. Dar cum 35 e inversabil in Q[X], putem

scrie (f,g) =1, adica f si g sunt relativ prime. Cum
B=ry=g9g-1(X-9)=g—(f-g X)X -9)=-(X-9)f+[1+X(X-9)]g,

1 1
rezuld ca pentru u = —g(X —9)siv= g(X2 —9X +1) avem uf +vg = 1.
Observatia 15. Din acest curs rezulté, printre altele, cd domeniile de integritate Z, Z[i] si K[X]
(cu K corp comutativ) sunt domenii euclidiene. In consecinta, aga cum anticipam la finele cursului

anterior, acestea sunt gi domenii cu ideale principale, deci sunt gi domenii factoriale.

Apendice (facultativ)

Fara dificultati deosebite se pot demonstra cateva proprietati ale lui
14+i4v1 VA
L+ivI9 M] _ {a+b. Lo a,bez},

2
proprietati utile pentru o mai buna intelegere a exercitiilor rezolvate 2 gi 3. In primul rand, sa

L+ivi9 o 1-iVI9

observam ca numerele complexe 6§ = — s =—" sunt solutiile ecuatiei

2

Z

2 —x+5=0,

care are coeficienti in Z. Pentru z = a + bf cu a,b € Q, conjugatul lui z este Z = a + bf’, iar daci
a,beZ i z=a+ b0 atunci z +Z, 2Z € Z si

z=0a=b=02=0,

— N.

prin urmare, corespondenta z — |z - Z| definegte o functie ¢ : Z

1414v/19
2

1-+14v/19
2

Observatia 16. i) Pentru functia 0 : Z — N, §(2) = |z - Z| avem:

1) 8(z122) = 8(21)0(22), V21,20 €Z

e

) 2
)
)
4) z1]z2 = 6(21)|0(22);
)
)

1+z\/ﬁ]_

3

5

6) daca 0(z) e numar prim, atunci z este element ireductibil in Z

1+ 1\/19]
——

1+iv19 2 b b
+Z2 = a2—|— —&—5\/19 atunci

6(2)=1 2a+b)2+19° =4b=0siac {-1,1},
1+i\/E]S
2

ii) Dacda,beZ siz=a+b-

prin urmare singurele elementele inversabile din Z unt —1 si 1.




Exercitiul 2. Sa se demonstreze ca domeniul Z nu este euclidian.

1+i\/ﬁ]
2

1414v19
2

Solutie:  Presupunem ca exista o functie v : Z — N care indeplineste conditia din

1414v/19
2

definitia domeniilor euclidiene. Fie z € Z

] neinversabil astfel incat v(x) ia cea mai

mica valoare posibila, i.e.

neinversabil.

1+4v19
Y(z) <A(y), Yy €Z —

Rezulta ca exista ¢, r € Z astfel incat 2 = gz +r ¢i v(r) < y(z) sau r = 0. Rezultd ca

1414v/19
2

dacd r # 0 atunci r este inversabil. Asa cum rezulta din observatia 16, un element este inversabil

N 1+ 14v/19
n7Z —

] daca si numai daca este +1.

Avem urmatoarele cazuri:
o r =0, deciz|2.
La fel ca in exercitiile 4 si 5 din cursul 7 se arata, folosind observatia 16, ca 2 este ireductibil.
Rezulta ca x = £2.
or=—1,deciz|3.
La fel ca in exercitiile 4 si 5 din cursul 7 se arata, folosind observatia 16, ca 3 este ireductibil.
Rezulta ca x = £3.
e =1, deci x| 1, ceea ce este imposibil pentru ca x nu este inversabil.
1+iv/19 ]
2

De asemenea, existd ¢',7’ € Z astfel incat

1+4+iv1
EREAA 12\/79 =qz+7r" i v(r") <~v(z) sau s’ = 0. (5)

Din alegerea lui x rezulta ca dacd v’ # 0, atunci 7’ este inversabil. Deci r’ poate fi doar 0 sau +1.

1+4/19 3+4v19
, sau

Inlocuind in (5), se deduce ca = € {£2,+3} divide unul din numerele 2 5

—1+1v/19
2

, ceea ce conduce la o contradictie.

Exercitiul 3. Sa se arate cd domeniul Z este cu ideale principale.

141:v/19
2

1+4+1v1
Solutie: Fie I un ideal in Z —HT9

] cu 0 # I # R. Rezultd cd existd un element x € I (nenul)
cu |z|> € N* (si, implicit, |z|) minim.

Sa presupunem, prin reducere la absurd, ca I # zZ . Atunci exista un element

1+i\/ﬁ] .
2 Eh

1+4+1:v19
2

yel\zZ

by —azx €1, Ya,beZ >

1+i\/ﬁl



Sa notam ca
|by — ax| < |z| < ’b~gfa’<1, (6)
x
adicd a compara |by — ax| cu |z| revine la a compara ’b- J_ a’ cu 1, iar daca gasim a i b care

satisfac (6), atunci, pentru a nu contrazice alegerea lui x, ar trebui sa avem
_ Yy _
by —ax| =0 < b-=—a=0. (7)
x

Fara a restange generalitatea, putem presupune ca partea imaginara v(€ R) a numéarului com-

V19 V19

Yy s
lex = est t lul [———, —].
plex — este in intervalu [ 11 ]

2v 1 2v 1 .
—| are lungimea 1,

777774,
V19 2719 2

In cazul in care aceasta nu are loc, cum intervalul [

2 1 2 1 19 19
Smezime [ J- 0 2w l] o mmezfo- TEE <
V19 2°V19 2 2 4
y 1+14/19 | Yy — 2T Y . L my/19
Notam z = m - —————, iar cum =—— = = — z are partea Hnagmarava, il putem

x x
lua pe y ca fiind y; = y — xz deoarece acesta satisface si celelalte conditii impuse asupra lui y.

. 141419
Intr-adevar, cum I e ideal, yy = y—az € I siyy =y —xz ¢ 27 —i_;} (in caz contrar,

1414v/19
2

y = y1 + xz ar apartine idealului xZ

] , ceea ce contrazice alegerea initiald a lui y).

Asadar, pornind de la presupunerea ca I # zZ ,am gasituny € I\zZ

1+ i\/191
2

1 +z\/19]
2

V19 V19

. . o .Y N
pentru care partea imaginara v a lui = estein | ———, ——
T

4 4
Cazul 1: —? <v< ? . Atunci

. Distingem urmatoarele cazuri:

dkeZ: ’g—k“<1
xr

(care este o inegalitate de forma (6)). Intr-adevir, consideram reprezentarea geometrics a lui C

intr-un sistem de axe ortogonal Oy si construim pornind din O, de o parte si de alta a axei Oz,
1 3
dreptunghiuri adiacente cu latura orizontala 3 pe Oz si cea verticala % Punctul corespunzator

Tui ¥ se afla fie in interiorul, fie pe una dintre laturile verticale ale unui astfel de dreptunghi.
x
Concluzia urmeaza faptului cd cea mai mare distanta intre doua puncte din interiorul sau de pe

frontiera acestui dreptunghi este lungimea diagonalei, care este 1.

1+ i\/19]
2

Rezulti i £ — k =0,deciy=krexZ
T

VB, 10
4

Cazul 2: - <wv<

, contradictie.

. Atunci

Vio Y g IS



19 2 1+1v19
iar cum 2v — - este partea imaginara a lui Y %, folosim cazul 1 si deducem ca exista
2 14419
un k € 7 astfel incat | 2 — —HT — k| < 1, de unde se obtine egalitatea de forma (7) aferenté:
x
2 1+iv19 1+iv/19
BV gy 1Y,
x

k )_1+NE

k
a) Pentru k € 2Z avem 2 (y + 5 x > z. Notam y + 5 x €I cuy gi avem

_ 1419

2 !
y 2

zelcuy si

k—1 —14+14v19 k—1
b) Pentru k € 1+ 2Z avem 2(y+2x> = LCE Notam —y — 5

2
avei
. 1—iV19
2y = ?aj

Fie ca suntem in subcazul a), fie in subcazul b), din

_ 119

2 /
Y B )
A . 1F4v/19 .
prin inmultire cu — obtinem
LFivi9 , 5 1FiVID , 1
———y =z ——y —2z=—x
2 Y72 2 7 2™
1F4v/19
si astfel am gasit :F+ y' — 2x € I nenul cu
1F14v/19 1
=y — 2| = Slal <al,

ceea ce contrazice alegerea lui z € I.

V9 _ 3
2

Cazul 3: e <v< . Cazul se trateaza in acelagi mod ca si cazul 2.



