CURS 8

Domenii factoriale

Teorema urmatoare determina clasa multimilor ordonate in care se poate aplica demonstratia prin

inductie. Acest rezultat se va dovedi de mare utilitate in acest curs.

Teorema 1. Pentru o multime ordonatd (A, <) sunt echivalente urmitoarele conditii:
1) Conditia minimalitatii: fiecare submultime nevida B C A are cel putin un element minimal.
2) Conditia inductivitatii: orice submultime B C A care are proprietitile:
«) B contine toate elementele minimale ale lui A,
B)acAsi{zreAlx<a} CB=ac€B,
coincide cu A.

3) Conditia lanturilor descrescitoare: orice sgir strict descrescitor de elemente din A,
a1 >as > ->ap > ...,
este finit. Cu alte cuvinte, orice gir monoton descrescator din A e stationar, adicd pentru orice sir

ap>az > >0ap > ...

din A exista un indice m astfel incat a,, = apmy1 = ...

Demonstratie. (facultativi)

1) = 2). Presupunem, prin reducere la absurd, ca existd B C A care verifica «) si 8), dar B # A.
Conform 1), A\ B are cel putin un element minimal a. Evident a ¢ B, iar din «) deducem cé a
nu este element minimal al lui A. Prin urmare, dacid x € A astfel incat = < a, din minimalitatea
luiain A\ B, rezulta cad « ¢ A\ B, adicd x € B. Asadar,

acAsi{fre Alz<a} CB,

iar cum B verifica pe 8) deducem ca a € B, ceea ce contrazice alegerea lui a.

2) = 3). Fie B multimea elementelor b € A care verifica proprietatea: orice gir strict descrescitor
de elemente din A care incepe cu b este finit. Toate elementele minimale in A verifica aceasta
proprietate, deci apartin lui B. Daca a € A i orice sir strict descrescator care incepe cu orice
x € A, x < a este finit, atunci si orice sir strict descrescator care incepe cu a este finit, adica a € B.
Deci B verificd pe «) si (), ceea ce implicd B = A.

3) = 1). Ardtadm ca negatia lui 1) implicd negatia lui 3). Din negatia lui 1) rezultd ci existd o
submultime nevidda B C A care nu are nici un element minimal. Folosind axioma alegerii, putem
alege cate un element din fiecare submultime nevida a lui B. Construim un sir strict descrescator
infinit de elemente din B dupa cum urmeaza. Notam cu a; elementul ales din B. Intrucat ai nu este
minimal in B rezultd cd By = {a € B | a < a1} C B este nevidd. Notdm cu as elementul ales din
B;. Odata ales elementul a,, € B, cum a,, nu e minimal in B rezulti ¢ B, ={a € Bla < a,} C B
este nevida. Notam cu a, 41 elementul ales din B,,. In acest fel rezulta girul infinit

AL > a9 > > ap > ...,

si astfel am demonstrat negatia lui 3). O



In cele ce urmeaza, consideram ca (R, +, ) este un domeniu de integritate.

Definitia 2. Fiea € R, z; € R, (i=1,...,k),y; € R (j=1,...,n) s
a=21 Tk =YL Yn

doua descompuneri ale lui @ in factori. Spunem ca cele doua descompuneri sunt asociate daca
k = n si, dupa o eventuala renumerotare a factorilor celei de-a doua descompuneri, z; ~ y; pentru

totii=1,...,n.

Exemplul 3. Daca 1 = uy...u; In R, atunci descompunerea a = x1---x) este asociata cu

descompunerea a = (u1x1) - - - (urTk).

Definitia 4. Un domeniu de integritate (R,+,) se numeste domeniu factorial sau domeniu
cu factorizare unica (in factori ireductibili) daca orice a € R* neinversabil se descompune
in produs de elemente ireductibile si orice doua descompuneri ale lui ¢ in produse de elemente
ireductibile sunt asociate, adica a are o descompunere unica (abstractie facind de o asociere) in

produs de elemente ireductibile.
Exemplul 5. Din teorema fundamentald a aritmeticii rezulta ca (Z, +, -) este un domeniu factorial.

Existenta descompunerii oricarui element nenul neinversabil in factori ireductibili, neinsotita
neapatrat de unicitate, defineste o clasd de domenii de integritate care include clasa domeniilor

factoriale fara a coincide coincide cu aceasta.

Definitia 6. Un domeniu de integritate R se numeste domeniu (sau inel) semifactorial daca

orice a € R* neinversabil poate fi scris ca produs de elemente ireductibile.

Exercitiul 1. Fie R un domeniu de integritate. Daca exista o functie ¢ : R* — N cu proprietatea
a,be R*, bla, atb = ¢b) < ¢(a), (%)

atunci R este un domeniu semifactorial.

Solutie: Presupunem, prin reducere la absurd, cd R nu este inel semifactorial. Atunci multimea
M = {a € R" | a e neinversabil gi nu e produs de elemente ireductibile}

e nevidd si (M) = {¢(a) | a € M} este o submultime nevidd a lui N, prin urmare are cel mai
mic element. Fie b € M cu ¢(b) = min p(M). Cum M nu contine elementele ireductibile (acestea
fiind produse de elemente ireductibile cu un factor), b nu este ireductibil, nici inversabil, deci exista
b, 0" € R*, ambele neinversabile, astfel incat b = b'b”. Atunci b1 b si b1 b’ si din (x) rezulta
o(b') < o(b) 51 p(b") < p(b). Avand in vedere cum a fost ales b, e necesar ca b’ si b’ si admita cate
o descompunere in factori ireductibili. Dar atunci si b = b’b” poate fi scris ca produs de elemente

ireductibile, ceea ce contrazice faptul cd b € M. Deci M = () si demonstratia este complets.

Exercitiul 2. Fie K un corp comutativ. S& se arate c& domeniul de integritate K[X] este

semifactorial.

Solutie: Pentru f,g,h € K[X], cu f = gh, din grad f=grad g + grad h se deduce ca

grad f = gradg < gradh=0<hecUK[X]))& f~g.



Proprietatea lui K[X] de a fi semifactorial rezultd acum aplicAnd exercitiul anterior functiei
¢ =grad: K[X]\ {0} - N.

Exercitiul 3. i) Sa se arate cd orice numar prim este element ireductibil in Z[X].

ii) S& se arate c& domeniul de integritate Z[X] este semifactorial.

Solutie: 1) Fie p € N un numar prim. Daca f,g € Z[X] si p = fg din 0 =grad p=grad f + grad g
se deduce ca f,g € Z, prin urmare f = £1 sau g = 1. Deci p nu are divizori proprii in Z[X].

ii) Demonstram cé orice polinom f € Z[X]\ {—1,0,1} poate fi scris ca un produs de polinoame
ireductibile. Procedam prin inductie dupa gradul lui f. Dacad grad f = 0 atunci f € Z este
neinversabil gi atunci f este un produs de numere prime. Concluzia rezultd din i). Consideram
grad f > 1 si presupunem afirmatia adevarata pentru polinoamele de grad mai mic decat grad f.
Fia a € Z c.m.m.d.c. al coeficientilor lui f. Cum grad f > 1, f poate fi scris f = ag cu g € Z[X]
cu grad g =grad f > 1 si c.m.m.d.c. al coeficientilor lui g egal cu 1. Pe a il putem scrie ca produs
de numere prime (care sunt elemente ireductibile in Z[X]). Daca g este ireductibil, problema este
rezolvatd. In caz contrar, g poate fi descompus ca produs de 2 polinoame neinversabile ¢’ si g”.
Cum polinomul g are c.m.m.d.c. al coeficientilor sai egal cu 1, avem ¢',¢” ¢ 7Z, prin urmare
grad ¢’ < grad f gi grad ¢” < grad f. Se aplica ipoteza inductiei si se obtine o descompunere a lui

f 1n factori ireductibili.

Observatia 7. De notat ca rezolvarea exercitiului 3 nu se poate face ca si cea a exercitiului 2
deoarece functia ¢ =grad: Z[X]\ {0} — N nu satisface conditia (). De exemplu, in inelul Z[X],
X | 2X fard a fi asociate si, totusi, grad X = 1 = grad 2X.

Exercitiul 4. Fie d € Z\ {1} un intreg liber de pitrate. S& se arate c& in Z[v/d] este un domeniu
semifactorial.

Solutie: Fie § : Z[v/d] — N, §(z) = |z -Z|. Din exercitiul 2 din cursul 4 b) ii) si iii) rezulta ci
pentru orice z € Z[v/d] nenul si neinversabil §(z) € N, §(z) > 2. Concluzia se obtine acum folosind
punctul b) i) din acelasi exercitiu (2 din cursul 4) pentru a ardta cd § verificd conditia () din
exercitiul 1. Intr-adeviir, daci 21,20 € Z[Vd], 21 | 22 §i 22 1 21 atunci existd z € Z[v/d] nenul si

neinversabil astfel Incit zo = z12. atunci §(22) = §(21)d(2) si cum 6(z) > 2, rezultd 0(21) < §(22).

Exercitiul 5. Si se arate ca: a) Z[iv/5]; b) Z[iv/6]; ¢) Z[iv/17]; d) Z[iv/29] sunt inele semifactoriale
care nu sunt domenii factoriale.

Solutie: Faptul cad domeniile din enunt, sunt semifactoriale rezulta din exercitiul anterior.

a) O justificare pentru faptul c& domeniul Z[iv/5] nu e factorial rezulta considerand descompunerile

6=2-3=(1+14V5)(1—iV5)

ale lui 6. Am viazut in cursul anterior ca 2, 3, 1+ iv/5 si 1 — iv/5 sunt elemente ireductibile in
7[i\/5], dar cele doud descompuneri ale lui 6 in produs de elemente ireductibile nu sunt asociate
deoarece elementele asociate au aceeasi norma iar §(1 — iv/5) = §(1 + iv/5) = 6 e diferit si de
5(2) = 4 si de 5(1) = 9.

b) 6 = 2-3 = iv/6(—iV/6) sunt doud descompuneri ale lui 6 in produs de elemente ireductibile care
nu sunt asociate.

c) 18=2-3-3 = (1 +iv/17)(1 — iy/17) sunt doud descompuneri ale lui 18 in produs de elemente
ireductibile care nu sunt asociate.

d)30=2-3-5=(1+4v29)(1 —i1/29) sunt dousi descompuneri ale lui 30 in produs de elemente
ireductibile care nu sunt asociate.



Teorema 8. Daca R este un domeniu factorial, atunci:
1) Multimea ordonata (R*/ ~, <) verificd conditia minimalitatii, adicd orice submultime nevida a
lui R*/ ~ are un element minimal.

2) Orice pereche de elemente din R are un c.m.m.d.c.

Demonstratie. 1) Conform teoremei 1, pentru a demonstra conditia 1) este suficient si aratam

cd orice gir strict descrescator de clase de asociere in divizibilitate din R/ ~ \{[0]}
[.%'1] > [3?2] > [$3] > ... (1)

este finit.

Pentru @ € R, vom nota cu [(a) numarul factorilor dintr-o descompunere a lui a in produs
de factori ireductibili dacd a nu este inversabil si I[(a) = 0 dacd a este inversabil. Evident, daca
a = ajag, atunci l(a) = l(ay) + l(az).

Cum [z;] > [z;41] daca gi numai daca x;11 | x; §i @; § zi41, rezulta ca I(x;41) < I(z;) si, astfel,
din (1) rezulta ca

U(z1) > Uzo) > U(xg) > ... (2)

este un gir strict descrescator de numere naturale. Prin urmare, (2) este un sir finit, de unde rezulta
cd (1) este un gir finit. Deci este verificatd conditia 1).

2) Fie a1,a2 € R. Daci a1 = 0 atunci existd un c.m.m.d.c. pentru a; si as si (a1,a2) = as. La
fel si daca as = 0. Consideram a1,as € R* si p1,...,p, elemente ireductibile din R astfel incat

oricare doua dintre ele nu sunt asociate in divizibilitate si
k K o 1l !
ar =upy'...pyt siax =upy ... oy

unde u,u’ € R sunt elemente inversabile i k;,l; € N, 4 = 1,...,n. Orice divizor z al lui a; se
poate scrie sub forma x = uv”pi* ... p3», unde u” € R este inversabil, 0 <s; <k; (i=1,...,n) si
o afirmatie analoagd are loc pentru divizorii lui as. Deci d = p{**...p", unde m; = min{k;,;}

(i=1,...,n) este un c.m.m.d.c. al lui ay si as. Prin urmare, este verificatd si conditia 2). O

Teorema 9. Un domeniu de integritate R este factorial daca si numai daca verifica conditiile:
1) Multimea ordonata (R*/ ~, <) verifica conditia minimalitatii.

2') Orice element ireductibil din R este prim.

Demonstratie. Daca R este un domeniu factorial, atunci din teorema anteriora si din teorema 9
din cursul 7 rezultd ca R verificd pe 1) si 2).

Reciproc, presupunem ci R verifica pe 1) si 2) si vom arita ca orice element @ € R* neinversabil
are o descompunere unica, abstractie facand de o asociere, in produs de elemente ireductibile. Intai
sa observam ca daca a are aceasta proprietate, atunci orice element asociat cu a are aceasta propri-
etate. Aceasta constatare ne permite, pe baza conditiei 1) si a teoremei 1, si dam o demonstratie
inductiva in raport cu relatia < din R*/ ~ \{[1]}. Afirmatia are loc pentru elementele ireductibile
din R, adicd pentru elementele minimale din R*/ ~ \{[1]}. Presupunem ca [a] nu este element
minimal in R*/ ~ \{[1]} si cd afirmatia are loc pentru toti divizorii proprii ai lui a. Rezultad ca
a = ajae unde a1, as sunt divizori proprii ai lui a. Conform ipotezei inductiei a1 = p1...px si

a3 = Pk+1---Pn, unde p; (i =1,...,n) sunt elemente ireductibile. De aici rezulta

a=p1...DkPks1---Pn (3)



adica a are o descompunere in produs de elemente ireductibile. Fie

a=a...q (4)

o altd descompunere a lui a in produs de elemente ireductibile. Din 2') rezultd ci elementul ¢;
este prim si din ¢y | p1 - - - pn, rezultd cd ¢y divide cel putin unul dintre elementele py,...,p,. Cum
R este comutativ, putem considera, firad a restrange generalitatea, cd ¢; | p1. Din p; ireductibil

urmeaza ca p; §i g1 sunt asociate adica exista u € R inversabil astfel ca p; = ug;. Prin urmare

uqip2 ---Pn = 4q1492 - .. 4qs.

Prin simplificare cu ¢; se obtine ca (up2)ps...pn = G243 . ..qs sunt descompuneri in factori ire-
ductibili ale unui divizor propriu al lui @ si, conform ipotezei inductiei, acestea sunt asociate.

Rezultad cd descompunerile (3) si (4) ale lui a sunt asociate. O
Folosind teorema 9 din cursul 7 se constata imediat ca:

Corolarul 10. Un domeniu de integritate R este factorial daca si numai daca verifica conditiile:
1) Multimea ordonata (R*/ ~, <) verificd conditia minimalitatii, adicd orice submultime nevida a
lui R*/ ~ are un element minimal.

2) Orice pereche de elemente din R are un c.m.m.d.c.

Observatiile 11. a) Faptul ci domeniul de integritate (Z[iv/5],4,-) nu este factorial rezulta
imediat din teorema 9 si exemplul 11 din cursul 7.

b) Conditia 1) din teoremele 8 si 9 este echivalenta cu afirmatia: pentru orice §ir x1,Ta,..., Ty, ...
de elemente din R cu proprietatea x;41 | x; pentru orice i € N*, existd k € N* astfel incdt x; ~ xy,

pentru toti i > k.
Teorema 12. Orice domeniu cu ideale principale este factorial.

Demonstratie. Presupunem cd R este un domeniu cu ideale principale. Din corolarul 10 din
cursul 7 rezulta ca orice element ireductibil din R este prim. Conform teoremei 9, pentru a arata
cd R este factorial este suficient si ardtdm c& multimea (R*/ ~, <) verificd conditia minimalitatii.
Cum pentru orice a,b € R avem

[a] <[b] & DR CaR

aceasta conditie este echivalentd cu afirmatia: pentru orice sir crescitor de ideale

awRCaRC---Ca,RC... (5)

o0
existd un indice m astfel incat a, R = a,, R pentru orice n > m. Din (5) rezultd ca U = U an R

n=0
este ideal (vezi Propozitia 7 v) din cursul 4). Domeniul R fiind cu ideale principale urmeaza ca

o0
exista b € R astfel incat U an,R = U = bR. Deducem de aici existenta unui m € N astfel incat

n=0
b € a,, R, ceea ce implica U = bR C a,, R. Incluziunea inversa fiind evidenta, urmeaza U = a,, R

si atunci ap, R = U = a,,, R, pentru orice n > m. O

Observatiile 13. a) In lectiile urméatoare vom identifica o subclasa a clasei domeniilor cu ideale
principale (din care fac parte si Z, Z[i], R[X] si C[X]) care ne va ajuta s imbogatim considerabil
lista de exemple de domenii cu ideale principale gi implicit de exemple de domenii factoriale.

b) Exist& domenii factoriale care nu sunt domenii cu ideale principale. Vom vedea in lectiile viitoare

dedicate divizibilitatii polinoamelor ca Z[X] este un astfel de inel.



