CURS 7

Elemente ireductibile si elemente prime

Notiunea de numar prim se poate defini prin oricare dintre proprietatile: Fie p € Z*, p # +1.
i) p nu are divizori diferiti de 1 si £p.
ii)a,beZ;plab=p|asaup]|b.
Vom vedea ca intr-un domeniu de integritate (R, 4+, -) oarecare proprietétile i) i ii) ne vor conduce

la doua notiuni diferite.
In cele ce urmeazd consideram (R,+, ) domeniu de integritate.

Definitia 1. Un element p € R* se numeste element ireductibil daca verifica conditiile:
1) p nu este inversabil.

2) p nu are divizori proprii, adica
x € R, z | p= x inversabil sau x ~ p.

Un element neinversabil din R* care nu este ireductibil se numeste element reductibil.

Observatiile 2. a) Un element p € R* este ireductibil daca si numai daca verifica conditia 1) din
definitia de mai sus si oricare dintre conditiile:
2') p = 2y = x inversabil sau y inversabil.
2 p=xy=ax~psauy~p.
2"") [p] este element minimal in (R/ ~ \{[1]}, <).
b) Daca p € R este ireductibil, atunci orice element din R asociat cu p este ireductibil.
¢) Un element nenul gi neinversabil al lui R este reductibil dacd si numai daci poate fi scris ca

produsul a doud elemente neinversabile (adicd admite o descompunere netriviald in factori).

Exemplele 3. a) Elementele ireductibile p din (Z, +, -) sunt numerele prime si opusele lor.

b) Un polinom nenul si neinversabil f € R[X] cu coeficienti intr-un domeniu de integritate R
este reductibil dacd admite o descompunere netriviala in factori, altfel f este ireductibil. Astfel,
polinomul f = 2X +2 € Z[X] este reductibil deoarece 2 i X + 1 din descompunerea f = 2(X +1)

sunt ambele elemente neinversabile. Dar vom vedea ca polinomul 2X + 2 din R[X] este ireductibil.

Exercitiul 1. Fie K un corp comutativ si f € K[X]. S& se arate ci:

a) daca grad f = 1 atunci f este ireductibil;

b) daca grad f € {2, 3} atunci f este ireductibil daca si numai daca f nu are nici o radacind in K;
¢) polinoamele ireductibile din K[X] de grad 4 (sau mai mare) nu pot fi, in general, caracterizate
calab).

Solutie: Reamintim cé polinoamele inversabile din K[X] sunt polinoamele constante nenule, adica

polinoamele de grad 0 si ca
grad (gh) = gradg + grad h, Vg,h € K[X]. (1)

a) Daca grad f = 1 atunci f este nenul si neinversabil, iar dacid f = gh, atunci din (1) rezulta
grad f = 0 sau grad g = 0, adica f inversabil sau g inversabil. Deci f este ireductibil.

b) Fie f € K[X] cu grad f € {2,3}. Evident, f este nenul si neinversabil. Ar#tam cd f este
reductibil daci si numai dacii f are cel putin o ridicind in K. Intr-adevir, folosind (1) se deduce



ca o descompunere f = gh a lui f este netriviala daca i numai daca grad f = 1 sau gradg = 1,
adica sau f sau g are forma aX + b, cu a # 0, ceea ce inseamna ci f are pe —a~'b € K radicini.
¢) Polinomul (X? + 1)? € R[X] este reductibil, dar nu are radacini reale.

Exercitiul 2. Sa se arate ca:
a) Un polinom f € C[X] cu coeficienti complecsi este ireductibil daca si numai daca grad f = 1.
b) Un polinom f € R[X] cu coeficienti reali este ireductibil dacd gi numai daca grad f = 1 sau f

are gradul 2 gi f nu are radacini reale.

Solufie: a) Aceasta rezultd din exercitiul anterior si din Teorema fundamentald a algebrei
(d’Alembert-Gauss): Orice polinom de grad mai mare sau egal cu 1 din C[X] are cel putin o
radacindg compleza.
b) Din exercitiul anterior rezulta ca polinoamele de grad 1 si cele de grad 2 fara rad&cini reale sunt
ireductibile in R[X]. Reciproc, aritdm cé toate polinoamele de grad cel putin 1 din R[X] (adica
nenule si neinversabile) care nu sunt de forma mentionatd sunt reductibile. Pentru polinoamele de
gradul 2, acest fapt e evident. Eventual, reamintim ca daca a este coeficientul dominant al lui f si
x1, T2 € R sunt radacinile lui f, atunci f = a(X — z1)(X — 22).

R&méane de demonstrat ca cd daca f € R[X] gi grad f > 3 atunci f este reductibil in R[X]. Din
f € R[X] C C[X] rezultd c& f are o rddacind complexd z. Daci z € R atunci X — z divide pe f.
Daca z € C\ R atunci si conjugatul Z al lui z este rdd&cing a lui f. Cum z # Z, polinoamele X — z
si X — Z sunt relativ prime, deci (X — 2)(X — z) € R[X] divide pe f.

Observatiile 4. i) Polinomul f = aX?+bX +c din R[X] (a,b,c € R, a # 0) nu are radécini reale
daca si numai dacd A = b? — 4ac < 0.

ii) Polinoamele de la b) sunt polinoamele ale caror functii polinomiale pot fi recunoscute ca fiind
numitorii fractiilor care apar in sumele prin care exprimam functiile rationale reale pentru a le
putea integra. Acolo se foloseste, pe langd forma polinoamelor ireductibile din R[X] si existenta
unei desompuneri in factori ireductibili pentru orice polinom din R[X] de grad cel putin 1, fapt ce

va rezulta din cursurile viitoare.

Exercitiul 3. Fie d € Z\ {1} un intreg liber de pitrate si ¢ : Z[v/d] — N, §(z) = |z - Z| functia
normi. Si se arate ci pentru orice 21, 22, z € Z[v/d] sunt adevirate afirmatiile:

i) dacd z1|zo, atunci §(z1)[0(22);

ii) z1 ~ 22 dacd gi numai daca 0(z1) = 0(22) si 21|20;

iii) §(2z1) = 6(z2) nu implica, in general, z; ~ zo;

iv) dacd 0(z) e numér prim, atunci z este element ireductibil in Z[v/d] .
Solutie: Se folosegte exercitiul 2 din cursul 4.
i) Dacil zp = 212 in Z[v/d] atunci §(z3) = 6(21)6(z) in N, prin urmare §(z1)[6(22).
ii) Din i) si din antisimetria | in N rezulta cd z; ~ 2z daci si numai daci 0(z1) = 0(22) (si, evident,
§i 21)22). Reciproc, daci zo = 212 (2 € Z[Vd]) atunci §(22) = §(21)0(2). Din 6(z1) = 6(22) rezulti
cd z1 =22 =0saud(z) =1, adicd z e inversabi}, prin urmare z; ~ 2s.
i) Tn Z[i], 5(1 4 2i) = 6(1 — 2i) = 5, dar -2 — _3 . 2

——+ £ i & Zli).
iv) 6(z) numar prim, deci diferit de 0 si 1, implicd z nenul si neinversabil, iar dacd z = 2122 In

1-2i 5
Z[V/d] atunci §(z) = §(21)d(22) in N cu 6(z) numar prim, prin urmare sau §(z1) = 1 sau §(zz) = 1.

Observatia 5. Punctul iii) arata ca afirmatia i) nu e intotdeauna o echivalenta, iar, dupa cum va

rezulta din punctul 1) b) al exercitiului urmétor, nici afirmatia iv) de mai sus nu este o echivalenta.



Exercitiul 4. 1) Sa se arate cd in (Z][i], +, -) au loc urmétoarele:

a) 2, 5 si 17 nu sunt elemente ireductibile;

b) 3 si 7 sunt elemente ireductibile;

c) 1+ si 1+ 2 sunt elemente ireductibile.
2) Sa se scrie 4 gi 18 + 36¢ ca produs de elemente ireductibile din Z[i].
Solugie: 1) a) Cum (1 +¢) = 6(1 —4) = 2 # 1, numdrul 2 = (1 +¢)(1 — ¢) este un produs de
elementele neinversabile, prin urmare 2 este reductibil in Z[¢]. Similar, 5 = (1 + 2¢)(1 — 2¢) si
17 = (1 + 44)(1 — 4¢) sunt produse de elemente neinversabile.
b) Cum §(3) = 9 avem 3 neinversabil, iar dacd z = ai + by € Z[i], k = 1,2 §i 3 = 2122 atunci
9 = §(21)(22). Cum 6(z) = ai + b € N (k = 1,2), aceasti egalitate are loc doar in urmétoarele

cazuri:
e §(z1) =1s8id(22) =9, caz in care z; este inversabil;

e §(z1) = 6(22) = 3, caz care nu convine deoarece nu existd ay, by € Z astfel incat aj + b7 = 3
(dacd ar = 0 atunci b} = 3 i by ¢ Z, daci |ag| = 1 atunci b2 = 2 si, din nou, by, ¢ Z, iar
dacd |ax| > 2 atunci b7 < 0, prin urmare numarul by nu e nici macar real).

e §(z1) =95l 6(22) =1, caz in care zo este inversabil.

Asadar, 3 = z129 implicd z; inversabil sau zo inversabil, prin urmare 3 este ireductibil in Z[i].
Analog se aratd cd 7 este element ireductibil in Z[i] (recomand ca temd refacerea rationamentului
in acest caz).

¢) Numerele §(1 +14) = 2, 6(1 4 2¢) = 5 sunt prime si se aplicd punctul iv) al exercitiului anterior.
2) 4= (14+14)2(1—1i)2 = —(1+1i)*, 18 +36i = 18(1 +2i) = (—i)3%(1 +i)2(1 + 2i) (atragem atentia
cd —1 si —i sunt elemente inversabile in Z[i], deci prezenta lor langa un element ireductibil si,

implicit, in produs, nu ,,afecteazad” ireductibilitatea factorilor descompunerii).

Definitia 6. Un element p € R* se numeste element prim daca verifica conditiile:

«) p este neinversabil.

B)x,y€R; play=p|xsaup|y.

Observatiile 7. a) Daca p € R este prim, atunci orice element din R asociat cu p este prim.
b) Daca p € R este prim si p divide produsul z; ...z, de elemente din R, atunci p divide unul
dintre factorii x1, ..., Z,.

Exemplul 8. Elementele prime din (Z, +, -) sunt numerele (naturale) prime si opusele lor.

Exercitiul 5. Si se arate ca in (Z[iv/5], +,-) au loc urmatoarele:

a) 2, 3, 1+4v5, 1 —iy/5 sunt elemente ireductibile in Z[iv/5];

b) 3 este element ireductibil, dar nu este element prim;

c) 6 si 2(1 +4+/5) nu au un c.m.m.d.c.;

d) 3si 1+4v5 au un c.m.m.d.c.

e) iV/5 este element prim.
Solutie: a) Cum §(3) =9, 3 nu e inversabil, iar daci 2z = ay, + byi € Z[iV5], k = 1,281 3 = 2129
atunci 9 = 0(21)8(z2). Cum d(zx) = a2 + 5b2 € N (k = 1,2), aceastd egalitate are loc doar in
urmatoarele cazuri:

e §(z1) =14id(22) =9, caz in care z; este inversabil;



e §(21) =9 si d(22) =1, caz in care 25 este inversabil;
e §(z1) = §(22) = 3, caz care nu convine deoarece nu exista ay, by, € Z astfel incét az + Sbi =3
(dacd by, = 0 atunci aj = 3 si ay, ¢ Z, daca |bx| > 1 atunci 5b7 > 5 si a; ¢ R).

Asadar, 3 = 22, implica z; inversabil sau zp inversabil, prin urmare 3 este ireductibil in Z[iv/5].

Nici 1445 € Z[z\/g] nu este element inversabil deoarece §(1 —H\/g) = 6, iar daca 1+ivV5 = 2129
cu 2 = ay, + byi € Z[iV/5], k = 1,2, atunci 6 = §(21)0(22). Cum 6(2z1) = a? +5b? € N (k = 1,2),
aceasta egalitate are loc doar in urmatoarele cazuri:

e §(z1) =14l 0(22) = 6, caz In care z; este inversabil;

e §(21) =6 gi 6(22) = 1, caz in care z5 este inversabil;

i
d(z1) =2, §(z2) = 3, caz care am vazut mai sus ci nu convine;
I(=1

e §(z1) =3, §(z2) =2, caz care am vazut mai sus cd nu convine.

Asadar, 1+ iv/5 = 2120 implicd sau z; sau z, inversabil, deci 1 4 iv/5 este ireductibil in Z[zx/g]
Pentru celelalte elemente, ireductibilitatea se demonstreaza similar gi o lasam tema.
b) Din a) rezultd ca 3 este ireductibil in Z [iv/5]. Dar 3 divide pe 6 = (1 +iV/5) (1 —iv/5) si nu
divide nici pe 1 + /5, nici pe 1 — iy/5 pentru ca
5(3) =916 =05(1+iV5).

Rezultd c& 3 nu este element prim in Z[iv/5].
¢) Presupunem prin reducere la absurd c& d = a + bi (a,b € Z) ar fi un c.m.m.d.c. al lui 6 si
2 (1 + @\/5) Rezultd ca d|6 gi d|2 (1 + 2\/5), ceea ce implica

5(d) | (6(6),8(2(1 +1iv/5))) = (36,4 -6) = 12.

Dar 2 si 1 + 4+/5 sunt divizori comuni pentru 6 si 2 (1 + z\/g), prin urmare, ei sunt divizori ai lui
d. Ar rezulta ca, in N, c.m.m.d.c. [§(2),5(1 + iv/5)] divide pe 6(d), adica

[4,6] = [6(2), (1 +iV/5)] | 8(d),
de unde am deduce si c& 12[6(d). Rezultd ca 6(d) = 12 si de aici deducem ci exista o scriere
12=a’>+5b cua,beZ,

ceea ce nu este posibil (daca |b] < 1 atunci @ € R\ Q, iar daca |b] > 2 atunci a € C\ Q). Am
obtinut o contradictie, si, astfel, rezulta ca nu exista un c.m.m.d.c. pentru 6 si 2 (1 + 1\/5)

d) Cum 3 este element ireductibil, singurii sai divizori sunt (abstractie ficand de o asociere in
divizibilitate) 1 gi 3. Mai mult 3 nu divide pe 1 + iv/5, deci singurul divizor comun pentru 3 si
1 +4/5 este 1, care este si cel mai mare divizor comun al lor.

e) Evident, iv/5 este nenul si neinversabil. Fie 21, 2o € Z[iv/5] (2x = ap + bri € Z[iN/5], ay, by, € Z,
k = 1,2) astfel incat iv/5 | z122. Cum 5 = §(iv/5) | 6(21)0(22) in N, 5| 6(21) sau 5 | §(z2). Asadar,

Jke{1,2}: 5| (af +5b;) (inN).

Rezultd cd 5 | a2 si, implicit, 5 | ay (atat in Z cit si in Z[iv/5]). Cum —(iv/5)? = 5, se deduce ci
iv/5 | ai, in Z[iv/5]. Evident, iv/5 | briv/s (in Z[iv/5]). In consecinti,

ke {1,2}: iV5 | 2z = ay, + byiV/5,

ceea ce completeaza demonstratia faptului ci iv/5 este prim in Z[iv/5].



Teorema 9. Fie R un domeniu de integritate. Au loc urmatoarele:
1) Orice element prim din R este ireductibil.
2) Daca orice doua elemente din R au un c.m.m.d.c., atunci orice element ireductibil din R este

prim.

Demonstratie. 1) Presupunem c& p € R este prim gi p = 2y. Rezultd cad p | 2y siz | p, y | p. Din
faptul ca p este prim si p | zy rezultd p | x sau p | y. Prin urmare z | psip |z sauy |psip| vy,
adica p ~ x sau p ~ y. Deci p este ireductibil.

2) Fie p € R un element ireductibil i z,y € R. Daca p | zy si p nu divide pe z, atunci (zy,p) =p
si (z,p) = 1. Deci

(y,p) = (y(x,p),p) = ((yz,yp),p) = (y, (yp, P)) = (y2,P) = P,

adica (y,p) = p, de unde rezulta p | y. Prin urmare p este prim. O

Am vazut in cursul anterior ca daca R este un domeniu cu ideale principale, atunci pentru orice

a,b € R exista un c.m.m.d.c. si ca
d = (a,b) < dR = aR + bR.
Astfel, din teorema anterioara rezulta:

Corolarul 10. Intr-un domeniu cu ideale principale un element este ireductibil daci si numai

daca este prim.

Cum Z este un domeniu cu ideale principale, corolarul anterior da inca o motivatie pentru faptul
ca in Z elementele ireductibil gi elementele prime coincid. insé, in general, reciproca afirmatiei 1)

din teorema de mai sus nu este adevarata.

Exemplul 11. Exercitiul 5 ne-a aritat ci 3 este ireductibil in domeniul de integritate Z[iv/5], dar

*

nu este prim. Din punctul 2) al teoremei 9 urmeaza ca existd numere in Z[iv/5]* care nu au un

c.m.m.d.c., iar punctul ¢) al exercitiului 5 furnizeaza un exemplu in acest sens.

Observatia 12. Din exemplul de mai sus deducem ci Z[i1/5] nu este un domeniu cu ideale prin-
cipale. Unul dintre motivele pentru care in exercitiile referitoare la C[X|, R[X], Z[i] nu am vorbit
si despre elemente prime este acela ca aceste domenii de integritate sunt domenii cu ideale princi-
pale (si chiar ceva mai mult, dupa cum vom vedea in lectiile viitoare), deci in acestea elementele

ireductibile coincid cu elementele prime.



