CURS 6

Inel cat. Congruente modulo n. Teorema chineza a restului

Fie (R,+,-) un inel comutativ si I un ideal al lui (R, +,-). Relatia
zpoy & y—x€l & yeax+l1

este o echivalentd pe R, numitd relatia de echivalentd determinati de (sau modulo) I.
(intr—adevér, cum x —x =0 € I, zprx pentru orice x € R, iar daca xpyy, adica y — x € I, atunci
x—y=—(y—=x) €I, adicd yprx. De asemenea, daci zpsy si yprz, adicAy —ax €I giz—y €I,
atunci z —z = (z —y) + (y —x) € I, deci zprz.)

Observam ca multimea tuturor elementelor echivalente modulo I cu un =z € R, adica clasa lui

x, este pr(x) = x + I, iar mulfimea cit corespunzitoare este
R/I={x+I|zeR}={l,xa+I1,y+1,...}.

Teorema 1. Fie (R,+,-) un inel comutativ gi I un ideal al lui (R, +,-).
1) Egalitatile
@+ D+ y+D)=(+y +1Isi(e+Dy+1I)=ay+I (1)

sunt independendente de alegerea reprezentantilor si definesc doud operatii binare pe R/I.

2) (R/1,+,") este un inel comutativ in raport cu operatiile + si - definite prin (1).

3) Aplicatia canonica py : R — R/I, pr(z) = x + I este un omomorfism unital de la inelul (R, +, -)
in inelul (R/I,+,").

Demonstratie. (facultativi)

1) Intr-adeviir, dacd 2/ € x+ 1 iy € y+ 1, existd uy,ug € I cua’ =z +uy, ¥ = y+usg si atunci
4y = (x+y)+ (ur +u2), 2y =2y + U2 + U1Y + UL U,
iar cum uq + ug, xug, w1y, urue € I (si, implicit, zus + w1y + uyug € 1),

¥4y e(@+y)+Igiz'y exy+ 1.

2) Verificarea faptului c& (R/I,+,-) este un inel comutativ este un exercitiu simplu. In acest inel
elementul zero este clasa I = 0+ I care are (gi pe) 0 din R ca reprezentant, opusa clasei = + I este
—x + I, iar unitatea lui R/T este clasa 1+ I. Vom demonstra, ca exemplu, distributivitatea lui -
fatd de + in R/I. Din (1) rezulta

(@4 Dly+ D+ e+ D] = @@+ Dy+2+1) =aly+2)+1 =ay+az+1 = (ay+1)+ (02 +1) =
=@+ Dy+1)+@+I)(z+1).
3) pr este un omomorfism de inele deoarece pentru orice z,y € R,
prx+y)=(z+y)+1=@+1)+y+1)=pr(r)+pry),

pr(zy) =zy+ 1= (x+I)(y+1)=pi(z) pr(y).

Tar cum p;(1) = 1+ I, care e unitatea lui R/I, acest omomorfism este unital. O



Definitia 2. Fie (R, +,-) un inel comutativ i I un ideal al sdu. Inelul (R/I,+,-) construit mai
sus se numeste inelul cat (factor) al inelului (R, +,-) in raport cu (sau modulo) idealul I.

Exemplul 3. Inelele cat ale inelului (Z, +,-).

Am vazut in cursul 4 ca (Z, +, ) este un domeniu de integritate cu ideale principale si cd multimea
idealelor lui (Z,+,-) este {nZ = (n) | n € N}. Prin urmare inelele cat ale lui (Z,+,-) sunt
Z, = Z/nZ cun € N. Mai precis, Zg = {{k} | k € Z}, Z1 = {Z} sunt (izomorfe cu) Z si inelul
nul, iar pentru n > 2 inelele (Z,,, +,-) sunt chiar inelele de clase de resturi modulo n. Intr-adevir,

in Zo operatiile definite in (1) se transcriu astfel
{k}+{K'} = {k+ &'}, {k}HE'} = {kK}
si poz este izomorfism, adica (Z, +,-) ~ (Zo, +, -), iar in Z; operatiile definite in (1) devin
Z+Z=Ls7 -7=1.
Daca n € N, n > 2 atunci
Tponzy & y—x €Nl & nly—z & x=y(modn),

prin urmare, Z/nZ = {6, 1,..., n/—\l} =7, cui = i+nZ, iar operatiile definite in (1) se transcriu

ca in exemplul 3 f) din cursul 4:
itj=itjsiioj=i-J.
Ele organizeaza pe Z,, ca un inel comutativ. Elementul nul din Z,, este 6, iar elementul unitate

este 1. Dacd n > 2 este numar prim, atunci (si numai atunci) inelul Z,, este un corp comutativ.
Profitam de ocazia ivita pentru a reaminti cateva proprietati ale congruentelor modulo n:

Propozitia 4. Fien € N, n > 2si fie a, b, ¢, d € Z. Atunci:
1) a=b(modn) si ¢ =d(modn) = a+c=0b+d(modn) si ac = bd (mod n);
2) dacd a = b(modn) si k € N, atunci a* = b* (modn), a+c = b+c(modn) si ac = be (mod n);
3) ac = bc (modnc) = a = b (modn);
4) ac = bc(modn) si (¢,n) =1 = a =b(modn).

Observatia 5. Proprietatile 1) de mai sus exprima chiar faptul ca egalitatile (1) sunt independente
de alegerea reprezentantilor, iar 4) exprim& chiar faptul c& in Z,, se poate simplifica cu orice clasd
c¢cu (¢,n) =1 (lucru demonstrat in Z, in cursul 4 daci inem cont ci elementele cu care se poate

simplifica coincid cu non-divizorii lui zero).

Vom adauga la lista de mai sus cateva proprietati celebre ale congruentelor modulo n pe care

le vom demonstra trecand prin inelul cat corespunzator.

Reamintim cd pentru un omomorfism de inele f : R — R’, Kerf = {& € R | f(z) = 0} este
ideal al lui R si f(R) este subinel al lui R’, iar teorema intadi de izomorfism pentru inele

afirma c& inelul cat R/ Kerf este izomorf cu inelul f(R).

Teorema 6. Daca R este un domeniu cu ideale principale si a,b € R sunt doua elemente relativ
prime, adicd (a,b) = 1, atunci inelele R/(ab) si R/(a) x R/(b) sunt izomorfe.



Demonstratie. Se verifica usor ca
f:R— R/(a) x R/(b), f(z)=(z+ (a),z+ (b))

este omomorfism de inele. Vom aplica teorema intai de izomorfism (pentru inele) lui f. In acest
scop aflam pe Kerf gi aritam ci f este surjectiv (adicd f(R) = R/(a) x R/(b)).

zeKerf < (x+ (a),z+ (b)) = ((a), b)) @ z+(a) =(a) siz+ (b)) = (b) © x € (a) i x € (b).
Dar (a,b) =1 implica [a, b] = ab i, astfel,
z€(a)=aRsiz e (b)=bR< x€aRNbR = [a,b]R = (ab)R = (ab),

ceea ce aratd ca Kerf = (ab).
Fie acum (x1 + (a),x2 + (b)) € R/(a) x R/(b). Din (a,b) = 1 deducem ca exista u,v € R astfel
incdt au + bv = 1. Atunci 1 — 22 = au(z; — x2) + bv(xy — 3), iar dacd notam v = u(x; — z2),

v’ =wv(x1 — x2), atunci au’ + bv’ = x1 — xo sau, echivalent, bv’ 4+ x5 = 21 — au’. Ludm
r=bv 429 =21 —av.
Din definitia lui f §i au’ € aR = (a), bv’ € bR = (b) rezulta
f(@) = (21— av’ + (a),b0" + 22 + (b)) = (z1 + (a), 22 + ().

Deci omomorfismul f este surjectiv. Acum, din prima teoreméa de izomorfism urmeaza ca inelul
cat R/Kerf = R/(ab) este izomorf cu f(R) = R/(a) x R/(b). O

Observatia 7. Izomorfismul de inele care rezulta aplicand prima teorema de izomorfism lui f este
[ R/(ab) = R/(a) x R/(b), f(z+ (ab)) = (z + (a),z + (D).
Corolarul 8. Fie a,b € N*\ {1} si (a,b) = 1. Pentru orice ¢,d € Z sistemul de congruente

z=c (mod a)
{ z=d (mod b) @)

are o solutie ¢ € Z unica modulo ab, adica pentru orice solutie z, a lui (2) avem z(, = o (mod ab).

Intr-adevar, daci ludm R = Z rezulti ci existd o singuri clasi o + (ab) € Z/(ab) astfel incat
f(zo + (ab)) = (¢ + (a),d + (b)), de unde urmeaza

(xo + (@), 20 + (b)) = (¢ + (a),d + (b)).

Deci zg este o solutie a sistemului (2).

Corolarul 8 este un caz particular al unei proprietati celebre:

Corolarul 9. (Teorema chineza a resturilor) Fie nq,...,n; € N o familie de numere natu-
rale doud céte doud relativ prime cu n; > 2 pentru toti ¢ € {1,...,k}. Oricare ar fi numerele
ai,...,ax € 7, sistemul

x = ay (modnq)

Z = ag (mod ng)

x = a (mod ny)

are solutie unica modulo nins ... ng.



Cum (n;,n;) = 1 pentru orice ¢ # j, avem (ning - - - n;,ni41) = 1 pentru orice ¢ € {1,...,k—1}.
Rezultatul de mai sus se obtine aplicand inductiv corolarul 8.

Reamintim ca elementele inversabile ale unui inel formeaza o parte stabild a monoidului multi-
plicativ care este un grup in raport cu operatia indusa. Cum definitia functiei lui Euler ¢ : N — N
este ¢(n) este numarul numerelor ¢ € N cu i < n si (i,n) = 1, iar elementele inversabile din inelul
Z,, sunt clasele i cu (i,n) = 1, rezulti imediat ci |U(Z,)| = @(n) (adici o(n) este chiar ordinul

grupului elementelor inversabile din Z,,). Din teorema 6 mai deducem si:
Corolarul 10. Daca m,n € N* gi (m,n) = 1, iar ¢ este functia lui Euler, atunci
p(mn) = p(m)e(n). (3)

intr—adevér, din teorema 6 rezultd existenta izomorfismului de inele f : Zp, — Zpm X Znp
mentionat si in observatia 7. Cum imaginile elementelor inversabile din domeniul unui omomorfism
unital de inele sunt elemente inversabile ale codomeniului, restrictionand domeniul si codomeniul
lui f rezultd un izomorfism de grupuri multiplicative de la (U(Zmn), *) 1a (U(Zy) x U(Zy), ). Prin
urmare |U(Zuyn)| = |U(Zy) x U(Zy,)|, de unde rezulta (3).

Corolarul 11. Dacan e N, n > 2si
n=p"...pp*, ai,...,o €N (4)

este descompunerea lui n in factori primi distincti, atunci
k
i—1
p(n) =T ]p i - 1). (5)
i=1

Intr-adeviir, dacii p € N este un numér prim si @ € N*, atunci numerele naturale strict mai
mici decét p® care sunt multipli de p sunt numerele mp cu 0 < m < p®~! — 1. Rezultd c& numarul

acestor intregi este p>~!. Deci
p(®) =p* —p* "t =p*"Hp-1). (6)
Din (3), (4) si (6) rezultd (5).

Sa ne reamintim ca o consecinta a faptului ca ordinul oricarui subgrup al unui grup finit G este
finit si divide ordinul |G| al grupului G (Teorema lui Lagrange) este faptul ca al¢l = 1 pentru

orice element a al grupului G. Astfel, rezulta:

Teorema 12. (Teorema lui Euler) Daci a € Z i (a,n) = 1, atunci
a?™ =1 (mod n). (7)
Demonstratie. Din (a,n) = 1 rezultd a € U(Z,,), de unde, conform consideratiilor anterioare,
(a)IU(Zn)\ -1 & (a)v(n) :i
ceea ce, in limbajul congruentelor modulo n, se traduce prin (7). g
Corolarul 13. (Teorema lui Fermat) Daca p € N* este un numar prim, a € Z si p { a, atunci

a® ' =1 (mod p). (8)



Intr-adevir, din ipotezi rezulti o(p) = p— 1 si (a,p) = 1 de unde conform lui (7) urmeazi (8).
Observatia 14. Mentiondm c4 relatia (8) este echivalentd cu
a’? =a (mod p)

care este adevarata si in cazul p | a.

Teorema 15. (Teorema lui Wilson) Daca p € N este un numaér prim, atunci
(p—1)!+1=0 (mod p). 9)

Demonstratie. Dacd p = 2 sau p = 3, evident (9) are loc. S& considerdm in continuare p > 5.
Intai ardtdm cd in corpul Z;, avem

() '=iei=Tsaui=p-— 1 (10)

Intr-adevir,din 1-1=1sip—1-p— 1= (17/—\1)2 = p? —/2?—1- 1 =1 rezultd

Invers, deoarece intr-un corp nu exista divizori ai lui zero avem
M t=ieii=1=0?-1=0=>(G-1)(i+1)=0=>i—-1=0saui+1=0.

Inseamnd cii=1saui=—1= p/—\l, ceea ce completeaza demonstratia echivalentei (10).

Din faptul ci p este prim impar urmeazad ci submultimea M = {2,3,...,p —A2} a lui Z,
este nevidd gi contine un numaéar par de clase, iar din (10) rezultd ca pentru orice j € M avem
7 # (j)~' € M. Asadar, in produsul 2-3 - ... ﬁ putem forma perechi de factori formate din

clase care sunt una inversa celeilalte. Astfel, rezulta ca in Z, avem
2.3.....p—2=1

de unde urmeaza

23.3....p—2.p_d=p_i=-1

ceea ce implica (p — 1)! + 1 =0, sau, echivalent,

—

(p—1)!+1=0,

ceea ce, in limbajul congruentei modulo p se transcrie prin (9). O



