CURS 5

Divizibilitatea in domenii de integritate
In continuare considerim (R,+,-) un domeniu de integritate.

Definitia 1. Relatia | definita pe R astfel
albe&JxeR, b=ax

se numegte relatia de divizibilitate in R, iar dacd a | b se spune ca a divide pe b sau cd b se

divide prin a sau ca a este un divizor al lui b sau ca b este un multiplu al lui a.

Teorema 2. (Proprietiti ale relatiei de divizibilitate)
Fie a,a’,b,b’,c € R. Sunt adevarate afirmatiile:
iyl|a,ala,al0;

ii) 0 | @ dacd si numai daca a = 0;

iii) dacd a | bsib| ¢, atunci a | c;

iv) dacd a | bsi o’ | ¥, atunci ad’ | b ;
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(
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(v) dacd a | b, atunci a | be;

(vi) pentru ¢ # 0, a | b daca si numai daca ac | be;
(vii) dacd a | bsialc, atuncia | b+ c;

(

viii) dacd a | b+ csia|b, atuncia | c.

Demonstratie. (i) Din a = la rezultd 1 | a §i a | a, iar din a -0 = 0 rezultd a | 0.

(ii) este o consecintd a faptului ca 0 - 2 = 0 pentru orice = € R.

(iii) Dacd a | b sl b | ¢ atunci exista z,y € A astfel incat b = ax si ¢ = by ceea ce implica ¢ = a(zy),
adicd a | c.

(iv), (v) sunt imediate.

(vi) @ | bsi ¢ | ¢ implicd ac | be. Reciproc, din ac | be rezultd ca existd x € R pentru care
be = (ac)x = a(czx) = a(zc) = (ax)c. Cum ¢ # 0, putem simplifica cu ¢ si avem b = ax, adica a | b.

(vii), (viil) sunt consecinte imediate ale distributivitatii lui - fata de +. O

Observatia 3. Relatia de divizibilitate este o relatie de preordine — fiind reflexiva (vezi (i)) si
tranzitiva (vezi (iii)) — care nu este, in general, relatie de ordine. Un exemplu in acest sens este

si domeniul de integritate (Z, +, ), unde am vizut cd 2 | -2, —2 |2 si 2 # —2.
Definitia 4. Relatia ~ definita pe R astfel
a~bealbsib|a

se numeste relatia de asociere in divizibilitate, iar daca a ~ b se spune ca a si b sunt asociate
in divizibilitate.

Teorema 5. (Proprietati ale relatiei de asociere in divizibilitate)
Fie a,a’,b,b',c € R. Sunt adevirate afirmatiile:

(i) a~a;

(ii) daci a ~ b atunci b ~ a;

(iii) daca a ~ b si b ~ ¢, atunci a ~ ¢;



(iv) a ~ 0 dacd si numai daca a = 0;

(v) dacd a ~ bsgia ~ U, atunci aa’ ~ bb';

(vija~1 & a|l & a este element inversabil in R;
(

vii) a ~ b dacd si numai daci existd u € R inversabil astfel incat b = au.

Demonstratie. (i)—(v) rezulta imediat din definitia asocierii in divizibilitate si teorema 2.
(vi) Cum 1 divide orice element, a ~ 1 este echivalent cu a | 1, adicd existd © € R pentru care
1 = ax. Evident, aceasta inseamns ci a este inversabil si a=! = 2.
(vii) Daci a = 0 atunci b = 0 si proprietatea e evidenta, deci putem considera a,b € R*.

Atuncia ~ b, adicd a | bsi b | a, implicd existenta u, v € R astfel incat b = au si a = bv. Rezulta
a = auv, de unde uv = 1, deci b este de forma b = au cu u inversabil. Reciproc, a | au(=b), iar

daci u este inversabil, atunci a = (au)u™! = bu~! implicd b | a. Deci a ~ b. O

Corolarul 6. Relatia de asociere in divizibilitate este o relatie de echivalenta. Daca a € R atunci

clasa de echivalenta a lui a in raport cu ~ este
[a] = aU(R) ={ax |z € U(R)}.

Observatiile 7. i) In orice domeniu de integritate R, clasa [0] are un singur element, pe 0.

ii) Pentru orice a € R elementele inversabile si elementele asociate cu a sunt divizori ai lui a. Un
divizor al lui a diferit de acestia se numeste divizor propriu.

iii) Relatia de divizibilitate este relatie de ordine pe R dacé gi numai dacé relatia de asociere in
divizibilitate coincide cu relatia de egalitate pe R, ceea ce are loc dacad i numai daca singurul

element inversabil din R este 1.

Teorema 8. Fie R un domeniu de integritate. Multimea cat R/ ~= {[a] | a € R} este o multime

ordonata in raport cu relatia < definita astfel:
[a] <l < alb.

Demonstratie. incepem prin a demonstra ca definitia relatiei < este independenta de alegerea
reprezentantilor a si b. Intr-adevar, daci o’ € [a] si b € [b] (adicd a ~ o si b~ '), atunci avem si
a' | b deoarece a’ | a, a|bsgib|b gi| este tranzitiva.

Din reflexivitatea si tranzitivitatea divizibilitatii rezulta imediat reflexivitatea si tranzitivitatea
relatiei <, iar daca [a] < [b] si [b] < [a] atunci a | b si b | a. Asadar, a ~ b, adicd [a] = [b]. Deci <

este gi antisimetrica. O

Observatia 9. Din teorema 5 rezultd ca [1] = U(R), iar din teorema 2 rezultd ci [1] este cel mai

mic element in multimea ordonatd (R/ ~, <).
Exemplele 10. a) In domeniul de integritate (Z, 4, -) avem [1] = U(Z) = {—1,1}. Prin urmare
m~n<me{-—n,n}

si [n] = {—n,n} pentru orice n € Z*, iar in (Z/ ~, <), [0] = {0} este cel mai mare mare element,
iar daca m,n € Z*, atunci
{-m,m} <{-n,n} & m|n.

Fiecare clasa din Z/ ~ contine un singur numér natural, de aceea studiul divizibilit&tii in Z se

reduce la studiul divizibilitatii in N.



b) Daca K este un corp comutativ (de exemplu K poate fi Q, R, C, Z, (cu p numar prim)) atunci
K este un domeniu de integritate cu U(K) = K*. Deci in K avem a ~ b pentru orice a,b € K* i,
astfel, K/ ~ are doar doua elemente: {0} (care este [0] si este cel mai mare) si K* (care este [1] si
este cel mai mic).

¢) Dacd R este domeniu de integritate, atunci U(R[X]) = U(R) si, astfel, pentru f, g € R[X] avem

f~g & Jae€ R inversabil in (R, -) astfel incat f = ag.
In particular, daci f,g € Z[X]*, atunci
f~g < [=+*g,
iar dacd K este un corp comutativ atunci in domeniul de integritate K[X] avem
f~g e JaceK*: f=ag.

Rezulté ci fiecare clasd din (K[X]\ {0})/ ~ contine un singur polinom cu coeficientul termenului
de grad maxim egal cu 1.
d) Am vézut in cursul anterior c& U(Z[i]) = {—1,1, —i, ¢}, prin urmare, daca z1, zo € Z[i] atunci

21~ 2y <& 29 € {—2172’1, —iZl,iZQ}.
e) Cum U(Z[iV5]) = {~1,1}, 21 ~ 2z in Z[iv/5] daci si numai dacd 29 € {—21,2}.

Teorema 11. Fie R este domeniu de integritate §i a,b € R. Atunci:
yalb & bBRCaR & (b) C (a);
ii)a~b & aR=>bR < (a)=(b).
Demonstratie. i) a | b= 3z € R:b=azx = Vr € R, br = (ax)r = a(zr) € aR.
Reciproc, be bRCaR=3Jdx € R:b=ax = a|b.
iia~bsalbsiblase bR CaRsiaR COR < aR =bR. O

Din teorema anterioara rezulta imediat:

Corolarul 12. Pentru orice elemente a,b € R ale unui domeniu de integritate R avem:
[a] < [b] & bR CaR;
[a] = [b] & aR =DR.

Cel mai mare divizor comun si cel mai mic multiplu comun

Consideram (R, +,-) un domeniu de integritate.

Definitia 13. Fie ay,...,a, € R si d € R. Vom spune ca d este un cel mai mare divizor
comun (c.m.m.d.c) al elementelor ay,...,a, € R daca In multimea ordonata (R/ ~, <)
Jinf([a1],...,[an]) € R/ ~ si [d] = inf([a1], ..., [an]).

Daca a,b € R si inf([a], [b]) = [1] adicd 1 este un c.m.m.d.c. al elementelor a si b atunci a si b se

numesc relativ prime.

IdentificAm fiecare clasd din R/ ~ cu cate un reprezentant al ei gi atunci faptul cd d este un
c.m.m.d.c. al elementelor aq,...,a, se noteaza, asa cum suntem obignuiti pentru numere intregi,

cud=(ay,...,an).



Observatiile 14. a) Daca d = (a4, ..., a,), atunci
d = (a,...,a,) & d ~d.

Prin urmare c.m.m.d.c. daca exista, este determinat pana la o asociere in divizibilitate. Daca in
Z alegeam din fiecare clasa de asociere in divizibilitate a c.m.m.d.c. reprezentantul natural, in
continuare nu vom mai proceda la fel, motiv pentru care folosim articolul nehotarat ,,un” atunci
cand ne referim la c.m.m.d.c.

b) Cum [a] < [b] iIn R/ ~ Inseamnad a|b in R, definitia c.m.m.d.c. se traduce in limbajul relatiei de

divizibilitate in forma urmatoare:

dlai, ..., d]|an
deR, d|a,....d an=d|d

)

d:(al,...,an)@{

forma in care recunoastem definitia c.m.m.d.c. in Z.

¢) Pentru a,b € R, a | b daca si numai daci (a,b) = a.

d) Daci orice doud elemente din R au un c.m.m.d.c., atunci pentru orice aj, as,as € R exista un
cm.am.d.c. (ai,as,a3) si ((a1,a2),a3) = (a1, as,a3) = (a1, (az,as)).

e) Daca orice doua elemente din R au un c.m.m.d.c., atunci pentru orice n € N* gi orice elemente

ai,...,an € R exista (aq,...,ap).

Teorema 15. Daca orice doua elemente din R au un c.m.m.d.c. si a,b,c € R, atunci:
(1) (a,b)c = (ac,be);
(2) (a,b) =154i (a,¢c) =1= (a,bc) = 1;
(3)a|besi (a,b)=1=alc

Demonstratie. (1) Din (a,b) | a si (a,b) | b rezultd (a,b)c | ac si (a,b)c | be. Prin urmare,

(a,b)c| (ac, be), adicd exista © € R astfel incat
(ac,bc) = (a,b)cx. (%)

Rezultd (a,b)cz | ac si (a,b)cx | be ceea ce implica (a,b)x | a si (a,b)z | b, de unde deducem ca
(a,b)z | (a,b). Prin urmare, x este inversabil ceea ce impreuna cu (*) ne demonstreaza pe (1).

(2) Folosind egalitatea a = (a, ac), observatia 14.d), relatia (1) si ipoteza avem
(a,bc) = ((a,ac),be) = (a, (ac,be)) = (a, (a,b)c) = (a,c) = 1.
(3) Folosind ipoteza si relatia (1) avem
(a,c) = (a, (a,b)c) = (a, (ac,be)) = ((a,ac),be) = (a,be) = a,
adica (a,c) = a, ceea ce implica a | c. O
Corolarul 16. Daci d = (a,b) si a =da’, b= db’, atunci (a’,d') = 1.

Intr-adevir, din (1) rezulti d = (da/, db') = d(a’,b’) ceea ce implici (a’,b') = 1

Definitia 17. Fie ay,...,a, € R gsi m € R. Vom spune cd m este un cel mai mic multiplu
comun (c.m.m.m.c.) al elementelor aq,...,a, daci in multimea ordonatd (R/ ~, <)
dsup([ai], ..., [an]) € R/ ~ si [m] =sup([a1], ..., [an]).



Identificdm fiecare clasd din R/ ~ cu céte un reprezentant al ei, atunci faptul c& m este un

c.m.m.m.c. al elementelor a4, ...,a, se noteazd cu m = [aq,...,a,].
Observatiile 18. a) Dacd m = [aq, ..., a,], atunci
! !
m' =la1,...,a,] & m' ~m.

Prin urmare c.m.m.m.c., daca exista, este determinat pana la o asociere in divizibilitate, motiv
) ) b
pentru care si aici folosim articolul nehotarat ,,un” atunci cand ne referim la c.m.m.m.c.
b) ,,Traducerea” in limbajul relatiei de divizibilitate a definitiei c.m.m.m.c. este:
ay|lm, ..., an|m

m=[a,...,a,] <
[a1, - an] {m’ER, ap |m'y. o an |m = m|m.

¢) Pentru a,b € R, a | b dacd si numai dacd [a, b] = b.

d) Daca orice doud elemente din R au un c.m.m.m.c., atunci pentru orice a1, as,as € R existd un
cm.m.m.c. [a1,as,a3] s [[a1,az2],a3] = [a1, a2, as] = [a1, [az, as]].

e) Daca orice doud elemente din R au un c.m.m.m.c., atunci pentru orice n € N* gi orice elemente

ai,...,a, € R existd [a1,...,a,].

Teorema 19. Daca pentru orice a,b € R exista (a,b), atunci exista gi un c.m.m.m.c. pentru a si

b si putem alege din clasa sa un element [a, b] astfel incat ab = (a, b)[a, ).
Demonstratie. Fie d = (a,b) si a = da’, b = db'. Luand m = da'b’ avem

abl = m = ba’

de unde rezultd a | m gi b | m. Dacd m’ € R este un alt multiplu comun a lui a si b, adicd m’ = ax
sim’ =by cux,y€ R, atunci m’ = da’z si m’ = db’y. Astfel,

m'b = maz si m'a’ = my,
adici m este un divizor comun al elementelor m’a’ si m/b’. Atunci m divide si pe

(m/a/7m/b/) — m/(a/’ b/) — m/
adicd m | m’. Astfel am ardtat cad m = [a, b].

Din m = ab’ = a'b rezulta md = ab, adica tocmai egalitatea din enunt. O

Teorema 20. Daca R este un domeniu cu ideale principale, atunci:
1) Pentru orice a,b € R existd c.m.m.d.c. gi c.m.m.m.c.
2) d=(a,b) & dR =aR+ bR.
3) m = [a,b] & mR =aRNbR.

Demonstratia 1. Fie a,b € R. Cum R este un domeniu cu ideale principale si aR = (a) si
bR = (b) sunt ideale ale lui R, rezulta ca aR+ bR si aRNbR sunt, de asemenea, ideale (a se vedea

propozitia 7 din cursul 4). Aceste ideale vor fi principale, prin urmare exista d, m € R astfel incat
dR =aR+ bR si mR =aRNbLR. (%)

Vom aréta ca din prima egalitate din () rezulta cd d = (a, b).



Dina=a-14+b-0€aR+bRsib=a-0+0b-1€ aR+ bR rezulta ca exista z,y € R astfel
incat dx = a i dy = b, prin urmare d | a si d | b.

Dacd d’ € R este alt divizor comun pentru a si b, atunci existd z’,3’ € R astfel incat a = d'z’
sib=4dy. Cum d € dR = aR + bR, deducem ca existd u,v € R pentru care d = au + bv si astfel,

d=au+bv=dzv+dyv=d@'u+yv),

deci d' | d.

1) Din cele de mai sus rezultd ca orice doud elemente din R au un c¢.m.m.d.c., deci, conform
teoremei anterioare, au si un c.m.m.m.c.

2) ,,<” Demonstratia a fost facuta mai sus.

,,=" Fie d = (a,b). Din d | a si d|brezultd aR C dR si bR C dR, prin urmare

aR+bR CdR+dR CdR.

Ramane de aratat ca dR C aR+ bR. Cum aR+ bR este ideal in R si R este un domeniu cu ideale
principale, exista d' € R astfel ca aR + bR = (d') = d'R. Asa cum am vizut mai sus (imediat
dupa (x%)), de aici rezultd cd d’ este un divizor comun pentru a i b. Deducem ci d’ | d si astfel,
dR CdR=aR+bR.

3) ,,&<” mR C aR si mR C bR implic& a | m gi b | m. Orice multiplu comun m’ € R al lui a si b
va apartine atat lui aR cét gi lui bR, prin urmare m’ € aR N bR = mR de unde rezultd m | m’.
=" Din a | m g b|m rezultd mR C aR i mR C bR, asadar, mR C aRNbR. Dar aRN bR este
ideal in domeniul cu ideale principale R, prin urmare existd m’ pentru care aRNbR = (m') = m’R.

Atunci m’ este un multiplu comun pentru a si b, deci m | m’ si, astfel, mR 2 m’R =aRNbR. O

Demonstratia 2. Pentru un domeniu cu ideale principale R multimea idealelor lui R coincide cu
multimea Z,, a idealelor principale ale lui R. Intrucat idealele unui inel formeazi o latice in raport

cu incluziunea, (Z,, C) este latice. In aceasti latice avem
supz, (aR,bR) = aR + bR si infz, (aR,bR) = aRNbR.

Fie functia
¢ R/ ~— T, ¢([a]) = aR.

Corolarul 12 ne asigurd ci ¢ este bine definita si ci este un antiizomorfism de ordine intre (R/ ~, <)
st (Zp,<). Rezulta ca si (R/ ~, <) este latice. Conform definitiilor 13 si 17 afirmatia 1) este

adevarata si folosind antiizomorfismul ¢ avem:
d = (a,b) < [d] = infr/([a], [b]) < ¢([d]) = supz, (¢([a]), ¢([b])) < dR = aR + bR,
m = [a,b] < [m] = supg,.([a], [b]) < ¢([m]) = infz, (p([a]), ¢([b])) & mR = aRN DR,
ceea ce demonstreaza pe 2) si, respectiv, pe 3). O

Corolarul 21. Daca R este un domeniu cu ideale principale si a,b,d € R, atunci
a) d=(a,b) = Ju,v € R; d=au+ by,
b) (a,b) =1< Fu,v € R; au+bv=1.

Implicatia = de la b) se obtine exact ca pentru numere intregi (vezi Cursul 2).

Observatia 22. Cum Z este un domeniu cu ideale principale, reprezentarea Bézout a c.m.m.d.c.

a doud numere intregi este un caz particular al corolarului anterior.



