CURS 3

Teorema fundamentala a aritmeticii

Reamintim din cursul anterior:

e Spunem ca n € Z* este un numar compus daca el are si alti divizori in afara de +1 si £n.

e Spunem ca p € Z* este ireductibil (sau indecompozabil) daca p # +1 si el nu este compus.

_1a 1 )
e Spunem ca p € Z* este un prim daca sunt indeplinite conditiile péd }
plab=p|asaup]|b.

e In Z nu facem distinctie Intre ,,numar ireductibil” gi ,,numéar prim” deoarece
Un numar intreg este prim dacd st numai daca el este ireductibil.

Demonstratie. Daca p este un numér prim si a,b € Z* astfel incat p = ab atunci p | ab si

deducem p | a sau p | b. Daci p | a, din p = ab rezultd si a | p. Prin urmare,
a==xpsib==+1,

deci p este ireductibil. Analog se trateaza cazul p | b.

Reciproc, fie p un numar ireductibil si a,b € Z astfel incat p | ab. S& consideram ca p 1 a.
Asa cum am vazut in cursul anterior, algoritmul lui Euclid ne asigura ca c.m.m.d.c. exista pentru
orice doud numere intregi. Asgadar, existd d = (a,p) € N. Cum p este ireductibil si d | p avem
d € {1,|p|}. Din p{a rezultd d # |p|, prin urmare d = 1. Dar

plabsi(pa)=1 = p|b,
deci p este un numar prim.

Observatiile 1. a) Spre deosebire de demonstratia datd la cursul anterior, cea de mai sus nu
foloseste reprezentarea Bézout a c.m.m.d.c., fapt care va fi util in abordarea divizibilitatii in domenii
de integritate. Vom vedea (fard schimbari consistente in demonstratie) ca in orice domeniu de
integritate in care orice doud elemente au un c.m.m.d.c. un element este prim dacad si numai dacd
este ireductibil.

b) Din definitia numerelor prime rezultd imediat cd un numar p este prim daca si numai dacd —p
este prim. Asadar, numerele intregi prime sunt numerele naturale prime si opusele lor. Avand in
vedere acest fapt, dar si din considerente care vin din structura programei gcolare, in continuare
vom folosi termenul numar prim cu sensul de numar natural prim.

¢) Proprietatea secundd din definitia numerelor (intregi) prime poate fi extinsd la produse cu un
numar arbitrar de factori. Astfel,

pprimgip|ay-...-a, = Jie{l,...,n} astlel incat p | a;.

Asga cum vom vedea in urmatoarele teoreme, numerele prime au un rol fundamental in studiul
divizibilitatii in N gi Z.



Teorema 2. (Teorema fundamentald a aritmeticii (in N))
Orice numar natural n > 2 se scrie ca un produs de numere prime. Aceastd scriere este unica,
abstractie facand de ordinea factorilor. Mai precis, pentru orice n € N, n > 2 exista p1,...,pk

numere prime (nu neapérat diferite) astfel incat

n=pi1-p2-... Pk
sidinn=p1-p2-... Pk =q1°q2"-..-q, CUD1,P2,---,Pk>q1,q2, - - - , @ NUmMere prime, rezulta k = [
si existenta unei functii bijective o : {1,...,k} — {1,...,k} astfel incat

Pi = Qo(s), Vi€ {1,... k}.

Demonstratie. Pentru existenta descompunerii in factori primi vom folosi metoda inductiei

complete in raport cun € N, n > 2.

Etapa de verificare: Pentru ca 2 este numar prim, e clar ca proprietatea e valabila pentru n = 2
(k=1,p =2).

Etapa de demonstrafie: Presupunem ca orice m € N, 2 < m < n se descompune intr-un produs cu
toti factorii numere prime si ardtam ca si n are aceeasi proprietate. Avem doud cazuri:

i) Daca n este prim, proprietatea este evidentd (k = 1, p; = n).

ii) Dacd n nu este prim, atunci existd a,b € N cu n = ab, a ¢ {1,n}. Deci 1 < a,b < n si aplicand
ipoteza inductiei, obtinem:

a:pl‘pQ'...‘pj §ib:pj+1 'pj+2’~~'pka

unde p; € N, sunt numere prime pentru orice ¢ = 1,...,k. Atunci

n=a-b=p1-p2-.. Pj Djt1 Pj+2 " - Dk,

adica n admite o descompunere in factori primi.
Ca sa demonstram unicitatea descompunerii in factori primi, consideram doua descompuneri

ale lui n In produse de factori primi
n=pi-p2-...Pk=4q1 492" ... qi,
unde k,l € N*. Pentru cd inmultirea este (asociativa gi) comutativi, putem presupune
prE<p2<...<ppsiq<@<..<q.

Dinpr |n=¢q1-q2 - ... - q rezultd ci exista i € {1,...,1} astfel incat py | ¢;, deci pr < ¢;. Analog

se demonstreaza si inegalitatea q; < pi, deci pr = q; si

pP1-p2: - "Pk—1=4q1°G2" ... " qi—1-

Continuam procedeul de mai sus si obtinem py_1 = ¢;—1 si mai departe px_; = q;—; pentru orice
0 < < min{k,l}. Dacad am avea k # [, atunci s-ar obtine c& 1 este un produs de numere prime,
ceea ce e imposibil. Asadar k =1 si p; = ¢; pentru orice i € {1,...,k}.

Intrucat inmultirea numerelor naturale este comutativa si asociativa, putem aduce Impreuna

toti factorii primi egali din descompunerea lui n din teorema anterioari. Astfel obtinem:



Corolarul 3. Pentru orice n € N, n > 2, exista k& € N*, numerele prime distincte py,...,pg si
ai, ..., € N* astfel incat

— ¥ 2 (625
nN=p; Py~ ... " Pp -

Aceasta descompunere este unica daca facem abstractie de ordinea factorilor.

Descompunerea din Corolarul 3 se numeste descompunerea canonica a lui n (in produs de

puteri de numere prime).
Exemplul 4. De exemplu, pentru 360 descompunerea canonica este 360 = 23 - 32 . 5.

Fie (ag)r>o un sir de numere naturale. Spunem ci numerele oy, (k € N*) sunt aproape toate
nule daca exista kg € N* astfel incat o = 0 pentru orice k > kg. Folosind aceasta terminologie

putem reformula Corolarul 3 astfel:
Corolarul 5. Consideram sgirul crescator al numerelor prime
P1 :27 p2:37 p3:5a"' .

Pentru orice n € N* existd un singur sir (ax)r>o de numere naturale aproape toate nule astfel

n= sz’“

k>1

Incat

Observatia 6. Pentru n =1, avem n = [[, -, p?, i.e. sirul (ay)r>0 este sirul constant nul si toti
factorii produsului sunt 1. Pentru orice n > 2, in produsul [], -, pr* din corolarul de mai sus doar
un numar finit de factori sunt diferiti de 1, ceea ce da sens scrierii oricarui numar natural nenul

sub forma indicata in corolarul anterior.

Exemplul 7. Pentru n =5, sirul (ax)r>o are pe 1 pe pozitia a treia (ag = 1) si pe 0 pe celelalte

porzitii. Pentru n = 360 avem (ag)g>0 = (3,2,1,0,0,...,0,...).
Aceasta forma a teoremei fundamentale a aritmeticii ne permite s& scriem:

Propozitia 8. Fie m =[], -, pp* sin = Hk>1p§" descompunerile numerelor naturale m,n > 0
date de Corolarul 5. Atunci: -

a)m|n<e ap < P, Vk>0;

b) (m,n) = k>1p;cnin{ak7ﬁk}§

c) [m,n] = Hk21 pzlaX{ak,Bk}-

Observatiile 9. i) Echivalenta a) din propozitia anterioara este o reformulare a faptului m | n
daca si numai daca toti factorii din descompunerea lui m apar i in descompunerea lui n.

ii) Egalitatile b) si ¢) sunt intalnite gi in gimnaziu. Forma in care le folosesc elevii pornegte de la
descompunerile canonice ale celor doua numere m si n si astfel ei stiu ca c.m.m.d.c. al numerelor
m sin este un produs de puteri ale factorilor primi comuni celor descompuneri, fiecare factor prim
fiind luat la puterea cu exponentul nenul cel mai mic, iar c.m.m.m.c. al numerelor m si n este
un produs de puteri ale factorilor primi comuni si necomuni din cele doud descompuneri, fiecare

factor prim fiind luat la puterea cu exponentul cel mai mare.

Teorema fundamentala a aritmeticii poate fi formulata si in Z astfel:



Teorema 10. Pentru orice numér intreg n € Z \ {—1,0,1} existd u € {—1,1} si numerele intregi

prime (nu neapéarat diferite) p1, ..., px astfel incat

n=u-p1-pP2--.."Pk
sidacin =w-pr-po-... - pp=v-qu-Ga-...-q, cuu,v € {=1,1} §i p1,p2,..., Pk, q1,q2,-- -, @
numere intregi prime, atunci k = [ si existd o functie bijectivd o : {1,...,k} — {1,...,k} astfel
incat

pi € {—t@i), 4o}, Vi € {1,... . k}.

Observatiile 11. 1) Observam ca descompunerea lui n de mai sus este unica, abstractie faciand
de ordinea factorilor gi de semnul lor. Reformuland teorema inlocuind ,,numere intregi prime” cu
,,iumere prime” (a se vedea observatia 1 b)) semnul lui n este preluat de u, ceea ce face ca ceilalti
factori din descompunere sa fie unic determinati pana la o bijectie.

2) Si pentru numere intregi n € Z \ {—1,0, 1} putem da descompunerii in factori primi o forma

similara descompunerii canonice a unui numar natural.

Exercitiul 1. Si se arate ci numérul v/6 este irational.

Solutie: Prin reducere la absurd, presupunem ci /6 € Q. Atunci existd m,n € N* astfel incat
™ _ /6. Daci d = (m,n) si m = du, n = dv, atunci v/6 = 4 §i (u,v) = 1. Rezulta ci 6v? = u?.
(?um 6 =2-3, avem 2 | u?. Cum 2 este numir prim, rezulta gé 2 | u. Asadar u = 2k, prin urmare
6v2 = 4k?, de unde gasim 2 | v2. Folosim din nou faptul ci 2 este prim si obtinem 2 | v, deci

2| (u,v), contradictie. Asadar v/6 ¢ Q.

Definitia 12. Un numaér intreg d este liber de patrate daca nu se divide prin patratul nici unui

numar prim.

Observatiile 13. a) Un numir d € Z \ {—1,0,1} este liber de patrate dacd si numai daca toti
factorii primi care apar in descompunerea sa au exponentul 1.
b) Un rationament cu totul analog cu cel din exercitiul anterior se poate desfagura pentru a arita

ca /p € C\ Q pentru orice numdr intreg prim p.

Exercitiul 2. Sa se arate ca exista o infinitate de numere prime.

Solutie: Pentru a arata ca exista o infinitate de numere prime este suficient sa demonstram ca
oricare ar i S = {p1,...,pm} 0 multime de numere prime existd un numar prim p ¢ S.

Fie S = {p1,...,pm} o multime nevidd de numere prime. Numarul n =p; - ... p,, + 1 este
mai mare sau egal decat 2, prin urmare exista un divizor prim p al lui n.

Dacd am aveap € S, dinp | p1-... pm+1sip|p1-... pm rezultd cd p | 1, contradictie. Deci

p ¢ S, ceea ce trebuia demonstrat.



