CURS 2

Algoritmul lui Euclid

Reamintim ca pentru a,b € Z, cm.m.d.c. d = (a,b) este numarul natural d € N pentru care avem
d|asid]|b,
c€Z, clagic|b=c|d.

Un caz special in studiul divizibilitatii il ocupa perechile de numere care nu au divizori comuni
proprii. Spunem ci a,b € Z sunt relativ prime (sau prime intre ele) dacd (a,b) = 1. Aceste

perechi pot fi caracterizate cu ajutorul reprezentarilor Bézout.

Propozitia 1. Numerele intregi a si b sunt relativ prime daca gi numai daca exista u, v € Z astfel

incat au + bv = 1.
Demonstratie. (=) Evident, exista o reprezentare Bézout a c.m.m.d.c. (a,b) care este 1.

(<) Fied = (a,b). Dind |asid|brezultd ca d | au+bv =1, deci d = 1.

b
Corolarul 2. Daca a,b € Z* si d = (a,b), atunci d # 0 si (Z , d) =1

Demonstratie. Din d = (a,b) rezultd ci existd u,v € Z astfel incdt d = au + bv. Atunci

a b .(a b
17gu+gv,dec1 <d’d)1'

Folosim consideratiile facute pana acum ca sa demonstram proprietati importante ale relatiei
de divizibilitate.

Teorema 3. Fie a,b,c € Z. Sunt adevarate afirmatiile:
(i) daca a | b, b| csi (a,b) =1, atunci ab | c;
(ii) (Lema lui Euclid) daci a | be si (a,b) =1, atunci a | c.

Demonstratie. (i) Fie r, s € Z astfel incdt ¢ = ar = bs si u,v € Z cu au + bv = 1. Atunci
c=c-1=c(au+ bv) = bsau + arbv = ab(su + rv).

Cum su + rv € Z, deducem ca ab | c.
(ii) Fie u,v, k € Z astfel incat au + bv = 1 i bc = ka. Calculam

c=c-1=c(au+ bv) = acu + bev = acu + kav = a(cu + bv),

deci a | c.

In continuare, vom demonstra o teorema care furnizeaza un procedeu de aflare a celui mai mare
divizor comun, numit algoritmul lui Euclid, si o metoda de a determina o reprezentare Bézout.
Observam ca (a,b) = (—a,b) = (a, —b) = (—a, —b). De asemenea, am vizut ci

(a,0) =a, Ya € Z,

deci este suficient sa consideram doar cazul a,b € N*,



Teorema 4. (Algoritmul lui Euclid)

Fiea,be N*, cub#0 si b<a. Consideram identitatile urmétoarelor impartiri:

a="b-qy+ro, unde rg < b; fie 79 # 0; (Eo)
b=rg-q1+ 11, unde m < 7o; fie r1 # 0; (E)
TQ="1°q2 + T2, unde ry < r1; fie 7o # 0; (E2)

T3 ="Tn_2 Gn-1+ Tn_1, unde 7,1 < rp_g; fie r,_1 # 0; (En-1)
Tn2 = Tn-1"qn + Tn, unde 7, < rp11; fie r, # 0; (En)
Y1 = Tn - qn+1 + T+, unde 7,41 = 0. (Ent1)

Atunci cel mai mare divizor comun al numerelor a si b este ultimul rest diferit de zero al acestor
impartiri, adica:

(a,b) = ry.
Demonstratie. Observam ca sirul resturilor diferite de zero este un sir strict descrescitor

To>T1>T2 > ..

de numere naturale, deci acest gir este finit, adicd, dupa un numaér finit de impartiri obtinem restul
Z€ro.

Demonstram ca r, | a si r,, | b folosind inductia completa pentru propozitia
P(i):ry | rn_s, unde 0 <4 <n.

Propozitia P(0) este, evident, adevarati. Din pasul (E, 1) deducem ca ry, | 7,—1. Presupunem c&
T | Tn—j pentru orice 1 < j <4 gi demonstram ca 7y, | 75— (i41)-
Pentru aceasta folosim relatia 7,_(;41) = Tn—i * ¢n—(i—1) + Tn—(i-1), de unde concluzia este
evidenta.
Deci r,, divide pe 7 si pe r1, iar din egalitatea gasitd in pasul (E;) deducem r, | b. Apoi
folosim (Ey) ca si deducem i 7, | a.
Fie c € N, astfel incat ¢ | a si ¢ | b. Vom ardta ca ¢ | r,. Folosind din nou identitétile din enunt,
avem:
cla=b-q+rosic|(b-q)=clro.
Apoi obtinem:
clb=ro-q1+risic|(ro-q1) = clr,
si continuam rationamentul, parcurgand identitatile impartirilor de la prima spre ultima. In final
gasim
¢l T2 ="n1 qu+rasicl(ra_1-a)
deci ¢ | .

In concluzie, r, = (a,b).

Observatia 5. Plecand de la identitatile (Ey)—(E,) putem gasi o reprezentare Bézout astfel:

inlocuim succesiv resturile, plecind de la (E,,) citre (Ep)

Tn =Th—2 —(qnTn—1 = Th—2 — Qn(rn—3 - Qn—lTn—Q) = —qnTn-3 + (1 + QnQn—l)Tn—Q =y,

iar in final obtinem pe r,, sub forma r, = au + bv.



Observatia 6. Algoritmul lui Euclid ne asigurd c& pentru orice doud numere intregi exista
c.m.m.d.c.

Spunem cd m € Z este un multiplu comun al numerelor intregi a si b dacd a | m si b | m.

Fie a,b € Z*. Daca m este multiplu comun pentru numerele a §i b, atunci |m| > max{|al, |b|}.
Rezulta ca exista un cel mai mic element in multimea multiplilor comuni strict pozitivi ai numerelor
a si b. Acest numar se numeste cel mai mic multiplu comun al numerelor « si b si se noteaza

cum = [a,b] = cm.m.m.c.(a,b). Asadar,

m € N¥|
la,b) =m & {a|msib|m,

ceNalcgiblc=m<ec
Teorema 7. Oricare ar fi a,b € N*, are loc egalitatea:
ab = (a,b)la, b].

Demonstratie. Fie d = (a,b). Atunci exista r,s € N* astfel incit a = dr, b = ds si (r,s) = 1.
Notam m = drs = as = br, deci m este multiplu comun al numerelor a si b.
Daca ¢ € N* este un multiplu comun pentru a si b, atunci exista z,y € N* cu ¢ = ax = by.

Alegem o reprezentare Bézout 1 = ru+ sv alui 1 (u,v € Z). Calculam
c=c-1=c(ru+ sv) =byru+ axsv = m(yu + zv),

deci m | c. Din m,c € N* rezultd ca m < c.

Din demonstratia de mai sus se deduce imediat:

Corolarul 8. Fie a,b € Z* si m € N*. Atunci

a|lmsib|m,
m=[a,b] & [msib]
c€Zalcgiblc=m]ec.
Observatia 9. Putem rescrie definitia c.m.m.m.c. astfel: pentru a,b € Z, c.m.m.m.c. m = [a, b
y almsiblm,
este numarul natural m € N pentru care avem
ce€Z,alcsiblc=m]c.

Observatia 10. Din teorema anterioara rezulta ca Algoritmul lui Euclid nu este un instrument

util doar pentru calculul c.m.m.d.c. ci gi pentru calcululul c.m.m.m.c.

Dacé n € Z, atunci spunem c§ divizorii +1 i +n ai lui n sunt divizori improprii (sau banali).
Spunem ca n # 0 este un numar compus daca el are §i alti divizori in afard de cei banali. Un

numar p este ireductibil (sau indecompozabil) dacd p # %1 si el nu este compus.

Definitia 11. Spunem ca p € Z este un numar prim daca sunt indeplinite conditiile:

p# *+1,
plab=p|asaup]|b.



Observatia 12. Sa observam ca in limbajul obignuit legat de studiul numerelor naturale in loc de
,,iumar ireductibil” de foloseste ,,numéar prim”. Aceasta se bazeaza pe faptul ca cele doud notiuni
sunt echivalente in Z, conform Teoremei 13. Totusi, vom vedea ca exista inele unde cele doua

notiuni nu sunt identice.
Teorema 13. Un numar intreg este prim daca si numai daca el este ireductibil.

Demonstratie. Presupunem ca exista un numar prim p care nu este ireductibil. Rezulta ca exista
a,b € Z\ {£1, £p} astfel incat p = ab.

Din faptul ca p este prim si p | ab deducem p | a sau p | b. Daca p | a, din p = ab rezulta si
a | p, deci a = £p, contradictie. Analog se obtine o contradictie daca p | b. Asadar presupunerea
initiala este falsa, deci orice numar prim este ireductibil.

Reciproc, fie p un numadr ireductibil si a,b € Z astfel incat p | ab. Atunci exista k € Z astfel
incit ab = pk. Sa presupunem ci p1{a si p1b. Atunci (p,b) # |p| implicd (p,b) = 1. Prin urmare,
exista u,v € Z astfel incat 1 = pu + bv. Rezultd ca a = apu + abv = pau + pkv se divide cu p,
contradictie. Agadar presupunerea initiala este falsa, deci orice numdar ireductibil este prim.



