CURS 11412 (facultativ)

Avand in vedere ca 17.04 (Vinerea Mare) si 1.05 au fost doua zile de vineri libere, cursul nostru
ar fi trebuit sa se desfagoare pe durata a 10 saptamani. Totusi, sunt cateva aplicatii interesante care
deriva din cursurile anterioare gi pe care le-am inclus sub forma unor exercitii in acest material.
Acestea se refera la rezolvarea unor ecutii in Z care rezulta abordand problema in inele de forma
Z[6], unde 6 este o radicind a unui trinom cu coeficieti intregi de forma X2 + pX + q.

Preliminarii

Fie p,q € Z si ecuatia
2* +pr+q=0. (%)

Orice solutie rationald a ecuatiei (*) este intreagd deoarece coeficientul dominant al polinomului
X? +pX +q € Z[X] este 1. Si considerdm ca solutiile ecuatiei (*) nu sunt rationale, fie acestea
0,6’ € C\ Q. Pentru z =a + b0 cu a,b € Q numim z = a + bf’ conjugatul lui z.

Exercitiul 1. Fie 0,60’ € C\ Q solutiile unei ecuatii de forma (%) (cu p,q € Z). Sa se arate ca:
a) daca a,b € Q atunci
z=a+b0=0a=b=0<72Z2=0;

b) dacd ay, as, by, bs € Q atunci
a1 +b10 =ay+ b0 = a1 =as i by = by

¢) dacd z = a + bf atunci:
)a,beQ = z+7% 2z € Q;
i)a,b€eZ = z+7%, 2Z €7
d) Z[0] = {a + b0 | a,b € Z} este cel mai mic subinel al lui C care contine multimea {1, 0} (adica
este subinelul lui C generat de {1, 60});
e) Q) = {a+b0 | a,b € Q} este cel mai mic subcorp al lui C care contine pe 0 (adicd este
subcorpul lui C generat de 6);
f) (Z[0],+,-) este un domeniu de integritate, iar (Q(6), +, -) este un corp comutativ;
2) Z[0) = Z[0'] 5i Q(0) = Q);

h) daca z1, 29 € Q[f], atunci z1 + 20 = 21 + 23 8l Z122 = 71 Z3-

Solutie: a) Fie a + bf = 0. Presupunand b # 0 ar rezulta 0 = 4 € Q, contradictie. Prin urmare
b = 0 si, implicit, a = 0. Celelalte implicatii sunt analoage sau evidente.

b) Se foloseste a).

¢) Relatiile lui Viete aplicate ecuatiei (%) conduc la 6 + 6 = —p € Z si 00’ = q € Z, prin urmare

2+Z2=2a+b0+0)si 2Z=a®+ab(0 +0)+ %00 .

Concluzia este imediatd atat la i) cat si la ii).
d) Evident Z[f] # (). Pentru orice z1 = a1 + b10, 25 = as + b2 cu a1, az2,b1,by € Z avem

21 — 29 = (a1 — CLQ) + (b1 — b2)9 S Z[Q] §1 Z129 = (alag + b1b292) + (albg + agbl)ﬁ.



Din 62 = —pf — ¢ rezults ca
2129 = (a1a2 — qblbz) + (albg + a2b1 — pb1b2)9 € Z[Q]

Deci Z[f)] este subinel §i 1 =1+ 0- 60 € Z[f]. Aratdm ca subinelul Z[f] este generat de {1,0}.
1) Evident {1,0} C Z[0].
2) Daci A este un subinel al lui (C,+,-) si {1,0} C A atunci Z[f] C A. Intr-adevir, din 1 € A si
din faptul cd A este subgrup al lui (C,+) rezultd Z C A. Analog, din § € A urmeaza Z6 C A, iar
din Z,7Z6 C A si din stabilitatea lui A fatd de + rezulta Z + Z6 C A, adica Z[0] C A.

Din 1) si 2) deducem c& Z[f] este cel mai mic subinel al lui (C, +, ) care include pe {1, 6}, adica
Z[0] este subinelul generat de {1,6}.
e) Evident ca |Q(6)| > 2. Cala d) se arata ca pentru orice z1, 20 € Q(0) avem 21 — 22, 2120 € Q(0).
Fie z=a+ b0 € Q(0), z # 0. Aceasta inseamna ca a,b € Q si 2Z € Q* si astfel avem:

1 a+b0 a+b(-p—0) a-bp b

-1 _ _ _ — _ 2
A R 2Z 2z ZEHGQ(H)'

Deci Q(0) este subcorp. Aratam ca subcorpul Q(6) este generat de 6.
1) Evident 6 € Q(0).
2) Dacd A este un subcorp al lui (C,+,-) si 6§ € A atunci Q(0) C A. Intr-adevir, din ipoteza c&
A este subcorp rezultd 1 € A gi ci A este subgrup al lui (C,+) ceea ce implicd Z C A. Tot din
ipoteza ci A este subcorp rezulta cd A* este subgrup in (C*,-) care, impreuna cu Z* C A* implica
Q* C A*. Astfel am ardtat cd& Q C A, iar din 6 € A, urmeazd Q + Qf C A, adica Q(0) C A.

Din 1) si 2) deducem ca Q(6) este cel mai mic subcorp al lui (C,+,-) care contine pe 6, adic&
Q(0) este subcorpul generat de 6.
f) Din faptul ci Z[f] este un subinel al corpului comutativ (C, +, -) ce contine pe 1 deducem ca Z[6)]
este, Impreund cu operatiile induse, un inel (asociativ) nenul comutativ, cu unitate, fard divizori
ai lui, iar din faptul c& Q(#) este un subcorp al corpului comutativ (C, +, -) deducem ca Q(6) este,
impreuna cu operatiile induse, un corp comutativ.
g) Din ¢ = —p — 6 rezulta Z[0] D Z[0'] 51 Q(0) 2 Q(#). Analog rezulta incluziunile inverse.
h) Se verifica egalititile folosind legaturile dintre 6 gi 8" date de relatiile lui Viete.

Observatiile 1. a) Dacd z = a(+0 - ) € Q atunci Z = a = z, adicd Z = z pentru orice z € Q.
b) S& remarcam ca daca 6 este o solutie (din C\ Q) a ecuatiei (x), atunci 6" este doar o notatie
pentru ,,cealaltd solutie a ecuatiei” (x). Din acest punct de vedere, putem scrie (8')" = 6 i, implicit,

avem z = z.

Exercitiul 2. Fie § € C\ Q o solutie a unei ecuatii de forma (%) cu p,q € Z. S& se arate cé:
a) corespondenta z +— |z - Z| definegte o functie de la Z[6] la N;
b) functia ¢ : Z[f] — N, §(z) = |z - Z| are urmatoarele proprietati:

i) 6(z122) = §(21)0(22) pentru orice 21, z3 € Z[0];

ii) §(z) = 0 (z € Z[#]) daci si numai dacd z = 0;

ili) z € Z[0)] este inversabil in Z[f] dacd si numai dacd §(z) = 1;

¢) afirmatiile i) si ii) de la b) sunt adevarate si pentru functia

do : Q(O) = Q, do(2) = |2-Z|.



Solutie: a) Am vazut in problema anterioara ci din relatiile lui Viete aplicate ecuatiei () rezulta
0+0,00 € Zsizz=a+ab0+0)+b%00 € Z.

b) i) d(z122) = |z122%122| = |71222122| = |7171]|22%2| = 0(21)d(22), V21, 20 € Z[6)].

ii) Se aplica a) de la exercitiul anterior.

iii) Dac# z este inversabil si 2! este inversul sdu atunci §(2)d(z7!) = 1 in N, ceea ce implici
d(z) = 1. Reciproc, daci §(z) = 1 atunci z este inversabil si inversul lui z este Z sau —Z.

¢) Se demonstreaza ca mai sus.

Exercitiul 3. Fie § € C\ Z o solutie a unei ecuatii de forma (%) si 6 : Z[f] = N, 6(z) =|z-Z|. Sa
se arate ca pentru orice z1, 22,z € Z[f] avem:

i) z1 | 22 = 6(21) | 0(22);

il) 21 ~ 22 & 6(21) =0(22) si 21 | 29;

iii) dacd d(z) e numdr prim, atunci z este element ireductibil in Z[6)].

Solutie: 1) Se folosegte punctul b) i) al exercitiului anterior.

ii) Daca zo = 212 (2 € Z[0]) atunci §(z2) = §(21)d(2). Din 6(z1) = §(22) rezultd ca z; = 25 = 0 sau
d(z) = 1, adica z e inversabil, prin urmare z; ~ zs.

iii) Dacd z = 2122 in Z[f] atunci §(z) = §(z1)d(22) in N cu §(z) numar prim, prin urmare sau
§(z1) =1 sau §(z2) = 1.

1+iv3 1—-ivV3 —1+4iv3 —1—iV3

E itiul 4. Fi
xercitiu e € € 5 B) 2 ) 9

} . Sa se determine elementele
inversabile in inelul Z[e].

Solutie: S& observam ca

1+iV3
2

—1+iV3
2

Z =7

2 2

1—2\/31 _,

BER)

Prima si ultima egalitate rezultd din punctul g) al exercitiului 1, iar egalitatea din mijloc se obtine

folosind din definitia subinelului generat.
—1+iv3
2

§(2)=1ea®>—ab+b*=1< (2a—b)? +3b* = 4.

Fie atunci € = . Numaérul z = a+be (a,b € Z) e inversabil in Z[e] daca si numai daca

Avem a,b € Z doar in urmaétoarele cazuri:
e (2a—b)? =1s5i3b =3;
e (2a—1b)2 =45i3b? =0,
de unde urmeazi (a,b) € {(1,0),(-1,0),(0,1),(—1,-1),(1,1)}. Asadar,
U(Ze]) ={1,-1,e,—e,—1 —¢,1 4+ &}.

Observatia 2. Din teorema Impartirii cu rest in Z rezulta ca

b
Va,b€Z, b#0, 3¢, 7" €Z: a=bq +1r' si || < ‘—2|
b
Daca ¢ si r sunt catul si restul impartirii in Z a lui e la bsi 0 < r < %, atunci ¢/ = ¢ si
b b
r’ = r, iar dacd 1 < r < |b| atunci ¢’ = ¢ + % si ¥ = r —|b]. S& observam si c&, pastrand

in aceastd formda conditia asupra lui 7/, numerele ¢’,7’ nu sunt unic determinate (de exemplu,

7=2-3+1=2-44(-1)).



Exercitiul 5. Fie p,q € Z cu |p| + |q| < 3. Consideram 6 € C o solutie a ecuatiei (), subinelul
Z[0] = {a+b0 | a,be Z} al lui C si functia ¢ : Z[0] - N, 6(z) = |z - Z|. Sa se arate cd (Z[6], ) este

un domeniu euclidian.

Solutie: Daci 6 € Q atunci 6 € Z si Z[f] = Z, iar §(z) = 2% = (|z|)? deoarece Z = 2 pentru orice
z € Z. Cum pentru orice x,y € Z,

d(z) <d(y) & [z <lyl,

deducem ca Z este un domeniu euclidian si impreuna cu functia d.
S& consideram acum ca § € C\ Q. Fie z1,29 € Z[f] cu zo # 0. Notdm N(z2) = 29%Z3. Atunci

N(z2) # 0 si avem
21 Z129 z3 d _
— =—"=—"—unde 23 = 2123 .
z9 2272 N(22)7 3 1=2

Dar z3 € Z[f], prin urmare, existd m,n € 7Z astfel incdt z3 = m + nf. Folosind observatia 2

deducem ca exista qq, q2, 71,72 € Z astfel incat

. N(z
m=N(2)ai 471, n= N(z2)ap + 72 5 Il o] < V2 (1)
ceea ce implica
z1 _m+n0  N(z)q +r1+ N(22)q20 + 120 (g4 ) + r1+ 720

2z N(z2) N(z2) N(z)

z9 (7’1 —+ T2 0)
N(22)

R=2z — ZQQ c Z[G],

Daca notam Q = g1 + ¢20 i R = atunci Q € Z[f] si z1 = 22Q + R. Urmeaza ca

iar cum RN (z2) = 22(r1 + 720) §1 3(22) = |N(22)], avem
S(R)[N(22)]* = §(R)S(N(22)) = 0(22)8(r1 + 120) = | N(22)|5(r1 + 120).

Prin impartire la [NV (22)]? # 0 rezulta ca

6(’1"1 + 7"29) 1
(5(R) = 6(22) = 6(2;2) |7’% — prire + q’f’g| .

Dar |r? — prirs + qr%} < |r1]2 + |pl|rilira] + |g||r2]? si, folosind (1), avem

1 5(22)2
5(z) 4

1+ [p|+ gl

o(R) < (L +Ipl +lgl) = 8(22) - —— —— (2)

Dac |p| + |g| < 3 atunci §(R) < 6(z2) si problema este rezolvata.

Observatia 3. Domeniile euclidiene care se obtin din problema anterioara sunt

1++5

Z
’ 2

z, 2li), z[v2], 2[iv?], 2 H;ﬁ




Rezolvarea unor ecuatii in 7Z
Exercitiul 6. Sa consideram in Z X Z X Z ecuatia
2?4 y? =22 (1)

1) S& se arate ci rezolvarea ecuatiei (1) se poate reduce la cazul cand z i y sunt prime intre ele.
2) Fie z,y,z € Z care verifica (1) si (z,y) = 1. Sa se arate cd z gi y nu pot fi ambele impare, iar
daca y este par atunci exista m,n € Z astfel incat

r=m?—n? y=2mnsiz=m?+n’

Solutie: 1) Fie d = (z,y) si « = do’, y = dy’. Atunci (2/,3') = 1 gi din (1) rezultd d | z. Ludm

z = dz’ si avem

I R S C )
2) Solutia 1: Dacd = si y sunt impare, adicd = 1(mod 2) si y = 1(mod 2) se deduce ca
2% + y? = 2(mod 4) adicd 22 = 2(mod 4). Dar, daci z este par atunci 22 =
2 =

(mod 4), iar daca z
este impar atunci z (mod 4), prin urmare congruenta 22 = 2(mod 4) nu poate avea loc.

Dac# z este impar si y este par atunci z este impar si y? = (2 + 2)(z — z). Numerele z + x si
z —x sunt ambele pare si 2 este singurul lor divizor comun prim. intr—adevér7 un alt divizor comun
prim p al lor ar fi impar, ar divide pe 3%, pe (z + ) + (z —x) =2z si pe (2 +2) — (2 — 2) = 22.
Agadar, am avea p | = si p | y, ceea ce contrazice conditia (z,y) = 1.

z4+x . z—x
s1
2

2

~ .. ~ o z+x z—x
sunt numere intregi prime intre ele ale caror produs T= 3 3
2

este un patrat perfect. Cum factorii primi din descompunerea lui yz au toti exponenti pari, pentru

Rezulta ca

Z24+x z—=x
)

a nu contrazice conditia ( ) = 1 este necesar ca factorii primi din descompunerea lui

2

Y v o AN AT N LR
;S8 apard fie numai in descompunerea lui ——, fie numai in descompunerea lui 5 v Cu
2

2

. . .Y . +zr . z—z
acelagi exponent ca in descompunerea lui T Prin urmare, 3

si
2 2
patrate perfecte, deci putem considera z +x = 2m? si z — x = 2n?, cu m,n € Z, si astfel obtinem

sunt, de asemenea,

z=m?—n? z=m?>+n%gy=2mn.

Se verifica usor ci daci x,y, z au forma de mai sus, ele verifica ecuatia z2 + y? = 22.

Solutia 2: Evident, numerele x i y nu sunt ambele pare si z este impar. In Z[i] avem:

(z + yi)(x — yi) = 2%
Daca d € Z[i] ar fi un divizor comun ireductibil pentru x + yi si @ — yi atunci d | 2z si d | 2y, prin
urmare d | (2x,2y) = 2(z,y) = 2 si 6(d) | 4. Cum 6(d) | 6(2?), cazurile §(d) € {2,4} ar contrazice
faptul cd z e impar. Prin urmare, (x + yi,z — yi) = 1 in Z[i]. Cum Z[i] este un domeniu factorial,
rezultd ca factorii ireductibili care apar (cu exponent par) in descompunerea lui z2 sunt (asociati
cu) factori care apar fie in descompunerea lui x + yi, fie in descompunerea lui = — yi. Asgadar,
existd u € {1, +i} si a,b € Z astfel ca x + yi = u(a + bi)?. Rezulta ca

x +yi = u(a® — b* + 2abi).



Pentru u = 1 se obtine x = a? — b?, y = 2ab si z = a® + b?. Pentru celelalte valori ale lui u se
procedeaza analog si se obtin forme similare pentru x,y, z, eventual cu roluri schimbate pentru =
si y (ceea ce se poate intdmpla dacd nu precizam care dintre numerele z si y este par).

Evident, dacs a,b € Z, x = a® — b?, y = 2ab si z = a® + b? verifica ecuatia din enunt, ceea ce

completeaza solutia.
Exercitiul 7. Sa se rezolve in Z X Z ecuatia lui Fermat
2?44 = yS.
Solutie: Cazul 1: z este impar. Ecuatia data se mai scrie
(2 +ix)(2 —iz) = ¢°.

Cum Z[i] este un domeniu euclidian (vezi observatia 3), prin urmare si domeniu factorial, orice
doud elemente au un c.m.m.d.c. Fie d = (2 4+ iz,2 —ix) in Z[i], d = m +ni (m,n € Z). Cum
d| (2+4iz)+ (2 —ix) = 4, rezultd §(d) = m? +n? | 16. Dar d | 2 +ix implica §(d) | 6(2 +ix), adica
m2+n? | 4+ 2% Cum z (si, implicit, 4 + 22) e impar, m? +n? = 1. Asadar, (2+iz,2 —iz) =11n
Z[i]. Dar Z[i] este domeniu factorial. Rezulta ca factorii ireductibili ce apar (cu exponent multiplu
de 3) in descompunerea lui y* sunt (asociati cu) factori ce apar fie in descompunerea lui 2 + iz, fie

in descompunerea lui 2 — ix. Astfel, exista a,b € Z astfel ca
2 +ix ~ (a+bi)’.
Cum +1 = (£1)? §i 44 = (F4)3, putem considera 2 + iz = (a + bi)? si astfel obtinem
a(a® — 3b%) = 2 si 3a*b — b° = .

Rezultd a € {£1, 42}, ceea ce conduce la x = +11, y = 5.

Cazul 2: x este par. Atunci si y e par. Luand = = 2u, y = 2v (u,v € Z) ecuatia devine
u? +1 =203 & (u+i)(u—i) =20°

Cum i[(u—1i) — (u+1i)] =2 = (—i)(1+1i)? (cu —i i i inversabile si 1+ ireductibil (deci si prim) in
Zi]), rezultd ca 1+ | u+i. C.m.m.d.c. (u+1i,u—1) este divizor pentru ¢[(u—1) — (u+1)] = 2, dar
2 t ui, prin urmare, (u+i,u—4) = 1+i. Deducem ci existi a, b € Z astfel ca u+i = (1+1)(a+bi)3.
De aici se obtine
a® —3a%b — 3ab® + b = u si a® + 3a%b — 3ab® — b = 1.
Dar a® + 3a2b — 3ab® — b® = (a — b)(a® + 4ab + b?). Atunci
a—b=1sia®>+4ab+b>=1 (1)

sau

a—b=—1sia®+4ab+b*=—1. (2)

Sistemul (1) are solutiile (a,b) € {(1,0), (0, —1)}, deci (z,y) € {(2,2), (—2,2)}, iar sistemul (2) nu
are solutii deoarece restul Impartirii lui a? + 4ab + b* = (a + 2b)? — 3b? la 3 nu poate fi 2.

Exercitiul 8. Sa se arate cd (toate) solutiile din Z x Z ale ecuatiei lui Fermat
y2 +2=123

sunt (3,5) si (3, —5).



Solutie: Cum 23 = y% + 2, y este impar (in caz contrar, cum 3% + 2 = 2 (mod 4) ar exista un cub

perfect 2% = 2 (mod 4), ceea ce nu e posibil), prin urmare si 2® este impar. In Z[iv/2] avem:
? = (y +iv2)(y —iv2)

Cum Z[i/2] este un domeniu euclidian (vezi observatia 3), prin urmare si domeniu factorial, orice
doud elemente au un c.m.m.d.c. Fie d = (y + iv/2,y —iv/2) in Z[zﬁ] Atunci d divide pe

y—ivV2— (y+iv2) = —2iv2 = (iV2)>.

Avem U(Z[iv2]) = {~1,1} (vezi exemplul 3 d) din cursul 4) si i1/2 este ireductibil in Z[iv/2]
(6(iv/2) = 2 si aplicAm punctul iii) al exercitiului 3), prin urmare d = +(iv/2)* cu k € N, k < 3.
Daci k # 0, i1/2 este un divizor ireductibil al lui d, iar cum d divide pe

(y+iv2)(y —iv2) = y* + 2 =2°,

avem iv/2 | x si astfel 2 | 23, ceea ce contrazice faptul ci x3 este impar. Asadar, k = 0 si d = £1.
Cum Z[iv/2] este domeniu factorial, rezulti ca factorii ireductibili care apar (cu exponent multiplu
de 3) in descompunerea lui 23 sunt (asociati cu) factori care apar fie in descompunerea lui y + V2,
fie in descompunerea lui y — iv/2. Astfel, existd a,b € Z astfel ca y +iv/2 = (a + biv/2)? ceea ce
este echivalent cu

y=a®>— 6ab® i 1 = 3a%b — 2b°.

Din 1 = b(3a? — 2b?) rezultd b = £1. Atuncia = 1, y = +5 i v = 3.

Notatie. Pentru un domeniu factorial R, un element r € R si un element ireductibil p € R notam

cu v, (r) exponentul maxim k € N al lui p pentru care p* | r.

—141iv3

Exercitiul 9. Fie ¢ = 5

,a=1—¢ u € Zle] inversabil §i z,y, z € Z[¢] cu

2+ y3 = uz’.
Sa se arate ca:
a) a| zyz;

2

b) dacid atzy si a | z atunci o | z.

Solutie: Tn primul rand si reamintim ci daci a,b € Z atunci §(a + be) = a® — ab+ b%. Ca atare, a
este ireductibil deoarece d(a) = §(1 — €) = 3 care este numéar prim.
Continuam prin a ardta cd orice t € Z[e] este de forma ga +r cu ¢ € Z[e] si r € {—1,0,1}.

intr—adevér7 cume=1—q,dacaa,beZsit=a+be=a+0b— ba, atunci
alt—(a+Dd). (1)

Dar o? = —3e ~ 3 5i, conform observatiei 2, exista ¢/, r € Z astfel ca a+b = 3¢'+r cur € {—1,0,1},
rezultd « | (a +b) — r, ceea ce, impreund cu (1), implicd « | t — 7.
a) Dacd © = ag+ 1 (g € Z[¢]) atunci

? —1=(z—1)(z—¢e)(r—€?) = qa(l — e +qa)(l — > + qa).



Dar

- +ga=(1+e)l—e)+qa=—~*atqga=a(-e*+q) =a(l —c*+q—1)
=a[(l+e)l—e)+qg—1=a[(l+e)a+qg—1]

sil—¢e+ga=a+qa=ca(l+q), prin urmare
2’ —1=a'q(l+q)(L+¢) +a’(g+ Lglg —1).

Cum ¢ este suma unui multiplu de @ cu —1,0 sau 1, al doilea termen al sumei de mai sus este
multiplu de o* si, astfel, o* | 2% — 1.

Daci z = ag— 1 atunci —z = a(—¢q) + 1 si de mai sus rezulti ci a* | (—z)® — 1 sau, echivalent,
at |23+ 1.

Presupunand ca ar exista x,y, z € Z[e] cu
3 4P = u? (2)

si af 2yz, a nu ar divide nici pe x, nici pe y, nici pe z, prin urmare x, y si z sunt de forma ga + 1.
Din (2), folosind consideratiile anterioare, ar rezulta ci a*| £ 1+ 1 F u. Folosind faptul ca a* ~ 9,
exercitiul 4 si aplicand pe § se obtine cate o contradictie pentru fiecare caz posibil.

b) Cum « f zy, a nu divide nici pe z, nici pe y, prin urmare z gi y sunt de forma qa £+ 1. Rezultd
ca | £14+1Fuzd. Asa cum am vizut la a), z de forma ga & 1 conduce la o contradictie, iar
daca a? | uz® atunci 3v,(2) = va(uz?) > 4, iar cum v,(2) € N, avem v,(z) > 2, deci o? | 2.
—~1+41iv3

Exercitiul 10. Fie ¢ = )

,a=1—¢c,ucU(Zfg]) six,y,z € Z[e] cu (z,y) =1 1n Ze] si
23y =

Dacd a1 2y §i va(2z) > 2 atunci existd x1, 41, 21, u1 € Z[e] cu wy inversabil si (z1,y1) = 1 in Zle],

atziyr §i va(21) = va(z) — 1 astfel incat
o} + i =iz
Solutie: Cum uz® = 2% + 3% = (z + y)(x + ey) (x + e%y),
Vo + ) + Vo (T + ey) 4+ v (z + €%y) = v (uz?) = 3v,(2) > 6.

Rezultd vy (z + y) > 2 sau va(z + ey) > 2 sau vy(z + e%y) > 2. Cum ¢ este o radicind de
ordinul 3 a unitatii, y* = (ey)® = (¢%y)?, asa ca putem considera, fara a restrange generalitatea,
ca vo(z +y) > 2.

Cum v, ((1 — €)y) = va(ay) =1+ v4(y) st aty avem v, ((1 —e)y) = 1. Astfel,

va(z +ey) = va(z +y — (1 —€)y) = min(va(z + y),va((1 —€)y)) = 1,
iar cum (1 — %)y = (1+¢)(1 —€)y si 1 + € e inversabil,
va (@ +€%y) = va(z +y — (1 = e?)y) = min(va(z + y),va((1 — €)y)) = 1.
Prin urmare, v4(2) = 0o (2 + y) + v (2 + €y) + va(z + €2y) = vo(z + y) + 2, de unde

Vo (T +y) = va(2) — 2.



Din v (x +y) > 2 i vo(x + €y) = va(x + e2y) = 1 rezultd ci a este un divizor comun pentru
x4y, r4+eysia+ey.
Daca p € Z[e], p » « ar fi un element ireductibil care divide pe z +y si x + ey,

pl+y) —(@+ey)=(1—-¢ey=ay = ply,

ceea ce implicd p | (x +y) —y = x i contrazice (z,y) = 1. Asadar, (x +y,z +cy) = a.
Analog se aratd ca (z +y,z +€%y) = a = (v + ey, x + €2y).
Din cele de mai sus deducem si ca orice element ireductibil p € Z[e], cu p » «a, divide (in Z[e])

cel mult unul dintre numerele z +y, x + ey si « + €2y. Dar
Up(® +y) + vp(z +ey) + vp(a + e’y) = vp(uzg) = 3up(2),

prin urmare, p apare in descompunerea in factori ireductibili a cel mult unuia dintre numerele
x4y, v+ ey si x+ 2y, iar cand apare, exponentul siu este un multiplu de 3.
Astfel, existd v',u”, v € U(Z[e]), 1,42, 93 € Z[e], cu

anQh 04&12, 04)“13, (Q17Q2) = (Q1,Q3) = (QQ,(B) =1

si
4y =uga® 2 atey=1u'gia, x+e% =u"gia. (1)
Atunci
r+y=uqga D72 cr 4%y =i g, e2r 4 ey = o, (1)

egalitati care adunate dau

u/qi‘)a3va(z)—2 + Eu//qga + EQu’”qga -0 < ulqil%afsva(z)—l% + Eu”qg’ + EQU///q??: =0.

Consideram z; = g2, y1 = q3, 21 = q1a**)~1 si obtinem
]+ usyy = w12, (2)
cuuy,ug € U(Z[g]). Din et a1, atyr siva(z1) =va(z)—1 > 1rezultd o | 21 £1, o | y1 £1, avem
o+, ot P £, B 2,

prin urmare o | £1 + uy. Aplicand § ajungem la concluzia ci aceasta se poate intdmpla numai
cand +1 £ up = 0, adicd ug € {—1,1}.
inlocuind, la nevoie, y; cu —y;, egalitatea (2) devine

3, .3 3
T7+ Y7 = urey

§i constatam ca uy,r1,y1, 21 satisfac conditiile din enunt,.
—1+4iV3
2

Exercitiul 11. Fie ¢ = §i u € Z[e] inversabil. S& se arate ci ecuatia

23 4y = w2

nu are nici o solutie (z,y, z) € Z[e] X Z[e] X Z[e] cu xyz # 0.



Solutie: Se observa ugor cd putem considera (x,y) = (y,2) = (z,2) = 1 in Z[e]. Presupunand ca
ecuatia din enunt ar avea o solutie netriviald (z,vy,z), a ar divide pe zyz (vezi exercitiul 9 a)).
Atunci fie

alzysiatz, (1)
fie

atzy s alz. (2)

In cazul (1), cum « este element ireductibil, este i prim, prin urmare « | z sau « | y. Sa consideram
al|x, atysiafz (celilalt caz se trateazi analog). Atunci o |z, ot | y3 £ 1sia? | 22 £1, de
unde o| £ 1 4 u. Aplicind 6 rezultd ci u € {—1,1}, prin urmare (—y)3 + (£2)3 = 23, ceea ce ne
plaseazd, dupa o schimbare de notatie, in cazul (2).

In cazul existentei unei solutii netriviale ce verifica (2), aplicim exercitiul 9 b) si exercitiul 10 si
existenta unei solutii netriviale pentru ecuatia din enunt revine la existenta unei solutii netriviale
ce verificd (2) pentru ecuatia z3 + y3 = w12} cu v,(21) = va(2) — 1 gi putem aplica din nou
exercitiile 9 b) si 10. Continudnd procedeul obtinem un sir strict decrescitor infinit de numere
naturale vy (2) > v (21) > -+, ceea ce nu este posibil.

Exercitiul 12. Sa se arate ca ecuatia lui Fermat

nu are solutii (z,y,2) € Z* x Z* X Z*.

Solutie: Cum Z C Zle], concluzia rezulta imediat din exercitiul 11.
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