CURS 10

Divizibilitatea in inele de polinoame

Cateva aspecte legate de divizibilitatea polinoamelor au aparut in exemplele si exercitiile rezolvate
din cursurile anterioare. In acest curs pornim de la premisa ca toate acestea sunt cunoscute gi vom
incerca sa le adagam cateva chestiuni de detaliu aferente acestei teme. Un obiectiv, deja promis, al
acestui curs este de a ardta ca Z[X] e un domeniu factorial care nu e domeniu cu ideale principale.

Fie R un domeniu de integritate. S& incepem prin a reaminti (din cursul 4) cd R[X] este, de
asemenea, domeniu de integritate, iar elementele inversabile din R[X] coincid cu elementele din R
inversabile in R. Ca urmare, doud polinoame f,g € R[X] sunt asociate in divizibilitate daca si

numai daca exista un element a € R* inversabil in R astfel incat f = ag.

Observatiile 1. a) Folosind distributivitatea Inmultirii fatd de adunare in R[X], rezultd ca daca
beRsi f=a+a1 X+ -+ ap, X" € R[X], atunci

bl febla;, Vie{0,...,n}.

b) Cum U(R[X]) = U(R), se deduce imediat c& dacd a € R* este element ireductibil in R, atunci
elementul a este ireductibil si in R[X].
¢) Daca p € R* este element prim in R, atunci p este prim si in R[X].

intr—adevér, dacd f=ap+ a1 X+ +a, X", g=by+b:X + -+ by, x™ sunt polinoame din
R[X]sipt fsiptg, atunci exista coeficienti ai lui f si coeficienti ai lui g care nu se divid cu p.
Fie ay i b; coeficientii cu cei mai mici indici care nu se divid cu p. Cum p este prim in R, avem,

de asemenea, p { arb;. Prin urmare, coeficientul lui fg
Chtt = A0bkt1 + 1bpyi—1 + -+ aghy + - + apqibo
nu se divide cu p deoarece p t agb; si toti ceilalti termeni se divid cu p. Deci fg nu se divide cu p.

Definitia 2. Fie R un domeniu factorial. Un polinom ¢ € R[X] se numegte polinom primitiv
daca cel mai mare divizor comun al coeficientilor sii este 1. Daca f € R[X] este nenul si a este cel

mai mare divizor comun al coeficientilor lui f, atunci

f=ap (1)
unde ¢ este un polinom primitiv. O reprezentare de forma (1) a lui f se numeste canonica.

Observatiile 3. a) Un polinom asociat cu un polinom primitiv este primitiv.

b) Un polinom de gradul zero este primitiv dacd si numai daca este inversabil. Ca urmare, daca

K este un corp comutativ, atunci orice polinom nenul din K[X] este primitiv.

¢) Polinomul primitiv ¢ si elementul ¢ € R din (1) sunt unic determinate pana la o asociere.
Intr-adevir, dacd avem si f = a’¢’ cu @’ € R si ¢’ primitiv, atunci din ap = a’¢’ rezulti ¢ o

este un divizor comun al coeficientilor lui f. Deci a’ | a, adici a = ua’ cu u € R. Intrucat R[X]

este domeniu de integritate urmeaza ci ¢ = up de unde, in baza faptului ci ¢’ este primitiv,

deducem ci u este inversabil gi de aici cad ¢ ~ ¢’ sia~a’.

Lema 4. (Lema lui Gauss) Daci R este un domeniu factorial, atunci produsul a doud polinoame

primitive din R[X] este un polinom primitiv.



Demonstratie. Fie ¢, 92 € R[X] polinoame primitive si ¢ = ¢@1p2. Dacd ¢ nu ar fi primitiv,
atunci ar exista d € R neinversabil care sa fie un divizor comun al tuturor coeficientilor lui ¢.
Domeniul R fiind factorial, elementul d are o descompunere in factori ireductibili. Fie p este unul
dintre acesti factori. Atunci p este si prim si din p | p1p2 rezultd ca p | p1 sau p | 2. Tindnd cont

de observatia 1 a), aceasta contrazice faptul c& ¢1 si @2 sunt polinoame primitive. O

Corolarul 5. a) Daci f1, fo € R[X] ¢ f1 = a11, f2 = a2 sunt reprezentéri canonice ale lui f;
si fo, iar a = aqas, p = Y12, atunci f1 fo = ap este o reprezentare canonica a lui fi fo.

b) Daca f € R[X] i notdm cu ¢(f) cel mai mare divizor comun al coeficientilor lui f, corolarul
anterior ne arata ca c(f1f2) = c¢(f1)e(f2).

c¢) Dacé a1, a2 € R* i ¢1,p2 € R[X] sunt polinoame primitive, atunci

a1p1 | a2 < a1 | as si @1 | 2.

La finalul cursului anterior am vazut ca daca K este un corp comutativ, domeniul de integritate
K[X], impreund cu functia grad, este un domeniu euclidian (deci i domeniu cu ideale principale
si domeniu factorial). Acest fapt rezultd din teorema impartirii cu rest pentru polinoame
cu coeficieti intr-un corp comutativ K : pentru orice polinoame f,g € K[X], g # 0, existd
doua polinoame q,r € K[X] unic determinate astfel incdt f = gq+r si gradr < gradg.

Dar dacd domeniul de integritate R peste care se constuieste domeniul de integritate R[X]
nu este corp? Cu siguranta domeniul R[X] nu mai este euclidian, pentru ca aga cum rezulta din

teorema urmatoare, nu este un domeniu cu ideale principale.

Teorema 6. Dacd R este domeniu de integritate si R nu este corp, atunci R[X] are ideale care

nu sunt principale.

Demonstratie. Intrucat domeniul de integritate R nu este corp rezulta ca exista a € R* nein-
versabil. S& presupunem prin reducere la absurd ci idealul (a, X) este principal, adicd exista
f € R[X] astfel incat (a,X) = (f) = fR[X]. Rezultd cd f |asi f | X. Din f | a deducem ca
f € R, ceea ce impreuna cu f | X, implicd f inversabil (deoarece X este ireductibil). Conform cu
propozitia 5 ii), avem (f) = R[X] gi, implicit, (a, X) = R[X]. Cum 1 € R[X] se deduce ci

dg,h € R[X]: ag+ Xh=1.

Daca by este termenul liber al lui g atunci termenul liber al polinomului ag + Xh este aby, prin
urmare, aby = 1, ceea ce contrazice alegerea lui a ca fiind neinversabil.
Contradictia infirma presupunerea ci idealul (a, X) este principal. Prin urmare, idealul (a, X)

nu este principal, ceea ce completeaza demonstratia teoremei. O

Corolarul 7. Inelul Z[X] al polinoamelor cu coeficienti intregi este un domeniu de integritate care

are ideale care nu sunt principale.

Dar daca domeniul R este factorial atunci inelul R[X] este, de asemenea, un domeniu factorial.
Demonstrarea acestei proprietati generale trece prin inelul polinoamelor cu coeficienti in corpul
fractiilor domeniului de integritate R. Din ratiuni de spatiu, dar si pentru ca utilitatea principala
pe care o dam acestui rezultat se va referi la Z[X|], vom continua prezentarea analizdnd, in principal,
inelul Z[X] (care intre inele de polinoame cu coeficienti numerici este singurul pentru care inelul
coeficientilor nu este corp). Prin exercitii rezolvate, vom incepe prin a ardta ca acesta este factorial

si vom continua cu citeva proprietiti referitoare la elementele sale ireductibile (= prime).



Exercitiul 1. Fie f € Z[X] cu grad f > 1. Sa se arate cd f este ireductibil in Z[X] daci si numai
dacd f este ireductibil in Q[X] si primitiv in Z[X].
Solutie: Folosind definitia ireductibilitatii si definitia polinoamelor primitive, din f ireductibil in
Q[X] si primitiv in Z[X] rezultd imediat f ireductibil in Z[X].

Reciproc, din f ireductibil in Z[X] rezultd cd c.m.m.d.c. al coeficientilor lui f (in Z) este 1,
adica f este primitiv in Z[X]. Daci q1,¢2 € Q[X] si

[ =qaq, (2)

iar b; € Z (i = 1,2) e un multiplu comun al numitorilor coeficientilor lui ¢;, atunci putem scrie

a . a
g = hisig=h (3)
b1 by

unde a1, as € Z si hq, he € Z[X] sunt primitive in Z[X]. Din (2) si (3) rezultd ca in Z[X] avem:
blbgf = alaghlhg.

Din lema lui Gauss rezulta ca hihg este primitiv in Z[X]. Si f este primitiv in Z[X]. Ca urmare,
c.m.m.d.c. al coeficientilor polinomului din membrul stang este b1bs si c.m.m.d.c. al coeficientilor
polinomului din membrul drept este ajas. Deducem ca ajas = b1by sau ajas = —bibs, ceea ce
implicd f = thihs. Acum, din ipoteza f ireductibil in Z[X] rezulta cd sau hq sau hs este inversabil
in Z|X], adicd hy € {—1,1} sau hy € {—1,1}. Deci ¢1 € Q* sau go € Q* gi astfel am ardtat ca f
este ireductibil in Q[X].

Exercitiul 2. Si se arate cd Z[X] este un domeniu factorial.

Solutie: Folosim teorema 9 si observatia 11 b) din cursul 8. Daca in sirul de polinoame nenule

fisfos ooy fuye e (4)

fos1 | S (n=1,2,...) 81 fr, = anpn (n = 1,2,...) sunt reprezentarile canonice ale acestor
polinoame, atunci in girurile

1,02, ...,0p,. .. (5)
(p17(p27"'7(p/,L7"' (6)

fiecare element se divide prin urmatorul. Intrucét 7Z este factorial rezultd ci existd un n, € N*

astfel incat pentru n > n; termenii girului (5) s& fie asociati. Din @, 41 | ¢, urmeaza ca
grad p; > gradps > --- > gradp, > ....

Deci existd un ne € N astfel incdt pentru n > ng termenii girului (6) sa aiba acelasi grad, adica
difera unul de altul prin factori din Z*. Dar acesti factori sunt elemente inversabile din Z* deoarece
termenii girului (6) sunt polinoame primitive. Rezulta c& pentru n > max{ni,ny} termenii girului
(4) sunt polinoame asociate. Deci conform observatiei 11 b) din cursul 8, conditia 1) din teorema
9 din cursul 9 este verificata.

Pentru a finaliza problema este suficient sd mai ardtdm céa orice polinom ireductibil f € Z[X]
este prim. Daca f € Z atunci, intrucat Z este factorial, rezulta ca f este prim in Z, de unde
(conform observatiei 3 ¢) urmeaza ca f este prim in Z[X]. Dacd f € Z[X]\ Z, atunci grad f > 1
si f este primitiv. Din exercitiul anterior rezulta ca f este ireductibil in Q[X], iar cum Q[X] este



factorial deducem ci f este prim in Q[X]. Prin urmare dacd f | g1g2 cu g1, g2 € Z[X] atunci f | g1
sau f | g n Q[X].

S& considerdm ci f | g1 In Q[X]. Rezulta ci existd ¢; € Q[X] astfel incat g1 = fq1. Fie g1 = by
cu b € Z un c.mm.d.c. al coeficientilor intregi ai lui g;. Evident ¢ € Z[X] este primitiv. Ludm,
de asemenea, a € Z un multiplu comun al numitorilor coeficientilor lui ¢; §i ¢ € Z c.m.m.d.c. al

coeficientilor lui ag; € Z. Atunci agq; = ¢¢ cu ¢} € Z[X] primitiv si
abgy = cfqy. (7)

Polinoamele ¢f si fq; sunt primitive gi in (7) avem doud reprezentari canonice in Z[X] ale aceluiasi
polinom cu coeficienti intregi. Prin urmare, ¢f ~ fqi in Z[X]. Rezultd ca f divide pe ¢} si,
implicit, pe g1 in Z[X]. Deci f e prim in Z[X].

Observatiile 8. a) Inelul Z[X] este un exemplu de domeniu factorial care nu este un domeniu cu
ideale principale.

b) Corpul Q este cel mai mic corp in care poate fi scufundat domeniul de integritate Z, adica e
corpul fractiilor lui Z. Demonstratia faptului cd R[X] este factorial cind R e un domeniu factorial
urmeaza, fara modificari majore, rationamentul din solutiile exercitiilor 2 gi 3, rolul lui Q fiind

preluat de corpul fractiilor lui R.

Exercitiul 3. (Criteriul lui Eisenstein) Fie n € N* gi
f=ao+ - +a, 1 X"t +a,X" € Z[X]
un polinom primitiv. Sa se arate ca daca existd un numar prim p cu proprietatea ca

plag,...,plan—1 sip*tag

atunci polinomul f este ireductibil peste Z (si peste Q).

Solugie: Cum f este primitiv i p | ag,...,p | an—1 avem a, # 0 i p t ay, deci grad f > 1 de unde
rezulta ca f este neinversabil. Sa presupunem ca f = gh, cu polinoamele

g:bo-i-bl)(—|-"'-i-bm)(m§ih:CO—|—Cl)(—|-'~-—|—Cp)(p7

neinversabile in Z[X] (bo,...,bm,C0s...,¢p € Z, m,p € N, by, # 0 # ¢, m+p = n). Dacd am
avea m = 0, cum g = by este neinversabil in Z, by | f implica bg | (ao,- .., a,) = 1, contradictie.
Agadar, m > 1 i, din aceleasi motive, p > 1 gi avem

boCO = Qaop, blco + boCl = ay, bQCO + b101 + b002 = A2y ..., bmcp = Qp- (8)

Cum p este prim si p | ag = boco avem p | by sau p | co. Dar p? { ag. Rezulta ci daci p | by atunci
p 1 co, iar dacd p | ¢o atunci p 1 by. S& consideram c& p | by si pfco. Dinp | a1 = bicg+bocr sip | by
deducem c& p | bycp, iar cum p { cp, avem p | by. Similar, din a treia egalitate din (8), cum p | by,
p | b1 sl p1co rezultd p | by. Procedand analog si cu celelalte egalitati din (8), si din a (m + 1)-a
egalitate deducem ca p | by, deci p | a,, = bycp, ceea ce contrazice faptul ca (ag, ..., an—1,an) = L.

Ireductibilitatea peste Q rezulta folosind exercitiul 1.

Observatia 9. a) Folosind criteriul lui Eisenstein cu p = 2 rezultd ci pentru orice n € N*
polinomul f = X" + 2 este ireductibil in Z[X] deci si in Q[X]. Dacd p € Z este prim atunci p este
ireductibil in Z[X], dar nu este ireductibil in Q[X].



b) Daca polinoamele ireductibile din C[X] sunt polinoamele de gradul 1 si in R[X] nu exista poli-
noame ireductibile de grad mai mare decét 2 (vezi exercitiul 2 din cursul 7), observatia anterioara
ne aratd cd in Q[X] existd polinoame ireductibile de orice grad n € N* (si nu existd polinoame

ireductibile de grad 0), iar in Z[X] existd polinoame ireductibile de orice grad n € N.

Exercitiul 4. a) Fie R, R’ domenii de integritate i ¢» : R — R’ un izomorfism de inele. S& se
arate cd p € R este element ireductibil (prim) in R dacd si numai dacd ¢ (p) este element ireductibil
(prim) in R'.

b) Fie R un domeniu de integritate, a,b € R, a inversabil si f € R[X]. S& se arate ci f este
ireductibil daca si numai daca f(aX + b) este ireductibil.

Solutie: a) Fie a,z,y € R. Cum avem

a=zxy<Ya)=1v@)Y(y)

i orice izomorfism de inele cu unitate este unital, luand a = 1, rezulta ca = este inversabil in R
dacd si numai daca 1 (z) este inversabil in R’. Asadar, p este nenul gi neinversabil dacd si numai
daca 1(p) este nenul gi neinversabil in R'.
Dacd p € R este ireductibil si ¥(p) = 2'y’ cum ¢ este izomorfism, existd z,y € R, unic
determinate, astfel incat v (z) = 2’ si ¥(y) = ¢'. Evident, z = ¢~ 1(2') si y = ¥~ (¢/) si
p ireductibil
—

Y(p) ="y =Y(@)Y(y) = p =1y

Cum 1t conserva elementele inversabile, rezultd cid 2’ = ¢ (z) e inversabil in R’ sau ¢y’ = ¥(y) e

x € U(R) sauy € U(R).

inversabil in R’. Deci 1(p) este element ireductibil.

Daci p € R este un element prim si ¢(p) | 'y’ (cu z’,y’ € R’), atunci existd z’ € R’ astfel
incat ¥(p)z’ = 2’y’. AplicAm izomorfismul 1)~ si rezultd p | v ~(2")y~1(y') = zy In R. De aici se
deduce cd p | x sau p | y. Dacd p | z, aplicand v, rezulta cd ¥ (p) | ¥ (z) = 2/, iar daci p | y, atunci
¥(p) | ¥(y) =y'. Deci ¢(p) este element prim.

Reciprocele se obtin inlocuind izomorfismul 1 cu 1.

b) Se verifica usor (fie direct, fie folosind proprietatea de universalitate a inelului de polinoame
R[X]) ca f — f(aX + b) este o corespondenta care furnizeaza un endomorfism al domeniului
R[X] si c& acest endomorfism este o bijectie (deci e un automorfism) pentru care inversa e data de

corespondenta f — f(a"1X —a~1b). In continuare se aplicd punctul a).
Exercitiul 5. Fie p un numar prim. Sa se arate ca polinomul
f=XP 4 XP 24 4 X 41 € ZX]

este ireductibil peste Q.
XP —

—_

Solutie: Aratam ca f = este ireductibil peste Z, deci si peste Q. Din problema anterioara

X -1
avem f ireductibil in Z[X] dac& si numai daca

X HEDP 1 R ckpk
pp—1)---(p—k+1)

este ireductibil in Z[X]. Stim ca C}) = o
1<k <p-1, atunci (p, k!) = 1. Din aceste motive, rezultd k! | (p—1)---(p—k+ 1), deci p | Cl;.

Agadar p | Cllj, <, p|Ch=1, p|p. Dar p? 1 p, deci, conform criteriului lui Eisenstein, f(X +1)
este ireductibil in Z[X].

€ N gi, pentru ca p este prim, daca



