CURS 1

Teorema impartirii cu rest in Z
Teorema impartirii cu rest reprezinta un instrument de baza in studiul numerelor Intregi.

Teorema 1. (Teorema impartirii cu rest in N) Oricare ar fi numerele naturale a si b, cu b # 0,

existd o singurd pereche de numerele naturale (q,7) € N x N, astfel incét:
a=b-qg+rsir<hb. (1)

Demonstratie. Fie a, b € N, cu b # 0.

Demonstram existenta numerelor ¢, r € N, astfel incat a =b-q+r si r < b. Fie
S={reN|FyeN:a=by+z} CN

si observdm ca S # () pentru cd a € S (a =b-0+ a). Rezultd ca existd r € S cel mai mic element
din §. Cum r € S, deducem ca exista ¢ € N cu proprietatea a = bg + r.

Presupunem c& r > b. Atuncir —b € Nsgia=0b(g+1)+r—b, deci r —b € S. Din ipoteza
b # 0 deducem r — b < r, ceea ce contrazice alegerea lui r. Agadar r < b gi perechea (r,b) satisface
conditia (1).

Pentru demonstratia unicitatii, si presupunem ci ar exista doué perechi (g1,71), (g2,72) care
satisfac (1) pentru aceleagi numere a,b € N, b # 0. Deci

a=b-qu+ri=b-q+rasir <b, ra <b.
Presupunem ca ¢; < g2. Rezulta ca exista x € N*| astfel incat g2 = ¢; + . Obtinem
bqi +7r1 =b(q1 + ) + 72 = bqr + 71 = bqy + bx + 72,

de unde, prin simplificare, 1y = b- x + ra, ceea ce implica b-x < ry.
Dar din x € N* deducem ca 1 < z, deci b < bxr < rq, contradictie.

Analog se arata ci nu putem avea gs < ¢;. Rezulta cd q; = g2 si mai departe
b-qr+ri=0b-q+r
de unde, prin simplificare, r; = ry i demonstratia este incheiata.

Corolarul 2. (Teorema impirtirii cu rest in Z) Oricare ar fi numerele intregi a si b, cu b # 0,

exista gi sunt unice numerele intregi ¢ si r, astfel incat
a=b-q+rsi0<r<|b. (2)

Demonstratie. Fie a,b € Z, b # 0. Atunci |al|, |b| € N, cu |[b] # 0 si aplicim teorema impartirii

cu rest in N. Deducem ca existd numerele h, k € N, astfel incat
la| = |b| - h + k, unde 0 < k < |b|.

Consideram cazurile:
I.La>0g1b>0. Atuncia=b-h+k. Luaim ¢g=hsir = k.



II.a>0s1b<0. Atuncia=b-(—h) + k. Luam g = —hsir =k.

III. a < 0 5i b > 0. Consideram aici subcazurile:
a) k=0. Atunci —a =b-h, adici a =b- (—h). Luam ¢ = —h si r = 0.
b) k # 0. Atunci

a=b-(-h)+(-k)=-b—-b-h+b—k=-b-(1+h)+ (b—k).

Luam g=—(1+h)sir=b—k <b, deci 0 <71 < |b].

IV. a < 0 i b < 0. Consideram doua subcazuri, ca In cazul anterior:
a) k=0. Atunci —a=—b-h,deunde a=b-h. Luaim g=hsgir =0.
b) k # 0. Atunci —a = —b- h + k, de unde

a=bh—k=bh+b—b—k=>b-(h+1)+(=b—k).

Ludmg=h+1gir=—-b—Fk < —b, deci 0 <7 < |b].
Pentru demonstrarea unicititii, sd presupunem ca ar exista doud perechi (q1,71), (ga2,72) care
satisfac conditiile (2) pentru aceleagi numere a,b € Z, b # 0. Deci

a:b-Q1+r1:b-QQ+7“2§i()§r1<\b|,0§r2<\b|.

Rezultd ca |ro —ri| < |b| si b(q1 — q2) =12 — 71.
Cum |q1 — g2| €N, |q1 — g2| > 1 ar implica

bl < [bllar — q2| = |r2 — 1] <0l
contradictie. Deducem ci |¢1 — g2| = 0, deci ¢; = ¢2. Atunci
b-qr+ri=b-q+r

de unde, prin simplificare, r; = ro i demonstratia este incheiata.

Daca a, b, ¢ si r sunt ca in Corolarul 2, vom spune ca numarul g este catul impartirii lui a la
b, iar r este restul impartirii lui a la b. In acest context se mai foloseste terminologia deimpartit
pentru a, respectiv impartitor pentru b.

Exemplul 3. Prezentam céateva exemple concrete:
a=7,b=3=q¢=2gir=1;
ii)a=-Tb=3=¢=-35ir=2
iii)a=7b=-3=q¢=-2sir=1
v)a=-7,b=-3=q=3sir=2;
via=—-6,b=3=¢=—-2sr=0.

Observatia 4. In practicd identitatea datd de teorema impartirii cu rest este uneori inlocuita cu
a="0bk+s, —[b|/2 < s<|bl/2.

De exemplu, dacad impartim la 3, putem scrie a = 3g+r, r € {0,1,2} sau a = 3k+s cu s € {0, £+1}.
A doua varianta este utila daca trebuie sa-1 ridicAim pe a la o putere para, pentru ca deducem
imediat a®™ = M3 +t, t € {0,1}, i.e. orice patrat perfect d& prin impartire la 3 restul 0 sau 1
(M3 noteaza faptul ca numarul pe care l-am inlocuit cu acest simbol da restul 0 prin impartire la
3, adica este un multiplu al lui 3).



Divizibilitatea in Z

Definitia 5. Fie a, b € Z. Spunem ca a divide pe b gi notdm a | b sau b ‘a dacil existd un numir

intreg ¢, astfel incat b = a - q. Aceasta defineste o relatia binara omogena pe Z care se numesgte

relatia de divizibilitate pe Z. Daci a | b, mai spunem cé a este divizor pentru b sau a este

factor al lui b sau b este multiplu pentru a sau b factorizeaza prin a.

Observatia 6. Daca a # 0, urmaétoarele afirmatii sunt echivalente:
a)al|b;
b) b este multiplu pentru a, fapt notat prin b = M;
¢) restul impartirii lui b la a este 0.

Urmatoarea teorema prezinta cateva proprietati elementare ale relatiei de divizibilitate.

Teorema 7. (Proprietati ale relatiei de divizibilitate)
Fie a,b,c € Z. Sunt adevarate afirmatiile:

i) £1|a, +a|a,a|0;

ii) dacd 0 | a, atunci a = 0;

iii) dacd a | bsib| ¢, atunci a | ¢;

iv) dacd a | bsi b | a, atunci a = +b;

v)dacda|bsia|c atuncia| (b+c);

vi) dacd a | b, atunci a | be;

vii) dacd a | b+ csia | b, atunci a | ¢;
viii) daca a | b si b # 0, atunci |a|] < |b].
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Demonstratie. (i) Fie a € Z. Atunci
a=1-a,respectiva=(-1)-(—a),a=a-1gia=(-a) (-1),

unde a, —a, 1, =1 € Z, iar a | 0 deoarece 0 = a - 0, unde 0 € Z.
(ii) Din ipoteze obtinem
alb = I €Z b=a-q;
ble = g €Z, c=b-q.
Atunci,
c=b-g=(aq) @=a(q1q), cuq- g€
Deci, a | c.
(iii) Din ipoteze obtinem
alb = g €Z,b=a-q;
bla = 3Fgpe€Z, a=b-q.
Atunci,
a=b-gg=(a-q) @=a (1@ =>q ¢=1

Prin urmare, ¢1, g2 € Z sunt inversabile, agsadar ¢; € {—1,1} gi a = +b.

Lasam cititorului demonstrarea celorlalte proprietati ca exercitiu.

Fie a € Z. Numim divizori banali (divizori improprii) ai lui ¢ numerele +1 si +a.

divizor al lui a diferit de 1 gi de +a se numeste divizor propriu al lui a.



Observatiile 8. a) Relatia de divizibilitate pe Z este o relatie de preordine pe Z.
b) Relatia de divizibilitate pe Z nu este o relatie de ordine, deoarece ea nu este antisimetrica, dupa

cum arata urmatorul exemplu:
2, -2 €7Z,2|(-2) si (—2)2, dar 2 # —2.

¢) Restricitia la N a relatiei de divizibilitate din Z este o relatie de ordine deoarece reflexivitatea
si tranzitivitatea se pastreaza, iar dacd a,b € Ncua | bsi b | a, atunci a = b.

Un numar d € Z este un divizor comun al numerelor intregi a si b dacd d | a si d | b.

Fie a,b € Z*. Daca d este divizor comun pentru numerele a,b € Z*, atunci |d| < min{|a|, |b]}.
Rezulta ca exista un cel mai mare element in multimea divizorilor comuni ai numerelor a si b.
Acest numar se numeste cel mai mare divizor comun al numerelor a si b si se noteaza cu

d = (a,b) sau d = c.m.m.d.c.(a, b).

Observatiile 9. 1) Cum 1 este intotdeauna divizor comun, deducem ca (a,b) € N* pentru orice
a,be’Z.

2) Daca exact unul din numerele a si b este 0, atunci definitia celui mai mare divizor comun poate
fi extinsa pentru aceasta situatie.

3) Daci a,b € Z*, atunci

d e N*,
(a,b)=d < S d|asid]|b,

ceN, clagic|b=c<d

Urmatorul rezultat este foarte util in practica si ne spune ca cel mai mare divizor comun a

dou& numere intregi poate fi obtinut ca o combinatie liniard a acestora.

Teorema 10. (reprezentarea Bézout a c.m.m.d.c.)

Daca a,b € Z* si d = (a,b), atunci exista u,v € Z astfel incat
d = au + bv.

Demonstratie. Fie S = {az + by | az + by > 0, z,y € Z} C N*. Constatdm c& S # () pentru ca
a=a-14+b-08i —a=a-(—1)+b-0, prin urmare sau a € S sau —a € S. Deci exista d cel mai
mic element din S. Fie u,v € Z astfel incat d = au + bv.

Vom demonstra c& d | a. Pentru aceasta aplicdm teorema impartirii cu rest si scriem a = dq+r,
0 <r < d. Rezulta ca

r=a—dq=a— (au+bv)q = a(l —uq) + b(—vq).

Din r < d rezultd r ¢ S. Dar 1 —uq, —vq € Z, deci r < 0 si rezultd » = 0. Asadar d | a. Analog
se aratd c& d|b.

Fiece Ncuc|asic|b Rezultd cd ¢ | au+ bv = d, si de aici gisim ¢ < |d| = d. Asadar
d = (a,b).

Daca scriem (a,b) = au + bv, u,v € Z, atunci spunem cd am ales o reprezentare Bézout

pentru (a, b). Atragem atentia ca aceastd reprezentare nu este unica.



Exemplul 11. De exemplu, (2,3)=1=2-2+3-(-1)=2-(—4)+3-3.
Corolarul 12. Fie a,b € Z*, d = (a,b) i T = {ax + by | z,y € Z}. Atunci
T =dZ.

Demonstratie. Reamintim c& dZ = {dk | k € Z} si demonstram egalitatea prin dubla incluziune.
Fie z € T. Atunci existd z,y € Z astfel incdt z = ax + by. Din d | a si d | b deducem
d|ax +by =z, deci z € dZ. Asadar T C dZ (elementul z a fost ales arbitrar).
Reciproc, daca z € dZ, atunci exista k € Z cu z = dk. Fie u,v € Z cu d = au + bv. Atunci
z = auk + bvk € T. Asadar dZ C T si solutia este incheiata.

Urmarind finalul demonstratiei Teoremei 10, deducem imediat:

Corolarul 13. Fie a,b € Z* si d € N*. Atunci

dlasid]|b,

(a,0) =d &
c€Z, clagic|b=c|d

Observatiile 14. i) Definitia c.m.m.d.c. aga cum a fost datd anterior este mai usor de asimilat
de elevii de gimnaziu, ea putand fi corelata cu relatie de ordine ,,naturald” din Z. Totusi, car-
acterizarea de mai sus este mai potrivitda ca definitie pentru c.m.m.d.c. Ea poate fi folosita ca
definitie pentru c.m.m.d.c. siin diverse tipuri de inele unde nu avem definita o relatie ca < din
Z (de exemplu in C[X]). In Z ea permite definirea c.m.m.d.c. pentru orice doui numere intregi,
chiar gi atunci cadnd sunt ambele 0: pentru a,b € Z, c.m.m.d.c. d = (a,b) este numdrul natural
d|asid]|b,
c€Z,clasic|b=c|d.
Evident din aceasti definitie rezultd c& (0,0) = 0.

d € N pentru care avem

ii) Atragem atentia asupra faptului ci daci nu impunem mai sus ca numarul intreg d sa fie chiar
natural atunci atat d cat si —d satisfac conditiile din definitia de mai sus. In acest context, un
c.m.m.d.c. este de fapt un reprezentant al unei o clase de echivalenta. Pentru cazul inelului Z,

aceastd clasa este multimea {—d, d} din care s-a ales reprezentantul natural.



