SEMINAR CORPURI FINITE

Teorema 1 (Wedderburn). Orice corp finit este comutativ.

Teorema 2. F este un corp finit daca si numai daca exista p un numar
prim si exista f € Zy[X] un polinom ireductibil astfel incat

F =2, X]/(f).

Observatia 3. Teorema de mai sus ne spune ca pentru orice corp finit F
exista un polinom X" +a, 1 X" ' +...+a; X +ag € Z,[X], ireductibil
peste Z, astfel incat I’ poate fi scris sub forma

F={ap+ait+...+an1t" " ag...,0n1 € Zy},

unde ¢ satiface egalitatea t" + a, 1t" ! + ... + ait + ap = 0 (adica ¢
este o radacina a polinomului de mai sus).

Teorema 4. Orice doua corpurt finite cu acelasi numar de elemente
sunt izomorfe.

Ex. 1. Completati tablele operatiilor pentru corpurile cu 2,4, 8, 16, 3,
9 respectiv 27 de elemente.

Solutie. Corpurile cu 2, respectiv 3 elemente sunt Fy = (Zy, +,-) si
Fy = (Zs,+,-). (Tema: Scrieti efectiv tablele operatiilor!).

Caclulam Fj astfel: 4 = 22, deci vom cauta un polinom de gradul al
doilea ireductibil peste Z,. De exemplu X? + X + 1 este un astfel de
polinom (calculele sunt facute modulo 2, dar scriem simplu 0 sau 1 in
loc de 0 sau 1). Atunci

F, = {Oéo—l-Oélt ‘ O, 01 €Z27t2:t+1(: —t—l)}
={0,1,¢,1+t}.

Este clar ca (Fy, +) = (Zy X Zy,+). Calcudm inmultirea:

Ox = 0 pentru orice x € F}

lx = x pentru orice x € Fy

=1+t

tl+t)=t+t?=t+t+1=1

1+t 1 +t) =1+t P =1+2t+t?=1+"=1+1+t=t



Deci obtinem tablele

+ [0 1 t 1+t
0] 0 1 t 1+t
1 1 0 1+t ¢
t t 1+t 0 1
1+t|14+t ¢ 1 0
0 1 t 1+t

0 [0 0 0 0

1 (0 1 t 14t

t |0t 1+t 1

1+t|0 1+t 1 t

Analog pentru Fy: 9 = 32 deci cautam un polinom de grad 2 peste
Zs. De exemplu X2 + 1 este un asfel de polinom. Prin urmare

Fy={ag+ oyt | ag, 01 € Zs, t* +1 = 0}
= 0,1, — 1,6, 14+, —1+¢,—t,1—t,—1 —t}

Atunci (Fy,+) = (Zs X Z3,+), iar pentru inmultire procedem astfel:
inmultim elementele din Fy ca polinoame in nedetreminata t si apoi
ludm restul la Impartirea cu 1 + ¢? pentru cd 1 +t2 =0 in Fy. (Asa se
procedeaza in general, aga am procedat gi pentru Fj, unde am impartit
la t? +t+ 1 = 0, doar ca nu am enuntat in mod explicit procedeul.)
De exemplu

A+t 1—-t)=1-t"=—(1+t*)—-1=—1,
(~1+t)t=—t+t*={#*+1)—1—t=—1—tetc. (restul tema).

Pentru Fy = Fys cautam un polinom ireductibil de grad 3 peste Zs,.
De exxemplu X3 + X + 1.

Pentru Fig = Fy: cautm un polinom ireductibil de grad 4 peste Zo,
de exemplu X* + X2 + 1.

Pentru Fy; = F3s a se vedea exercitiul 3 de mai jos.

Ez. 2. (a). Aratati ca intr-un corp comutativ K ecuatia z? = a, unde
a € K este arbitrar, are cel mult 2 solutii.

(b). In care corpuri comutative este valabild formula uzuald de re-
zolvare a ecuatiei de gradul al doilea?

Solutie. Fie K un corp cumutativ (finit sau infinit!).
(a). Daca nu existd b € K astfel incat b*> = a, atunci ecuatia data
nu are solutii. Daca existd b € K astfel incat b? = a, atunci

0=a2>—a=2"—b"= (v —0b)(z+b),
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iar pentru ca un corp nu are divizori ai lui zero x —b = 0 sau x +b = 0,
deci ecuatia data are solutiile b si —b (ele pot fi egale sau diferite, dar
sunt cel mult doua).

(b). Consideram o ecuatie de gradul al doilea

ar’> +bx+c=0, a,b,c € K,a#0.

Scriem ecuatia in forme echivalente (impartim cu a, apoi formam patrat
perfect etc.):

a(r* +atbr +ate) =0
2’ +a br+ale=0
22 +2(27'a"'b)z + a e = 0 (aici 2 inseamna 1 + 1)
22 +227%a D)+ (27 )P - (27 a )P +a e =0
(x+27'a'0)? —2%a 2 +a e =0
(x+2'a D) =220 ~-alc=0
(x+27'a'b)? = 27%a2(b* — 2%ac)
(x+27''0)? = (27'a1)?A unde A = b* — 2%ac.
Conform cu cele discutate la (a) daca nu exista § € K astfel incat

5?2 = A atunci ecuatia nu are solutii in K. Daca exista § € K astfel
incat 62 = A atunci

r+2a b =270y,
deci ecuatia initiala are solutiile:
T12 = 2_16L_1(—b + 5)
Revenind asupra argumentului de mai sus, putem constata ca am folosit
numai proprietati valabile in general intr-un corp comutativ, cu o sin-
gura exceptie si anume cand am considerat 27 = (14 1)7!. Pentru ca

argumentul si fie valid, trebuie ca sa existe 27! in K, deci trebuie ca
2 # 0 (corpul K sa nu aiba caracteristica 2).

Ez. 3. (a). Demonstrati ca

F:{Oé0+()élt+0[2t2 | Qp, 01, 09 €Z3,t3:t—1}

G =A{Po+ but + Bot® | Bo, Br, Bo € L, t* =t* —t — 1}
sunt corpuri izomorfe.
(b). Rezolvati in F ecuatia > — x + 1 = 0 (remarcam ca toate
calculele sunt ficute modulo 3, dar scriem simplu 0 sau 1 in loc de 0
sau 1 etc.).
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Solutie. (a). Polinoamele X?— X +1 si X®— X2+ X +1 sunt ireductibile
peste Zs (verificare directal) deci F' si G sunt ambele corpuri cu 27
elemente, ceea ce implica F' = G.

(b). t este o solutie a ecuatiei z3 —z 4+ 1 = 0, deci (X — t) divide
X3—X—1. Facem impartirea la X —¢ (unde tinem cont c& t3—t+1 = 0):

X X —1=X X+ tX° X+ (- DX -t -+ —t+1)
= XX ) +tX(X —-t)+ (- 1)(X —t)+0
= (X?+HtX +2 - 1)(X —1).

Rezolvim acum excuatia X? +¢tX + (t* — 1) = 0 (corpul are carac-
teristica 3 # 2 deci putem aplica formula):

A=t -4 -1)=—t"+4=4=1,

iar posibilele solutii ale ecuatiei 62 = 1 sunt 1 si —1. G&sim asadar
solutiile ecuatiei de gredul al doilea:

Tig=2"Y-t+1)=—(—t+£1)=tF1.

In final solutiile ecuatiei de gradul al treilea sunt ¢,¢ — 1,¢ + 1.



