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1. MENGEN, ABBILDUNGEN, RELATIONEN

1.1. Logische Grundlagen. Logische Aussagen sind nur die Aussagen die en-
tweder wahr oder falsch sind; die andere Aussagen wei die Fragen die nicht wahr
oder falsch konnen sein sind nicht erlaubt. Zwischen Aussagen gibt es die Opera-
toren:

Negation —

logisches und A

logisches oder V

ausschlieschendes oder &

Implikation =

logische Aquivalenz <

Diese Operatoren werden durch die folgende Tabelle definiert (hier p and ¢ sind
Aussagen und 0 und 1 bezeichnen falsch, bzw. wahr):

pla|p|pANg|pVa|p®q|p=q|pEy
0o(0] 1 [ 0 0 0 1 1
o1 1| o0 1 1 1 0
1lolo] o 1 1 0 0
1110 1 1 0 1 1

ﬂ'bungen zu Logische Grundlagen.

Ubung 1.1.1. Man zeige dass die folgende Formulas Tautologien sind, das heifit
sie stits wahr sind (fiir alle mogliche Werten der Aussagen p, g r etc.).

(

() (pvaVvr)e(pVvigVvr)

(c) (pVaq) = (q¢Vp)

(d) (pAg) = (g D)

(e) A (gVvr) e ((pAgV(pAT))
) (pvgAr) = ((pvg AlpVr))
(g) (pV(PAQ) =p

(h) (pA(pVaq)&p

i) p=q9=(g=r)=>@=r1))
(G) p=0p

—

~
Na»
—

p=q) & (—g = —p).

1.2. Mengen. Mengen sind Ansammlung von Objekten (die Elemente gennant
werden) so dass jedes Element ist eindeutig bestimmt. Mengen konnen direkt durch
explizite Angabe ihrer Elemente (d. h. syntetisch) oder durch die Bedingungen
(Eigenschaften), die die Elemente erfiillen miissen (d. h. analytisch), angegeben
werden. Man schreibt z € A (und man spricht "a gehort zu A) um zu sagen
dass x ein Element der Menge A ist. Man notiert, dass die Begriffe ”Menge” und
”Eingehorigkeit” sind primére, d.h. sie werden nicht definiert.

Beispiel 1.2.1. a) A ={1,2,3}, B={a,b,c,d},C ={?,7,x,V}, N={0,1,2,3,...}.
b) Z={z|zeNund0<z<10},[-3,8)={x|z€Rund —3 <z <8}
c¢) Andere Beispiele ...

Definition 1.2.2. Zwei Mengen sind gleich genau dann, wenn diese Mengen dieselbe
Elemente erhalten.
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Beispiel 1.2.3. {1,2,3} ={zr e N |1 <2z <3} ={zr€Z |0 <z <4}
N={zxeZ]|z >0}

Bemerkung 1.2.4. a) Die Reihenfolge der Elemente einer Menge ist unerheblich:
{1,2} = {2,1} oder {a,b,c} = {b,c,a} = {a,c,b}.

b) Ein Element einer Menge erscheint nur einmal: {1,2} und NICHT {1,2,2,1}.

¢) Bei der analitischen Angabe einer Menge ist Vorsicht gefordert. Zum Beispiel
fithrt die Konstruktion R = {z | « ¢ z} zu Wiederspriichen. Genauer beide
Aussagen R € Rund R ¢ R fiihren zum Wiederspruch (das Russelsche Paradoxon).
Hier ¢ A ist die Negation der Aussagen x € A). Wir beschéftigen uns nich
viel mit Probleme dieser Art, aber wir vermeiden die Widerspriichen wenn wir
arbeiten lokal, d.h. wenn P ist eine Eigenschaft (Priddikat) dann wir definieren
A ={x € U | P(z)} und nicht A = {z | P(z)}, wobei U ist eine umbegriffende
Menge (das Universum des Diskution).

Beispiel 1.2.5. Zahlenmengen:
Naturliche Zahlen: N ={0,1,2,3,...}, N*={1,2,3...}.
Ganze Zahlen: Z ={...,-2,-1,0,1,2,...}.
Rationale Zahlen: Q = {7 [ n,m € Z,n # 0}.
Reele Zahlen: R (R =7).
Complexe Zahlen: C = {a +ib | a,b € R} wobei i2 = —1.

Definition 1.2.6. Seien A und B Mengen. Man sagt dass A einer Teilmenge von
B ist, wenn x € A impliziert x € B. Man schreibt A C B.

Definition 1.2.7. Die leere Menge ist die Menge die keine Elemente enthéalt. Man
schreibt ) fiir die leere Menge.

Satz 1.2.8. Sind A, B und C Mengen so gelten die folgende Aussagen:

a) A C A (Reflexivitdt).
) Wenn AC B und B C C dann A C C (Transitivitat).
) A=B gdw A C B und B C A (Antisymmetrie).

) 0 C A
)

(e) Die leere Menge ist eindeutig.

(
(b
@

Beweis. O

Operationen mit Mengen.

Definition 1.2.9. Seien A und B Mengen. Man definiert:

(a) Die Vereinigung von A und B durch AUB ={z |z € AVx € B}.
(b) Der (Durch)Schnitt von A und B durch ANB ={z |z € ANz € B}.
(c) Die Differenz von A und B durch A\ B={x |z € ANz ¢ B}.

Ist A C U so nennt man CyA = U \ A die Komplementare von A in U.

Bemerkung 1.2.10. Die Mengen lassen sich durch die so genannte Euler-Venn
Diagramme dargestellt werden. Zum Beispiel:
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Theorem 1.2.11. Seien A, B, C, U Mengen, so dass alle A, B, C Teilmengen

von U sind.

(a) (AUB)UC =AU(BUC) und (ANB)NC =AN(BNC) (Assoziativitat).

(b) AUB=BUA und AN B =BNA (Kommutativitat).

(¢ AUBNC)=(AUB)N(AUC) und AU(BNC) = (AuB)Nn(AUC)
(Distributivitat).

(d) AUA=A=ANA (Idempotenz).

(e) AU(ANB)=A=AnN(AUB) (Absorbtion).

(f) Cy(AUB)=CyANCyB und Cy(ANB) = CyAUCyB (die Regels von de
Morgan).

Beweis. |

Definition 1.2.12. Sei A eine Menge. Die Potenzmenge der A ist die Menge aller

Teilmengen von A, d.h.
PA)={X|X C A}.

Bemerkung 1.2.13. Die Definition der Potenzmenge gefordert Vorsicht: welches
Universum soll benutzt werden? Zu notieren: das Cantorsche Paradoxon wird mit
der Hilfe der Potenzmenge gebaut.

Definition 1.2.14. Fiir zwei Mengen A und B, das Cartesisches Produkt ist
Ax B={(a,b) |a€ Aund b € B}.
Dabei ist (a,b) ein Paar (d. h. eine geordnete Menge), die durch
(a,b) = {a,{a,b}}

rein mengentheoretisch definiert lasst.
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Bemerkung 1.2.15. Induktiv kann man das Produkt endlich vieller Mengen
definiert:

A1 XAQ X -~-An—1 X An = (Al X A2 X --~An—1) X An
Ist A eine Menge so ist A = A und A" = A"~1 x A, fiir alle n > 1.
ﬂ'bungen zu Mengen.

Ubung 1.2.16. Man bestimme AU B, AN B, A\ B, Cy(A), A x B, wobei
3n+5
n+1
Ubung 1.2.17. Man bestimme P(0), P({0}), P({0,{0}}).
1.3. Abbildungen.

Definition 1.3.1. Eine Abbildung ist ein Tripel (A, B, f) die aus zwei Mengen A
und B und eine Korrespondenz f besteht, so dass die Korrespondenz f zu jedes
Element aus A ein eindeutig bestimmt Element aus B zugeordnet. Man nennt die
Mengen A und B den Definitionsbereich bzw Wertensbereich der Abbildung. Man

schreibt f : A — B oder A I, B. Fiir a € A notiert man f(a) das einzelnes
Element aus B das unter f zu a zugeordent wird. Man schriebt auch a — f(a) und
f(a) ist das Bild von a unter f gennant. Man bezeichnet mit B4 die Menge aller
Abbildungen von A nach B, d.h.

B ={f:A— B f ist eine Abbildung}.
Bemerkung 1.3.2. Zwei Abbildungen f : A — B und f’ : A’ — B’ sind gleich
gdw A= A", B= B und f(z) = f(2’) fiir alle z € A.
Bemerkung 1.3.3. Abbildungen kénnen in verschidene Weisen angegeben werden:
(a) Durch direkte Angabe ihrer Bilden, z. B. f : {1,2,3} — {a,b,c,d}, f(1) =
f(2) = aund f(3) = b. Varianten (fiir dieselbe Abbildung): Durch die Tabelle:
T 112

3
f)|lala|b

A={neN| € N} und B ={z € Z | z ist gerade und —2 <z < 3}.

oder durch die Diagramme:

(b) Durch eine Formula, z. B. f : N = N, f(x) =z +1 fiir alle x € N. Frage: Jede
Formula fithrt zu einer wohl definierten Abbildungen?

Beispiel 1.3.4. (a) Ist A eine belibige Menge soist 14 : A — A, 14(x) = z fiir alle
x € A eine Abbildung. Man schreibt manchmal idy = 14 (die Identitdtabbildung
von A).

(b) Sind A und B Mengen, so dass A C B, soisti =isp: A — B, i(zx) =z,
fiir alle z € A eine Abbildung (die Inklusionsabbildung von A in B). Man notiere,
dass ia,p = 14 gdw A = B, umsonst i4, 5 # 4.
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(¢) Sind A, B, C Mengen so dass C C A und ist f: A — B eine Abbildung, so
bildet man eine andere Abbildung, die die Restriktion der f zu C' gennant wird,
bei flc: C = B, flo(z) = f(z) fir alle z € C.

(d) Die folgende Korrespondenzen sind keine Abbildungen:

Definition 1.3.5. Sei f : A — B eine Abbildung und seien X € Aund Y C B
zwei Teilmengen (von A bzw B). Man definiert:

(a) Das Bild von X unter f, bei
f(X)={f(z) |z e X} ={y € B|3x € X sodass f(z) =y}
Im Fall X = A spricht man iiber das Bild von f, namlich f(A4) = Imf.
(b) Das Gegenbild (inverse Bild) von Y unter f, durch
fHY)={z e A| f(x) €Y}

Definition 1.3.6. Sind f: A — B und g : B — C Abbildungen, so definiert man
die zusammengesetzte Abbildung oder die Komposition go f : A — C, (go f)(z) =
g(f(z)) fir alle z € A.

Theorem 1.3.7. Wenn sie definiert ist, ist die Zusammmengesetztung der Ab-

blidungen assoziativ, d. h. wenn A 5LB% 0 D dann (hog)of=ho(gof).
Die Identititsabbildung wirkt als neutrales Element fiir die Zusammengesetztung,

d.h. wenn AL B dann f = foly=1go f.
Bewets. (]

Definition 1.3.8. Sei f : A — B eine Abbildung. Man nennt f invertierbar wenn
eine Abbildung [’ : B — A existiert, so dass f'o f =14 und fo f' = 1p.

Satz 1.3.9. Ist f : A — B invertierbar, so ist die Abbildung f' : B — A bei
der Eigenschaften f' o f =14 und f o f' = 1p eindeutig bestimmt. Man schreibt
f~1 = f', und man nennt es die Inverseabbildung von f. Es gilt also (f~1)~1 = f.

Beweis. O

Beispiel 1.3.10. exp : R — (0,00), exp(z) = €” ist inverierbar und hat die
Inverse In : (0,00) — R. Man bemerke den Zusammenhang zwischen invertierbare
Abbildungen und die Losung der Gleichungen!

Satz 1.3.11. Sind A & B % C 2wei invertierbare Abbildungen, so ist go f auch,
und gilt es (go f)"t=f"log L

Beweis. O
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Injektivitit, Surjektivitit, Bijektivitit.

Definition 1.3.12. Sein f: A — B eine Abbildung: Man nennt f:

(a) ingektiv falls fir x1,x2 € A, 21 # xo impliziert f(x1) # f(x2).
(b) surjektiv falls fiir alle y € B es gibt x € A so dass f(z) = y.
(c) bijektiv falls f inketiv und surjektiv ist.

Bemerkung 1.3.13. Aquivalent ist eine Abbildung f: A — B

(a) injektiv falls x1, 22 € A, f(z1) = f(z2) implieziert x1 = zs.
(b) surjektiv falls f(A) = B.

Bemerkung 1.3.14. Sei f : A — B eine Abbildung. Dann ist f injektiv, surjektiv
oder bijektiv gdw fiir irgendeine y € B die Gleichung f(z) = y hat hochstens,
mindestens, bzw genau eine Losung x € A.

Satz 1.3.15. Seien A 5> B % C zwei Abbildungen. Die folgende Ausagen gelten:

a) Sind f und g injektiv, so ist go [ auch.
) Sind f und g surjektiv, so ist go f auch.
(c) Sind f und g bijektiv, so ist go f auch.
) Ist g o f injektiv, so ist f auch.
(e) Ist go f surjektiv, so ist g auch.
(f) Ist go f bijektiv, so ist [ injektiv und g surjektiv.

(
(
(

Beweis. O

Satz 1.3.16. Sei f : A — B eine Abbildung, und A # (. Die folgende Aussagen
sind dquivalent:

(i) f ist injektiv.

(ii) f hat eine Linksinverse, d.h. existiert g: B — A, so dass go f = 14.

(i) f ist links verziirzbar, d.h. wenn hy,hy : A’ — A sind Abbildungen, so dass
fohl ZthQ dann hl Zhg.

Beweis. O

Satz 1.3.17. Seig: B — A eine Abbildung. Die folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) g ist surjektiv.
(ii) g hat eine Rechtsinverse, d.h. existiert f : A — B, so dass go f = 14.
(iii) g ist rechts verziirzbar, d.h. wenn ki,ky : A" — A sind Abbildungen, so dass
kiog=ksog dann ki = ko.

Beweis. O

Theorem 1.3.18. Sei f : A — B eine Abbildung. Die folgende Aussagen sind
aquivalent:

(i) f ist bijektiv.
(ii) f st invertierbar.
(iii) f ist links und rects verzirzbar.

Beweis. O
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Die Kardinalanzahl einer Menge.

Definition 1.3.19. Man sagt dass zwei Mengen A und B haben dieselbe Kardi-
nalanzahl falls eine bijektion f: A — B gibt. Eine Menge A ist endlich falls A = ()
oder n € N* existiert so dass A und {1,2,...,n} dieselbe Kardinalanzahl haben.
Im lezten Fall die naturliche Zahl n ist eindeutig bestimmt, weil keine Bijektion
zwischen {1,2...,n} und {1,2,...,m} mit n # m existiert; man sagt A hat die
Kardinalanzahl n, und man schriebt |A| = n oder 4 = n. Die leere Menge hat
keine Elemente, und ihrer Kardinalanzahl ist null; man schreibt || = 0.

Bemerkung 1.3.20. Fiir endliche Mengen ist die Kardinalanzahl einfach die An-
zahl der Elementen. Aber Kardinalanzahlen kénnen auch fiir unendliche Mengen
definiert werden, und dadurch die ”grofle” dieser unendlichen Mengen vergleichen.

Satz 1.3.21. Flir eine endliche Menge A und eine Abbildung f : A — A sind die
folgende Aussagen dquivalent:

(i) f ist injektiv.

(ii) f ist surjektiv.

(i) f st bijektiv.
Beweis. (]

Bemerkung 1.3.22. Eine Unendliche Menge A wird charakterisiert durch die
Eigenschaft, dass eine injektive (oder surjektive) Abbildung f: A — A existiert so
dass f ist nicht bijektiv.

Definition 1.3.23. Fiir eine Teilmenge X von A ist die charakteristische Funktion
xx : A—{0,1} von X (beziiglich A) definiert durch

(z) = lfallsz € X

XX = 0falls o ¢ X

Lemma 1.3.24. Fiir jede Menge A ist die Abbildung x : P(A) — {0,1}4, x(X) =
xx eine Bijektion.

Beweis. O

Korollar 1.3.25. Fiir jede Menge A gilt |P(A)| = [{0,1}*| und die Mengen A und
P(A) haben nicht dieselbe Kardinalanzahl.

Beweis. O
Das Cartesisches Produkt.

Satz 1.3.26. Man betrachte die Mengen Ay, Ao, ..., A,, wobein € N*. Man zeige
dass

A X Ay x ... x Ay = (AL U AU U Ap) 2t wobei
dlay,az,...,a,)(0) = ay, firalleiel
eine injektive Abbildung ist, mit dass Bild
Img = {f € (A, UAyU...UA,)2mb | (i) € A; fir allei € I},
Folglich induziert ¢ eine Bijektion Ay X As X ... x Ap — Imé, (a1,a9,...,a,) —
dar,ag, ... an).

Beweis. O
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Der vorige Satz erlaubt uns zu erweitern die Definition des Cartesishes Produkt
im Fall einer moglich unendlichen Familie von Mengen:

Definition 1.3.27. Man betrachten die Familie von Mengen A; mit ¢ € I. Durch
Definition ist das Cartesiscshes Produkt dieser Familie:

HAi:{f:I%UAif(i)eAifﬁralleiEI}.

el i€l

Bemerkung 1.3.28. (1) Falls in der vorigen Definition A; = A fiir alle ¢ € I gilt,
dann haben wir:

AT =TJAi={f:1— A| f eine Abbildung ist}
icl
(man vergleiche mit der Notation B4 aus der Definition 1.3.1).
(2) Die Existenz des Cartesisches Produkt erfordet eine spezielle mengentheo-
retisch Axiom, namlich die Axiom der Wahl. Obschon intuitiv klar ist, ist formell

nicht moglich ohne diese Axiom eine Abbildung f: I — (J;c; 4i zu bilden, so dass
f(@) € A; fiir alle 7 € T (d. h. zu wahlen die Elemente f(i) € A;,i € I).

Operationen.

Definition 1.3.29. Sei A eine Menge. Eine (bindre) Operation (oder Verknupfung)
auf A ist eine Abbildung % : A x A — A. Oft schreibt man a * b statt *(a,b).

Definition 1.3.30. Sei x : A x A — A eine Operation auf A. Die Operation x*
nennt man:

(a) assoziativ falls a x (b* ¢) = (a x b) x ¢ fir alle a,b,c € A.

(b) kommutativ falls a x b = b * a fir alle a,b € A.

Ein Element ¢ € A mit der Eigenschaft e xa = a x e = a fiir alle a € A heifit
neutrales Flement fir x. Hat die Operation x ein neutrales Element e, so nennt
man ein Element x € A invertierbar falls ' € A existiert, so dass x 2’ = e = 2’ x .

Satz 1.3.31. Wenn eine Operation x : A X A — A ein neutrales Element besitzt,
dann ist es eindeutig.

Beweis. |

Satz 1.3.32. Man betrachte eine assoziative Operation x : A x A — A die ein
neutrales Element e besitzt.

(a) Ist x € A invertierbar, so ist ©' € A mit der Eigenschaft x «x 2’ = e = 2’ xx
eindeutig. Man bezeichent es mit =! und man nennt es das Inverseelement

von x. Mehr, gilt es (z71)~1 = x.

(b) Sind x,y € A invertierbare Elemente, so ist x *y auch, und es gilt (xy)~! =
y~ 1zl

Beweis. O

Definition 1.3.33. Ein Monoid ist ein Paar (M, *) wobei M eine Menge ist zusam-
men mit einer assoziativen Operation * : M x M — M, die ein neutrales Element
besitzt. Sind (M, *) und (N®) Monoide, so heiBt Monoidhomomorphismus eine
Abbildung f : M — N mit der Eigenschaft f(xxy) = f(z)* f(y) fir alle z,y € M.
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Beispiel 1.3.34. (1). Die folgende Paaren sind Monoide: (N,+), (Z,+), (N,-),
(Z, ')a (QaJr)a (Qv ')7 (Ra +)a (Rv ')7 ((Ca +)a (Cv )

(2) Sind (M, *) und (N, *) Monoide so sind 15 : M — M unde: M — N,
e(z) = e fiir alle € M Monoidhomomorphismen.

ﬂ'bungen zu Abbildungen.

ﬂ'bung 1.3.35. Man betrachte die Abbildungen:

(1) f1:R—=R, fi(z) =22

(2) f2:[0,00) = R, fo(z) =2°

(3) f3: R —[0,00), f3(x) = 2°

(4) f1:[0,00) = [0,00), fa(w) = 2*.

Man entscheide fiir jede Abbildung ob sie injektiv, surjektiv oder bijektiv ist.

["Ibung 1.3.36. Fiir die folgende Abbildungen entscheide man ob sie injektiv, sur-
jektiv oder bijektiv sind. Wenn es existiert, bestimme man die Inverseabbildung:

' [ 2z+1fallsx <1
(1) f.R—>R7f(93)—{ v+ 2falls 1< o
22+ 1fallsz <0
(z)f,]R—HR,f(JU)—{_x+2fallso<fc
. [ 2z41fallsz <0

(3) f.R%R,f(x){ z+2 falls 0 < &

ﬂ'bung 1.3.37. Man entcheide wenn die Zusammengesetzungen fog und go f sind

definiert, und wenn ja, berechne man die Komposition der folgenden Abbildungen:
2?2 —1fallsz < —1 —xr+1fallsx <3

W) frg:R2RI@ =9 4 1tals —1<a ‘mdg(x)_{ z—2falls3 <z

(2) f:R—[0,00), f(x) =|z| und g : N* = R, g(x) = 1/x.

(3) f:R—[0,00), f(x) =22 +1und g:[0,00) = R, g(x) = /2.

Ubung 1.3.38. Scien A, B, C Mengen so dass C C A und sei f : A — B eine
Abbildung. Man zeige, dass f|c : f o, wobei i : A — C die Inklusionsabbildung
ist.

[”J'bung 1.3.39. Sei f: A — B eine inverierbare Abbildung und sei Y C B. Dann
durch f~1(Y) kénnen wir entweder das Gegenbild von Y unter foder das Bild von
Y unter f~! meinen. Man zeige dass die beide Meinungen sind gleich.

Ubung 1.3.40. Man finde ein Beispiel von zwei Abbildungen f,¢g : N — N so
dass go f # fog. (Obwohl die Komposition ist zweiseitig definirt, ist sie nicht
kommutativ).

Ubung 1.3.41. Man zeige, dass jede Abbildung f : A — B als eine zusammenge-
setzte Abbildung f = 7 o p geschrieben lass, wobei ¢ = iy injektiv ist und p = py
surjektiv ist.

Ubung 1.3.42. Man finde je ein Beispiel das aus einer Abbildung f : A — B
entsteht, so dass:

(1) f injektiv ist aber sie keine Linksinverse hat.

(2) f hat genau eine Linksinverse, aber sie ist nicht bijektiv.
(3) f hat genau zwei Linksinversen.

(4) f hat unendlich viele Linksinversen.
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Ubung 1.3.43. Man finde je ein Beispiel das aus einer Abbildung g : B — A
entsteht, so dass:

(1) g hat genau zwei Rechtsinversen.

(2) ¢ hat unendlich viele Rechtsinversen.

Man zeige, dass g genau eine Rechtsinverse hat gdw g bijektiv ist.

Ubung 1.3.44. Man finde je ein Beispiel das aus zwei Abbildungen A Lp4e
entsteht, so dass:

(1) go f injektiv ist, aber g nicht injektiv ist.

(2) go f surjektiv ist, aber f nicht surjektiv ist.

(3) go f bijektiv ist, aber g nicht injektiv ist und f nicht surjektiv ist.

Ubung 1.3.45. Sei f : A — B ecine Abbildung, und seien X, X7, Xo C A und
Y,Y1,Y; C B Teilmengen. Man zeige:

(1) X € f71(f(X)).
(2) f(X1UX3) = f(X1)U f(X2).

(3) f(Xy ﬂX2) C f(X1) N f(Xa).

4) f(f(Y)cy.

(5) f 'MuYs) = 1Y) U fH(Ya).
(6) f7'(MNYsy) = 1Y) N fH(Ya).

Ubung 1.3.46. Fiir eine Abbildung f : A — B sind die folgende Aussagen
aquivalent:

(i) f ist injektiv.

(i) X = f~1(f(X)) fiir irgendeine Teilmenge X C A.

(iil) f(X1NXs2) = f(X1)N f(X2) fiir irgendzweie Teilmengen X;, Xo C A.
Man finde je ein Beispiel, um zu zeigen dass die Injektivitat von f ist notwendig
fiir die beide Gleichungen (2) und (3).

I"J'bung 1.3.47. Fir eine Abbildung f : A — B sind die folgende Aussagen
aquivalent:

(i) f ist surjektiv.

(i) f(f~1(Y)) =Y fiir irgendeine Teilmenge Y C B.
Man finde ein Beispiel, um zu zeigen dass die Surjektivitat von f ist notwendig fiir
die Gleichung (2).

Ubung 1.3.48. Seien A und B endliche Mengen mit [A| = n und |B| = m. Man
finde |B4|. Hinweis: Man zeige durch Induktion nach n dass [B4| = m™.

Ubung 1.3.49. Seien A und B endliche Mengen mit |A| = n und |B| = m. Man
finde die Anzahl aller injektiven Abbildungen von A nach B. Hinweis: die Anzahl
ist A7, = —m!

(m—mn)!"
Ubung 1.3.50. Sei A eine endliche Menge mit |[A| = n. Man finde die Anzahl
aller bijektiven Abbildungen f: A — A (aller Permutationen).

Ubung 1.3.51. Sei B eine endliche Menge mit |B| = m. Man finde die Anzahl

aller Teilmengen von B mit n Elementen. Hinweis: die Anzahl ist (') = #Ln),

Ubung 1.3.52. Man zeige: ., (M) =2m.
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Ubung 1.3.53. (das Prinzip von Inklusion und Exklusion) Seien Aj, A, ..., A,
endliche Mengen, wobei n € N*. Dann:

[ATUA U UAL = D A= D A4+ > AN AN A

1<i<n 1<i<j<n 1<i<j<k<n
— e (ED)"HAI N AN N Ay

[AiNAsn.nAn= D JAil= D AU+ D JAiUA; U A

1<i<n 1<i<j<n 1<i<j<k<n
— e (CD)HA U A UL U A,

Ubung 1.3.54. Seien A und B Mengen, mit |A] = n und |B| = m. Man finde die
Anzahl aller surjektiven Abbildungen f: A — B.

ﬂ'bung 1.3.55. Man zeige dass die Mengen N, Z, Q dieselbe Kardinalanzahl haben.

ﬂ'bung 1.3.56. Man zeige dass N und R nicht dieselbe Kardinalanzahl haben.
Hinweis: Man zeige, dass |R| = |P(N)|.

Ubung 1.3.57. Sei A eine endliche Menge mit |A] = n.

(1) Wieviele Operationen auf A definieren lassen?
(2) Wieviele davon sind kommutativ?
(3) Wieviele davon ein neutrales Element besizt?

I"Jbung 1.3.58. Man betrachte die Operation * : R x R — R, gegeben durch
rxy = xy+ 2ax+ by, fir alle z,y € R. Man bestimme a,b € R, so dass x assoziativ
und kommutativ sei.

Ubung 1.3.59. Sei A eine Menge (die Alphabet gennant wird), und sei W =
W(A) = U,en A" (die Menge aller Waorter iiber A). Hier A° = {\}, wobei A das
leeres Wort ist, und A" = {z122... 2y, | 21,22,...,2, € A}. Als eine Ausnahme
von der allgemeinen Regel, bezeichnet wir hier xi25...2, = (x1,22,...,Zn), SO
ist A™ die Menge aller Worter von lange n. Man zeige, dass (W, -) ein Monoid ist
wobei
(122 ... 2n) - (Y1Y2 -+ - Ym) = T1T2 - . TpY1Y2 - - - Y € A"

Mehr da A! = A gilt, kénnen wir A als eine Teilmenge von W betrachten. Ferner
zeige man, dass (W, ) das freies Monoid iiber A ist, d. h. fir jedes Monoid (M, )
und jede Abbildung f : A — M, existiert ein einziges Monoidhomomorphismus
f:W — M, sodass fla=f.

1.4. Relationen.

Definition 1.4.1. Eine Relation ist ein Tripel (A, B, R), wobei A und B beliebige
Mengen sind, und R C A x B. Manchmal notieren wir = (A, B, R) und schrieben
wir arb stat (a,b) € R, manchmal schrieben wir nur R C A x B um die Relation
zu bezeichen. Wie im Fall der Abbildungen A und B werden Definitionsbereich
bzw Wertensbereich gennant. Ist A = B so nennt man die Relation R C A x A
homogen.

Bemerkung 1.4.2. Abbildungen konnen als spezielle Relationen betracht wer-
den, namlich eine Abbildung f : A — B ist eine Relation f = (A, B, F) mit der
zusétzliche Eigenschaft, dass flir jedes Element x € A es gibt ein einzelnes Element
y € B so dass xfy. In diesem Fall F = {(a, f(a)) | a € A ist der Graph der
Abbildung.
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Beispiel 1.4.3. Die folgende Beispiele sind Relationen die keine Abbildungen sind:

(1) Die gewonliche kleiner oder Gleich Beziehung ist eine homogene Relation auf
N, Z, Q oder R.

(2) Die Teilbarkeit a|b gdw existiert ¢ so dass b = ac ist eine homogene Relation
auf N oder Z.

(3) Sei n € N, n > 1. Die Kongruenz modulo n ist eine homogene Relation auf Z.
Erinnerung: Die Kongruenz modulo n wird durch = y( mod n) gdw n|(z—y)
definiert.

(4) Fir jede Menge A ist € eine Relation zwischen A und P(A).

Beispiel 1.4.4. Fiir jede Menge ist die Gleichung eine homogene Relation auf A.
Man bemerke, dass diese Relation auch eine Abbildung ist, ndmlich die identische
Abbildung der Menge A.

Bemerkung 1.4.5. Wie im Fall der Abbildungen, es gibt verschiedene Weisen
durch die eine Relation gegeben werden kann:

(1) Duch direckte Angabe der Paaren die in Relation sind, z. B. fals A = {0, 1,2, 3,4},
B = {a,b,¢,d} und R = {(0,a),(0,b),(1,a),(1,d),(1,¢),(2,d),(3,d), (4,¢)},
dann (A, B, R) eine Relation ist. Die Diagrame kommen auch hier zu hilfe:

(2) Durch eine Matrix mit Eingaben in der Menge {0,1}: Man betrachte zwei
endliche Mengen A = {a1,as,...,a;,} und B = {by,bs,...,b,} und eine Re-
lation R C A x B. Diese Relation kann durch eine Matrix M(R) = (m; ;) €
M, 5, ({0, 1}) dargestellt werden, wobei

- _ [ 1falls (a;,b;) € R
Mi,j 0 falls (a;,b5) ¢ R

7.B die matrix der vorigen Relation ist:

1100
1110
0 0 0 1
0 0 01
0 010

Hier M, «»({0,1}) bezeichnet die Menge aller Matrizen (d. h. rechteckige
Tabelle) mit m Reihen und n Spalten und Eingaben in {0, 1}.

(3) Durch eine Beziehung zwischen die Elementen die in Relation sind, als im
Beispiel 1.4.3.
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Definition 1.4.6. Fiir jede Relation (A, B, R) definiert man die Inverserelation
durch (B, A, R™1), wobei (b,a) € R™! gdw (a,b) € R fiir jede Paar (a,b) € A x B.

Bemerkung 1.4.7. Fir jeder Relation (A4, B, R) lasst sich Die Inverserelation
defieneren werden. Wie jede Abbildung als eine Relation betrachten kann, ist jede
Abbildung invertierbar als Relation. Aber ist die Inverserelation einer Abbildung
genau dann eine Abbildung wenn die Abbildung bijektv ist.

Definition 1.4.8. Seir = (A, B, R) eine Relation, und X C A, Y C B Teilmengen.
Man definiert 7(X) = {y € B | es gibt z € A so dass zry} and r1(Y) = {z € A |
es gibt y € B so dass ary}.

Bemerkung 1.4.9. Fiir eine Relation r = (A, B, R) und eine Teilmenge Y C B
gilt es (r=1)(Y) = r=1(Y).

Definition 1.4.10. Sind (4, B, R) und (C, D, S) zwei Relationen, so definiert man
die Zusammengesetzte Relation durch (A, D, S o R) wobei

SoR=1{(a,d)|es gibt x € BNC so dass (a,z) € B und (z,d) € S}.

Bemerkung 1.4.11. Um die Zusammengesetzterelation defienert sein ist es nich
notwending, wie im Fall der Abbildungen, der Wertensbereich der ersten gleich zum
Definitionsbereich der zweiten Relation sein.

Definition 1.4.12. Eine homogene Relation r = (A, A, R) nennt man:

(a) reflexiv falls ara fir alle a € A.

(b) transitiv falls fiir alle a,b,c € A aus arb und bre folgt arc.

(c) symmetrisch falls fir alle a,b € A aus arb folgt bra.

(d) antisymmetrisch falls fiir alle a,b € A aus arb und bra folgt a = b.

Man nennt Prdordnung eine homogene Relation die reflexiv und transitiv ist.
Aquivalenzrelationen.

Definition 1.4.13. Sei A eine Menge. Eine Aquivalenzrelation (oder kiirzer Aquivalenz)
auf A ist eine Priordung die auch symmetrisch ist, d.h eine homogene Relation auf
A die reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.

Beispiel 1.4.14. Die folgende Relationen sind Aquivalenzen:

(1) Die Gleicheitrelation auf einer beliebigen Menge.
(2) Die Kongurenz der Dreiecken (auf der Menge aller Draiecken aus der Ebene).
(3) Die Anlichkeit der Dreiecken (auf der Menge aller Draiecken aus der Ebene).

Definition 1.4.15. Sei = eine Aquivalenzrelation auf einer Menge A. Fiir a € A
bezeichent man

[a] =alz={x€A|la=1z}

die A'quivale@zklasse von a. Man nennt die Faktormenge von A modulo = die
Menge aller Aquivalenzklassen, d.h.

A/=={la] |a € A}.

Die Abbildung p = p= : A — A/= gegeben durch p(z) = [z] wird die kanonische
Projektion von A nach A/= gennant.
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Bemerkung 1.4.16. In der Definition der Faktormenge ist es moglich (und auch
sehr wahrscheinlich) einige Elemente mehrmal erscheinen. Wir wissen dass is einer
Menge, ein Element erscheint nur einmal. Aber es Aufmeksamkeit erfordet, da eine
falsche Bentitzung zu nicht wohl definierte Abbildungen fithren kann.

Satz 1.4.17. Sei (A, A, =) eine Aquivalenzrelation auf einer Menge A, und a,b €
A. Dann gilt:

(a) a € [a], so ist [a] # 0.

(b) [a] = [b] gdw a =b.

(c) [alN[b] # 0 gdw [a] = [b].

(d) Uszeals] = A.

Beweis. ([l

Definition 1.4.18. Sei A eine Menge. Eine Partition der Menge A ist eine Teil-

menge m C P(A) (d. h. eine Menge derer Elemente sind Teilmengen von A), so

dass:

(a) 0 ¢m.

(b) Wenn X,Y € 7 so dass X NY # () dann X =Y.

(€) Uxer X = A.

Theorem 1.4.19. Sei A eine Menge.

(1) Ist (A, A,=) eine Aquivalenzrelation auf A, so ist A/= eine Partition der
Menge A. )

(2) Istw C P(A) eine Partition der Menge A, so ist (A, A, =) eine Aquivalenzrelation
auf A, wobei fiir jedewelche a,b € A wir haben

a =, b genau dann wenn X € w existiert, so dass a,b € X.

(3) Die Verfahren (1) and (2) beschreiben zwei gegenseitige Inverseabbildungen,
zwischen die Menge aller Aquivalenzrelationen auf A und die Menge aller Par-
titionen der Menge A.

Beweis. O
Ordnungsrelationen.

Definition 1.4.20. Sei A eine Menge. Eine Ordungsrelation (oder kiirzer Ordnung)
auf A ist eine Praordung die auch symmetrisch ist, d.h eine homogene Relation auf
A die reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist.

Hiufig notiert man < eine Odnungsrelation, und man sagt, dass (4, <) eine
geordnete Menge ist. In diesem Fall man schriebt z < y fir z <y und x # y.

Beispiel 1.4.21. Die folgende Relationen sind Ordnungen:

(1) Die Gleicheitrelation auf einer beliebigen Menge.

(2) Die gewonliche kleiner oder gleich Beziehung auf N, Z, Q oder R.

(3) Die Eingeschlossenheit auf einer Menge derer Elemente sind Mengen, z. B.

(P(A),C), wobei A eine beliebige Menge ist.

Man bemerke, dass in (R, <) gilt 2,y € R = z < yoder y < z (d. h. (R, <) ist eine
Kette) aber (P(A),C) keine Kette ist, da X,Y € P(A) existieren so dass X ¢ YV
und YV € X (fiir [4] > 2).

Definition 1.4.22. Sei (A, <) eine geordnete Menge. Ein Element a € A heifit:
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(a) minimal fals fiir jedes x € A wenn z < a dann x = a.
(b) mazimal fals fiir jedes x € A wenn a < z dann z = a.
(c) das kleinste Element von A wenn a < x fiir alle x € A.
(d) das grifte Element von A wenn x < q fiir alle z € A.

Bemerkung 1.4.23. Sei (4, <) eine geordnete Menge. Man bezeichne >=<-1, d.
h. z > y gdw y < x. Es ist leicht zu verifizieren (["Ibung 1.4.48), dass > eine Ord-
nunsrelation ist. Man bemerke, dass a € A ist minimal oder das kleinste Element
in (4, <) gdw a ist maximal bzw das grofite Element in (A, >) und umgekehrt.

Lemma 1.4.24. Sei (A, <) eine geordnete Menge. Falls A die kleinste (grifite)
Element besitzt, ist dieses Element die einzges minimalen (mazimalen) Element
auch.

Korollar 1.4.25. Der kleinste/grofste Element einer geordnete Menge, falls ex-
istiert, ist eindeutig.

Beweis. O

Theorem 1.4.26. Fir eine geordnete Menge (A, <) sind die folgende Aussagen
dquivalent:

(i) Jede nicht leere Teilmenge von A ein minimales Element besitzt (die Mini-

malitatsbedingung).
(ii) Jede fallende Kette von Elementen aus A ist endlich, d. h. falls ag > a1 > ag
ldots mit ag,a1,as2,... € A, dann ezistiert n € N so dass a, = apy1 = ...

(die Bedingung der fallenden Ketten).
(iii) Ist B C A eine Menge mit der Eigenschaften
(a) B enthdlt alle minimal Elemente aus A;
(b) fiirae A wenn {x € A|x <a} C B dann a € B;
so gilt B = A (die Induktivitatsbedingung).

Beweis. O

Definition 1.4.27. Sei (A, <) eine geordnete Menge und X C A. Eine un-
tere/obere Schranke von X ist ein Element a € A so dass, a < x, bzw. < a
fiir alle x € X. Man nennt das Infimum (Supremum) von X in A die grofite (bzw.
kleinste) untere (obere) Schranke von X, d.h.

. a<gfir allex € X
inf X € A gdw .
wenn a’ € A so dass a’ < z fiir alle # € X dann o’ < a.

z<agqfirallexeX

supX =a € A gdw
P & {wenn a' € Asodass z < d fiirallex € X dann a < a’.

Bemerkung 1.4.28. Sei (A, <) eine geordnete Menge und X C A.
(1) Falls existieren, sind inf X und sup X eindeutig.

(2) Existiert das kleinste (groBte) Element a von X so gilt ¢ = inf X (a =
sup X).

Beispiel 1.4.29. (1) In (R, <) gilt es inf(0,1) = inf[0,1] = 1, sup{zx € R |
2?2 < 2} = /2 und existieren nicht inf Z und sup(0, 00).
(2) In (Q, <) existiert nicht sup{zr € Q | 22 < 2}.
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(3) In einer geordneten Menge (A, <) genau dann inf {) (sup () existiert wenn A
das grofite (bzw. kleinste) Element a besitzt, und gilt inf ) = a (sup ) = a).

Definition 1.4.30. Ein Verband ist eine geordnete Menge (L, <) mit der Eighen-
schaft, inf{z,y} und sup{z,y} existieren fiir jede zwei Elementen z,y € L. Man
schreibt z V y = sup{x,y} und x A y = inf{z,y}. Der Verband L wird vollstindig
gennant, falls inf(X) und sup(X) existieren, fiir jede Teilmenge X € L.

Theorem 1.4.31. Fir einen Verband (L, <) gelten die Eigenschaften:
(a) aV(yVvz)=(xVy)Vzundx A(yAz)=(xAy)Az (Assoziativitdt).
(b) zVy=yVa und x ANy =y Az (Kommutativitdt).

(¢) zV(xAy)=xz=zA(xVy) (Absorbtion).

fur alle x,y,z € L.

Umgekehrt, ist L eine Menge mit zwei Operationen V,\ : L x L — L so dass die
vorige Figenschaften (a), (b), (c) gelten, so ist L eine geordnete Menge beziiglich
die Relation © < y gdw x Ny = x; mehr ist (L,<) sogar ein Verband, in dem
inf{z,y} =z Ay und sup{x,y} =z Vy, fir alle x,y € L.

Beweis. |

Satz 1.4.32. Eine geordnete Menge (L, <) genau dann ein vollstindiger Verband
ist wenn fir jede Teilmenge X C L, das Infimum von X existiert.

Beweis. ([l
I"J'bungen zu Relationen.

Ubung 1.4.33. Seien f : A — B und ¢ : B — C zwei Abbildungen. Man zeige
dass die Zusamengesetzte Abbildung g o f ist dieselbe als die Zusammengesetzte
Relation g o f.

ﬂ'bung 1.4.34. Seir = (A, B, R) eine Relation, und bezeichne man §4 und dp die
Gleichkeitsrelationen auf A bzw B.

(1) Man zeige, dass rodq = r = dpg or, d.h. die Gleichkeitsrelation wirkt als
neutrales Element fiir die Zusammengesetzung der Relationen.

(2) Man zeige, dass die Inverserelation r—! = (B, A, R~!) ist nicht notwendig
die Inverse beziiglich der Zusammengesetzung der Relationen, d.h. finde ein
Beispiel einer Relation r so dass =1 o7 # 4.

Ubung 1.4.35. Seien r = (A,B,R) und s = (B, C,S) Relationen, wobei A, B
und C endliche Mengen sind mit |A| = m, |B| = n und |C| = p. Man ordne die
Elemente von A, B und C und betrachte man die Matrizen M (r) € M, ({0,1})
und M(s) € My»,({0,1}). Man bestimme M (r~!) und M(s o r) abhingig von
M (r) und M(s). Man scheibe ein Algorithmus, das M (r) und M (s) liesst, und
M (r=1), M(s or) berechnet.

ﬂ'bung 1.4.36. Man zeige dass die Teilbarkeit auf Z eine Praordnung ist die nicht
symmetrisch und auch nicht antisymetrisch ist.

ﬂ'bung 1.4.37. Man bestimme alle Aquivalenzrelationen die auf der Menge A =
{a, b, c} definieren lassen.

ﬂbung 1.4.38. Man zeige, dass die folgende Relationen sind Aquivalenzen und
man bestimme die beziigliche Faktormengen:
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(1) (C,C,=) gegeben durch = =y gdw |z| = |y|.
(2) (C*,C*,=) gegeben durch x =y gdw arg(z) = arg(y).
I"Jbung 1.4.39. Man zeige, dass die Relation gegeben durch
(a,b) ~ (¢,d) gdw ad = ¢b

eine Aquivalenzrelation auf Z x Z* ist, und man bestimme die Faktormenge

(ZxZ*)/~.
Ubung 1.4.40. Sind die folgende Abbildungen
a a+1 .
f.@—ﬂ@,f(g)— 72 fir alle a,b € Z,b # 0,
2 b
g:Q%Q,g(%): a—;—?) fiir alle a,b € Z,b # 0,

h:Z—17, h(x):gfiirallexez,

1
k:Z—Q, k(x)=—firallex e Z
x
wohl defieniert?
Ubung 1.4.41. Man betrachte die Menge Q = (Z x Z*) /.. wie in der Ubung 1.4.39.
Man zeige, dass die Operationen +, - : Q x Q — Q wohl definiert sind, wobei:
a c_oadtbe q&.c_a
b d bd b d bd
fiir alle a,b,c,d € Z,b # 0,d # 0.
Ubung 1.4.42. SeineN, n > 2.

(1) Man zeige, dass die Kongruenz modulo n, namlich (Z,Z,=,,) gegeben durch
z =,y (oder z = y( mod n)) gdw n|(z — y) eine Aquivalenzrelation ist.
(2) Man zeige, dass die beziigliche Faktormenge ist

Zn =17/=, ={[0]n, [1n,---,[n—1]n} (die Menge aller Restklassen).

(3) Man zeige, dass die Operationen

+: Zy X Zy, — Z, gegeben durch [z], + [y]n = [z + y],, fur alle x,y € Z und

1 Loy, X Ly, — Ly, gegeben durch [z],[y]n = [zy], fir alle z,y € Z
wohl definirt sind.

Ubung 1.4.43. Sei A eine Menge und r = (A, A, R) eine Praordnung auf A. Man
zeige, dass rNr~! gegeben durch x(rNr~—1)y gdw zry und yrz eine Aquivalenzrelation
auf A ist, und auf der Faktormenge A/(n,-1y die Relation r eine Ordnung in-
diziert: [z] <, [y] gdw xry. Man untersuche den Partikularfall wenn A = Z und
die Praordnung die Teilbarkeit ist (man sicht Ubung 1.4.36).

Ubung 1.4.44. Sei f : A — B eine Abbildung. Der Kernel von f ist eine homogene
Relation auf A die durch a(ker f)b gdw f(a) = f(b) gegeben wird. Man zeige dass
ker f eine Aquivalenzrelation ist. Umgekehrt, fiir jede Aquivalenzrelation (A A, =)
finde man eine Abbildung f: A — B, so dass = der Kernel von f ist.

I"Jbung 1.4.45. Man finde die Anzahl aller Aquivalenzrelationen die auf einer
Menge A mit n Elemente definieren lassen.
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Ubung 1.4.46. Man bestimme alle Ordnungsrelationen die auf der Menge A =
{a,b, ¢, } definieren lassen. Man identifieziere (in jedem Fall) die minimal/maximal
Elemente oder das kleinste/groite Element.

ﬂ'bung 1.4.47. Man finde eind Beispiel einer geordneten Menge mit einem einzigen
minimalen Element, aber die nicht das kleinste Element besitzt.

Ubung 1.4.48. Ist (A, <) eine geordnete Menge, so ist (4, >) auch, wobei >=<"1.
Ubung 1.4.49. Jeder endlichen Verband ist vollstindig.

ﬂ'bung 1.4.50. Man zeige, dass jede Kette ein Verband ist. Ist jede Kette ein
vollstandiger Verband?

ﬂ'bung 1.4.51. Jeder volstandigen Verband besitzt das kleinste und das grofite
Element.

Ubung 1.4.52. (N, |) ein Verband ist (hier | bezeichnet die Teilbarkeit). Tst (N, |)
vollstandig?

Ubung 1.4.53. Man zeige, dass (N, <) ein Verband der nicht vollstindig ist. Man
erklart warum dieses Beispiel den Satz 1.4.32 nicht widerspricht.

Ubung 1.4.54. Tst A eine Menge, so ist (P(A), C) ein vollstandiger Verband.

Ubung 1.4.55. Auf der Menge £ die Menge aller logische Aussagen definiert man
die Relation p < g gdw p — ¢ eine Tautologie ist. Man zeige dass < eine Praordnung
ist. Man bestimme die assozierte Agquivalenzrelation == (< N <~1) (sieh Ubung
1.4.35) und die Faktormenge £/= (diese Menge wird die Lindenbaum-Tarski Algebra
gennat). Man zeige, dass £/= ein vollstandiger Verband ist.

2. GRUPPEN, RINGE, KORPER
2.1. Gruppen.

Definition 2.1.1. Eine Gruppe ist ein Paar (G, -) das aus einer Menge G zusammen
mit einer Operation - : G X G — G besteht, so dass - assoziativ ist, ein neutrales
Element besitzt, und jedes Element aus G invertierbar beziighlich - ist. Ist - auch
kommutativ, so nennt man G abelsch oder kommutativ.

Beispiel 2.1.2. Die folgende Paaren sind (abelsche) Gruppen:

(a) (Z,+), (Q,+), (R, +), (C,+).

(b) (Q*7 ')7 (R*’ ')v ((C*v )

(€) Mmxn(Z),+); Mmxn(Q), +); Mmxn(R),+), Mpxn(C), +)
Beispiel 2.1.3. Die folgende Paaren sind Monoide aber keine Gruppen:
(a) (N7 J’_)’ (Nv )

(b) (Z7 ')7 (Q7 ')7 (Ra ')7 ((C’ )

(C) (Mnxn(Z)a ')7 (Mnxn(@)v ')v (Mnxn(R)a ')a (Mnxn(c)a )

Bemerkung 2.1.4. Die Operation einer algemeinen Gruppe ist haufig multiplika-
tiv benotet, d. h. (G,-). In diesem Fall ist das neutrales Element mit 1 bezeichnet,
und fiir z € G ist 7! das Inverseslement. Fiir eine abelsche Gruppe wird hiufig die
Operation additiv bennotet, d. h. (G, +). In diesem Fall ist das neutrales Element
mit 0 bezeichnet, und fiir € G ist —x das Gegenseitigeselement.
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Satz 2.1.5. Sei (M,-) ein Monoid, und man betrachte
M* ={x € M | x ist invertiebar in M}
={zeM|3x' €M sodassax ' =1=2a""a}.

Man zeige, dass die Operation - eine wohl definierte Operation auf M* induziert,
und beztiglich die beschrenckte Operation M* eine Gruppe bildet.

Beweis. O

Korollar 2.1.6. Die folgende Konstruktionen zu nicht abelsche Gruppen fihren:

(1) Ist A eine Menge, so ist S(A) = {0 : A — A | o bijektiv ist} eine Gruppe
beziiglich die Zusammengesetzung der Abbildungen, die nicht abelsch ist fiir
|A] > 3. Die Gruppe S(A) wird die symmetrische Gruppe der Menge A
gennant.

(2) Ist K € {Q,R,C} und n € N*, so ist GL,(K) = {A € Muxn(K) |
det(A) # 0} eine Gruppe die nicht abelsch ist fir n > 2. Die Gruppe
G L, (K) wird die algemeine lineare Gruppe mit dem Rank n iiber K gen-
nant.

Beweis. O

Untergruppen.

Definition 2.1.7. Sei (G,-) eine Gruppe. Eine Untergruppe von G ist eine Teil-
menge H C G, so dass die Operation auf G eine wohl definierte Operation auf H
induziert (d. h. z,y € H = xy € H; man sagt also dass H ein stabiler Teil von
G ist), und H mit der beschrenkten Oparation eine Gruppe bildet. Man schreibt
H<G.

Beispiel 2.1.8. (1) Z < Q <R < C (mit der Addition).
(2) Q* <R* < C* (mit der Multiplikation).
(3) Ri < R*, wobei RY = (0, 00).
(4) Jede Gruppe G hat die so gennante triviale Untergrupen, d. h. {1} und G.

Satz 2.1.9 (Der Charakterisierungssatz von Untergruppen). Sei (G, -) eine Gruppe
und sei H C G eine Teilmenge. Die folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) H<G.
(i) (a) 1€ H.

le H.

Beweis. (Il
Satz 2.1.10. Sei (G, -) eine Gruppe. Sind H; < G, miti € I, so gilt (\;c; H; < G.
Beweis. ([l

Bemerkung 2.1.11. Die Vereinigung zweier oder mehrerer Untergruppen ist nicht
notwendig eine Untergruppe (Ubung 2.1.58).
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Definition 2.1.12. Seien (G, ) eine Gruppe und X C G eine Teilmenge von G.
Die von X erzeugte Untergruppe wird durch

X)=({H<G|XCH}

definiert. Ist X = {1, z2,..., 25} eine endliche Menge, so schreibt man (z1, 2, (, 2n)
statt ({1,292, (,zn}).

Lemma 2.1.13. Seien (G, ) eine Gruppe und X C G eine Teilmenge von G. Dann
gelten:

(a) < ) <G
(b) X € (X
(c) (X) ist

> und X = (X) gdw X <G.
t der kleinste Untergruppe von G die X enthdlt, d. h.
H<G
H=(X)gdw { XCH
falls K C G so dass X C K dann H < K
(d) Gilt X CY C G so gilt auch (X) <(Y) <QG.
Beweis. g
Satz 2.1.14. Seien (G,-) eine Gruppe und X C G eine Teilmenge von G. Dann
gilt:
(X) =A{z129...20 | ENJ21,29,...,2, GXUXfl},
wobei Xt = {27! | x € X}. D. h. die von X erzeugte Untergruppe ehthdlt

alle FElemente von G die als einen endlichen Produkt von Elementen aus X U X 1
geschrieben lassen.

Beweis. O

Bemerkung 2.1.15. Sei (G,-) eine Gruppe, und = € G. Fiir jede n € Z defieniert
man:
xzx ...z (n mal) falls n > 0

2" =¢1fallsn=0
7tz 27l (—nmal) fallsn < 0

Ist die Operation additiv geschrieben, d. h (G, +) so schreiben wir

r+x+...+z (nmal) fallsn >0
nr =40 fallsn=0
(—z)+ (—2)+ ...+ (—z) (—m mal) falls n < 0

Korollar 2.1.16. Sei (G, ) eine Gruppe.
(a) Firxz e G gilt (x) = {z™ | n € Z}.
(b) Firxz,y € G mit xy = yx gilt (x,y) = {«"y™ | n,m € Z}.

Gruppenhomomorphismen.

Definition 2.1.17. Seien (G,-) und (H,-) zwei Gruppen. Man nennt Gruppenho-
momorphismus zwischen G und H eine Abbildung f : G — H mit der Eigenschaft
flzy) = f(x)f(y) fir alle z,y € G. Man nennt (Gruppen)isomorphismus ein
Gruppenhomomorphismus der auch bijektiv ist. In diesem Fall die Gruppen sind
isomorph gennant, und schreiben wir G = H.
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Beispiel 2.1.18. Fiir jede zwei Gruppen G und H sind die Abbildungen 14 und
e: G — H, e(x) =1 ein Isomorphismus bzw ein Homomorphismus. Gilt G < H so
ist die Inklusionsabbildung i : G — H ein Gruppenhomomorphismus.

Lemma 2.1.19. Ist f : G — H ein Gruppenhomomorphismus, so gelten

(a) F(1)=1.

(b) f(z=1) = f(x)~".

Beweis. [l

Lemma 2.1.20. Die Zusammengesetzung zweier Gruppenhomomorphismen ist ein
Gruppenhomomorphismus auch. Die Inveseabbildung eines Gruppenisomorphis-
mus, ist ein Isomorphismus auch.

Beweis. O

Definition 2.1.21. Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Man nennt den
Kernel bzw das Bild von f die Mengen

Kerf={z € G| f(z) =1} und Imf = {f(z) | z € G}.
Satz 2.1.22. Ist f : G — H ein Gruppenhomomorphismus, so gelten
(a) Kerf <@G.
(b) Imf < H.
(c) f ist genau dann injektiv wenn Kerf = {1}.
(d) f ist genau dann surjektiv wenn Imf = H.

Beweis. (I
Zyklische Gruppen und die Ordnung eines Elementes.

Definition 2.1.23. Eine zyklische Gruppe ist eine Gruppe die von einem eizelnen
Element erzeugt wird.

Definition 2.1.24. Sei (G, ) eine Gruppe, und x € G. Man sagt, dass = von
endlicher Ordnung ist, falls n € N* existiert, so dass 2" = 1. In diesem Fall nennt
man die (Element)ordnung von x die kleinste n € N* mit dieser Eigenschaft, und
schriebt man n = ord(z). Das Element z ist von unendlicher Ordnung, falls es
nicht von endlicher Ordung ist, und dann schreibt man ord(z) = oo.

Beispiel 2.1.25. (1) In jede Gruppe (G, ) existiert ein einziges Element von
Ordnung 1, ndmlich das neutrales Element, ord(1) = 1.
(2) In (Z,+) haben wir ord(2) = ord(3) = oo und ord(x) = oo fiir jedes = # 0.
(3) In (R*,-) haben wir ord(—1) = 2 und ord(2) = ord(—2) = ord(3) = o0;
mehr, ord(z) = oo fir jedes z € R\ {1, —1}.
(4) In (C*,-) haben wir ord(i) = ord(—i) = 4, ord (cos ¥ +isin2") = 3,
ord(2) = ord(—2) = oo; mehr ord(z) = oo fiir alle z € C* mit |z| # 1.

Satz 2.1.26. Sei (G, ) eine Gruppe, x € G und n € N*. Dann gilt:
ord(z) =n gdw v o
falls m € Z hat die Eigenschaft 2™ =1 dann n|m
Beweis. (]

Satz 2.1.27. Sei (G,-) eine Gruppe. Fir jedes x € G gilt es ord(x) = |(z)].
Beweis. g
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Wirkungen der Gruppen auf Mengen.

Definition 2.1.28. Seien A eine Menge und (G, -) eine Gruppe. Man nennt (linke)
Wirkung von G auf A eine Abbildung « : G x A — A mit der Eigenschaften:

(1) alg,a(h,z)) = a(gh,z) fur alle g,h € G und alle z € A.
(2) a(l,z) =z fir alle x € A.

Bemerkung 2.1.29. Haufig ist eine Wirkung o : G x A — A als eine duflere
Operation (Multiplikation) gesehen, und wird durch gz = «a(g,z) benotet. In
diesem Fall werden die Gleichungen (1) und (2) aus der Definition 2.1.28:

g(hx) = (gh)x bzw 1z = z, fir alle g,h € G und alle z € A.

Theorem 2.1.30. Seien A eine Menge und (G,-) eine Gruppe.

(a) Ist G x A — A, (9,z) — gx eine Wirkung von G auf A, so ist ¢ : G — S(A),
d(g) : A— A, ¢(g) : x — gz ein Gruppenhomomorphismus.

(b) Ist ¢ : G — S(A) ein Gruppenhomomorphismus, so ist G x A — A, (g,z) —
#(g9)(x) eine Wirkung von G auf A.

(¢) Die Verfahren von (a) und (b) beschreiben gegenseitige Inverseabbildungen zwis-
chen die Menge aller Wirkungen von G auf A und die Menge aller Gruppen-
homomorphismen G — S(A).

Beweis. O

Definition 2.1.31. Sei G x A — A, (g,2) — gx eine Wirkung der Gruppe (G, -)
auf der Menge A. Man nennt die Permutationsdarstellung dieser Wirkgung den
Gruppenhomomorphism ¢ : G — S(A) der im Theorem 2.1.30 gebildet wird. Die
Wirkung wird treu gennant, falls ihre Permutationsdarstellung injektiv ist.

Satz 2.1.32. Sei G x A — A, (g,x) — gz eine Wirkung der Gruppe (G,-) auf der
Menge A. Die Relation (A, A,=) gegeben durch x =y gdw existiert g € G so dass
gz =y, fir alle z,y € A ist eine Aquivalenzrelation, derer Aquivalenzklassen (die
Orbits gennant werden) sind Gx = {gx | g € G}, mit x € A.

Beweis. O

Korollar 2.1.33. Wenn wir bezeichen mit [A/=] ein Representatensystem fir die
Menge aller Orbits einer Wirkung G x A — A der Gruppe (G, -) auf der Menge A,

denn gilt es:
A= > |Gal.
Gze[A/=]
Beweis. (I

Korollar 2.1.34. (Der Satz von Lagrange) Sei G eine endliche Gruppe.

(a) Falls H eine Untergruppe von G ist, dann ist |H| ein Teiler von |G|.
(b) Falls x € G dann ist ord(z) ein Teiler von |G|.

Beweis. O

Definition 2.1.35. Die Ordnung einer Gruppe (G, -) ist die Kardinalanzahl |G|.
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Die Symmetrischegruppe.

Definition 2.1.36. Seien n eine naturliche Zahl und G eine Untergruppe der sym-
metrischen Gruppe S,, = S({1,2,...,n}). Die Wirkung von G auf {1,2,...,n}
derer Permutationsdarstellung ist die Inklusionsabbildung i : G — S,, wird kanon-
isch gennat. Fiir o € S,, heiflen o-Orbits die Orbits der kanonischen Wirkung der
Gruppe G = (o). Man nennt trivial ein 0-Orbit das ein einziges Element enthélt.
Ein Zyklus ist eine Permutation die ein einziges nicht triviales Orbit besitzt; in
diesem Fall die Kardinalanzahl dieser nicht triviales Orbit wird die Ldnge des Zyk-
lus gennant. Zwei Zyklen heiflen disjunkt falls ihre nicht triviale Orbits disjunkte
Mengen sind.

Bemerkung 2.1.37. Sei o € S,,.

(1) o = e (e ist die identische Permutation) gdw alle o-Orbits trivial sind. D.
h. e ist ein Zyklus von Lange 1.

(2) o ist ein Zyklus von Léange 1 < k < n gdw eine Teilmenge {i1,42,...,ix} C
{1,2,...,n} existiert, so dass o(i1) = 42, o(ia) = i3,...,0(in) = i1 und
o(i) =ifiri ¢ {i1,ia,...,ix}. In diesem Fall ist {i1,4a,...,4x} das einzige
nicht triviale Orbit von ¢ und notiert man o = (iyia, ..., ).

Lemma 2.1.38. Firo €S, undi€ {1,2,...,n} exsitiert die kleinste naturliche
Zahl k <1, so dass 0" (i) = i. Diese Zahl k ist die Linge des Orbites (o)i und gilt
es:

(o)i={i,o(),...,a" (i)}
Beweis. [l

Lemma 2.1.39. Sind 01 und oo disjunkte Zyklen, so gilt 0109 = 0207.

Beweis. O

Theorem 2.1.40. Jede Permutation e # o € S, ldsst sich als ein Produkt o =
0107 ...0m geschrieben werden, wobei 01,03, ...,0, nicht triaviale je zwei dis-
junkte Zyklen sind. Mehr ist diese Darstellung eindeutig (bis auf die Reihenfolge
der Faktoren).

Beweis. O

Bemerkung 2.1.41. Man nennt die Zerlegung von ¢ als Produkt von je zwei
disjunkte Zyklen die Darstellung gegeben in Theorem 2.1.40. Manchmal diese Zer-
legung enthélt auch die (triviale) Zykeln (i) = e, wobeis € {1,2,...,n} mit o(i) = 1,
einschlieflend dem Fall o = e im vorigen Theorem.

Definition 2.1.42. Eine Inversion fiir o € S,, ist ein Paar (i,5) € {1,2,...,n}2, so
dass i < j und (i) > o(j). Man bezeichent mit m(o) die Anzahl aller Inversionen,
und man definiert das Zeichen von o durch e(o) = (—1)"(?). Die Permutation o
heifit (un)gerade falls m(o) (un)gerade ist.

Theorem 2.1.43. (Cayley) Jede Gruppe ist isomorph zu einer Untergruppe einer
symmetrischen Gruppe.

Beweis. O
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ﬂ'bungen zu Gruppen.

ﬂ'bung 2.1.44. Man betrachte die Menge
Z+4iZ ={a+ib|a,b€Z} CC (here i = —1).

Man zeige, dass Z + ¢Z ein Monoid ist beziiglich die Multiplikation der komplezen
Zahlen. Man bestimme (Z + iZ)*

ﬂ'bung 2.1.45. Man betrachte die Operation * : R x R — R gegeben durch
x*xy = xy — bz — by + 30. Ist (R, *) eine Gruppe? Aber (R\ {5},*), ((5,00),*)
oder ((—o00,5),%)?

Ubung 2.1.46. Man ziege, dass (Zp,+) (n € N, n > 2) eine abelsche Gruppe ist,
und py, : Z = Zp, pn(z) =[], ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ist (siehe
also Ubung 1.4.42).

Ubung 2.1.47. Sei (G;, ) eine Familie von Gruppen. Man zeige, dass (ITic; G.)
eine Gruppe ist, wobei

(@)ier - Wi)ier = (wayi)ier fiir alle (@)icr, (vi)ier € [ [ Gi-
icl
Mehr zeige man, dass p; : [[,c; — Gy, pj(wi)ier = x5 ein surjektiver Gruppenho-
momrphismus ist, fiir jedes j € I.

Ubung 2.1.48. Sei G eine Gruppe. Man zeige, dass wenn fiir jede zwei Elemente
2,y € G, k € Z existiert so dass (zy)! = 2'y* fiir i = k — 1,k,k + 1 dann G abelsch
ist.

ﬂ'bung 2.1.49. Man zeige, dass ein endlicher stabilen Teil einer Gruppe eine Un-
tergruppe bildet. Aber einer undendlichen stabilen Teil?

Ubung 2.1.50. Man betrachte eine Gruppe (G, -), und man bezeichne Sub(G) =
{H C G | H < G} die Menge aller Untergruppen von G. Man zeige, dass
(Sub(@G), <) ein Verband ist.

Ubung 2.1.51. Sei A;4,... 4, ein regelméBiges Polygon (mit n Ecken und n
Seiten) mit dem Zentrum O in einer Ebene «. Eine Kongruenzabbildung (oder
Isometrie) ist eine Abbildung f : & — « mit der Eigenschaft |f(X)f(Y)| = | XY
fiir alle X, Y € «, wobei | XY| die Abstand (Distanz) zwishen X und Y bezeichnet.
Man betrachte die Menge aller Kongruenzabbildungen die das Polygon A; 4, ... 4,
bewahren d. h.

D, ={f:a— a|f ist eine Kongruenzabbildung und
J(A1As .. A,) = A1 Ay ALY

Man bezeichne mit s die Drehung um O mit 2% radian (from A; nach As) und

mit ¢ die Achsenspiegelung mit der Achse A10 Man notiere dass s,t : a — «
Kongruenzabbildungen sind. Man zeige, dass

(1) s" =1=1¢% (here 1 = 1, ist die Identititsabbildung).

(2) ts = s""1t.

(3) Dy ={1,s,...,8" Lt st,...,s" 1t}

(4) D, ist eine Gruppe bezuglich die Zusammengesetzung der Abbildungen

(die Diedergruppe)
(5) Man bestimme (s), (t), (s,t)
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Man bilde die Operationstafeln fiir die Gruppen D3 und Dy.
Ubung 2.1.52. Auf der Menge H = {1,-1,i,—14,j,—j, k, —k} definiert man eine
Multiplikation die als folglich gebildet wird:

e 1 ist das neutral Element.

e Die Multiplikation bewéhrt die Zeichenregel: (—z)y = z(—y) = —zy (um-

sonst habe die Zeichen + und — noch kein Sinn).

o 2= 2=k =—1

o ij=k=—ji, jk=1i=—kj, ki=j=—ik.
MAn zeige, dass (H,-) eine Gruppe ist (die Quaterniongruppe gennat wird).
Ubung 2.1.53. Man zeige dass die Gruppen (R,+) und (R%,-) isomorph sind.

Ubung 2.1.54. Man zeige, dass f : C* — R, f(x) = argz ein Gruppenhomomor-
phismus zwischen (C*,-) und (R, +) ist, und man bestimme Kerf und Imf.

Ubung 2.1.55. Man zeige, dass die Gruppen (Z,+) und (Z,,+) (n € N, n > 2)
zyklisch sind.

I"Jbung 2.1.56. Sei n € N, n > 2. Man zeige, dass
U, ={z € C*| existiert n € N so dass 2" =1}

eine Untergruppe von (C*,-) ist und U, ist zyklisch. Man finde ein Isomorphismus
zwischen (Z,,, +) und (U, -).

Ubung 2.1.57. Man finde alle Untergruppen von (Z,+). Hinweis: Man zeige,
dass
Sub(Z,+) = {nZ | n € N}, wobei nZ = {nz | x € Z}.

[”Ibung 2.1.58. Man finde ein Beispiel das aus zwei Untergruppen einer Gruppe
bestehet derer Vereinigung keine Unterguppe ist.

Ubung 2.1.59. Sei (G, +) eine abelsche Gruppe, und H, K < G zwei Untergrup-
pen. Man zeige, dass (HUK)=H + K, wobei H+ K ={z+y|x € Hyy € K}.

Ubung 2.1.60. Sei (G, ) eine Gruppe und H, K < G. Man zeige, dass HUK < G
gdw H C K oder K C H.

I"Jbung 2.1.61. Let n,m € Z. Man zeige, dass
(a) nZ C mZ < min.

(b) nZ N mZ = kZ, wobei k = kgV(n,m).

(¢) nZ 4+ mZ = dZ, wobei d = ggT(n, m).

Ubung 2.1.62. Man zeige, dass fiir n,m € N mit d = geT(n,m), zwei ganze
Zahlen s,t € Z existieren, so dass d = sn+tm. Man benutze es um zu zeigen, dass
1 =ggT(n,m) gdw s,t € Z existieren so dass 1 = sn + tm.

ﬁbung 2.1.63. Man benutze den Euklidschen Algorithmus um fiir m,n € N die
ganze Zahlen s,t mit der Eigenschaft ggT(n, m) = sn + tm zu bestimmen.

Ubung 2.1.64. Man finde alle Gruppen (bis zu einem Isomorphismus) die aus
einer Menge mit 4 Elementen definieren lassen.

Ubung 2.1.65. Sei (G, -) eine Gruppe und z,y € G so dass zy = yz. Dann gelten:
(a) ord(z~!) = ord(x)
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(b) ord(zy) = ord(yx).

ﬂ'bung 2.1.66. Sei f : G — H ein Gruppehomomorphismus. Ist x € G von
endlicher Ordnung, so ist f(x) auch, und gilt es ord(f(z))| ord(z).

ﬂ'bung 2.1.67. Zwei unendliche zyklische Gruppen sind isomorph. Zwei endliche
zyklische Gruppen sind genau dann isomorph wenn sie dieselbe Kardinalanzahl
haben.

ﬂ'bung 2.1.68. Ist G eine zyklische Gruppe, so existiert ein surjektiver Gruppen-
homomorphismus Z — G.

I"Jbung 2.1.69. Man zeige dass die folgende Paaren von Gruppen nicht isomorph
sind: (Zn,+) und (Zp, +) mit n # m; (Z,+) und (Q, +); (Zs, +) und (Z4 x Z2, +)
(fiir die Produktgruppe siehe Ubung 2.1.47).

Ubung 2.1.70. Sei G x A — A, (g,x) — gz eine Wirkung der Gruppe (G, -) auf
der Menge A.

(a) Fiir jedes z € A ist Stabg(z) = {g € G | gr = x} eine Untergruppe von G.

(b) Die Menge K = {g € G | gz = z fur alle z € A} ist eine Untergruppe von
G (diese Untergruppe wird den Kern der Wirkung gennant). Mehr gilt es:
K =,c4 Stabg().

(¢) Die Wirkung ist genau dann treu wenn sie ein trivialer Kern hat, d. h. K = {1}.

Ubung 2.1.71. Seien N = {1,2,22} und H = {1, 5,92, y>} zwei zyklische Gruppen

die von den Elementen z und y mit ord(z) = 3, ord(y) = 4 erzeugt werden. Dann:

(a) Definiere eine nicht triviale Wirkung von H auf N, (d. h. -: H x N — N) so
dass, h-1 = h fir alle h € H.

(b) Was ist der Kernel dieser Wirkung?

(¢) Fiir h € H betrachte man ¢p : N = N, ¢p(n) = h-n. Man zeige, dass ¢;, ein
Isomorphismus ist.

(d) Man betrachte G = N x H als Mengen. Defieniere eine Operation auf G durch

(77/17 hl)(n% hg) = (nl(hl . 712), hlhg).

Man zeige, dass G mit dieser Operation eine nicht abelche Gruppe mit 12

Elemente ist.

ﬂ'bung 2.1.72. Eine Gruppe, derer Ordnung eine Primzahl ist, ist zyklisch. Hin-
weis: Man zeige, dass eine Gruppe, derer Ordnung eine Primzahl ist, keine nicht
triviale Untergruppen hat (so eine Gruppe heifit einfach).

I"J'bung 2.1.73. Haben die Mengen A und B dieselbe Kardinalanzahl, so sind die
Gruppen S(A) und S(B) isomorph.

.. 1 2 3 45 6 78
Ubung 2.1.74. Man zerlege 0 = ( 3915 6 4 8 7 ) € Sg als Produkt
of je zwei disjunkte Zyklen.

- . 1 2 3 4 5 1 2 3 45
Ubung 2.1.75. Seleno'—<3 411 5 2),7’——( 1 5 1)685.

(a) Man zerlege o und 7 als Produkt of je zwei disjunkte Zyklen.

a
(b) Man berechne o7, 70, 0=, 72.

(¢) Man berechne ord(o) und (o).
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(d) Man berechne ¢(o) und ¢(7).
ﬂ'bung 2.1.76. Man zeige, dass

(a) €(0) = licicj<n w fur alle 0 € S,,.
(b) €:8S, — {1,—1} = U (siche Ubung 2.1.56) ist eine Gruppenhomomorphismus.

(c) Kere = A,,, wobei A,, = {0 € S,, | 0 ist gerade}.

Ubung 2.1.77. Ein Zyklus von der Lange k ist genau dann gerade wenn k > 1
eine ungerade ganze Zahl ist. Jede (un)gerade Permutation ldsst als ein Produkt
von (un)gerade viele Transpositionen geschrieben werden, aber diese Darstellung
ist nicht eizig. Man erinnert, dass eine Transposition ein Zyklus von der Lange 2
ist.

Ubung 2.1.78. Sei o € S,, ein Zyklus mit der Linge I. Man zeige:

(a) Ist [ = 2k + 1 ungerade, so ist o2 ein Zyklus von der Linge [.

(b) Ist | = 2k gerade, so ist 02 ein Produkt von zwei Zyklen beide von der Linge
k.

(c) ord(o) =1.

Ubung 2.1.79. Man zeige, dass (12)(3456) € Sg ist eine gerade Permutation die
ist nicht aus der Form &2 fiir irdendeine o € Sg.

2.2. Ringe und Korper.

Definition 2.2.1. Ein Ring ist ein Tripel (R, +,-), das aus einer Menge R zusama-
men mit zwei Operationen +, - : R X R — R besteht, so dass

(a) (R,+) ist eine abelsche Gruppe.
(b) - ist associativ.
(c) - ist zweiseitig distributiv bezliglich +, d. h. fiir alle z,y,z € R gelten:

2(y+2) =zy+xz und (y + 2)xr = yx + 2z.

Ist - auch kommutativ, so nennt man R kommutativ. Hat - ein neutrales Element,
so nennt man R unitar.

Bemerkung 2.2.2. In einem Ring R bezeichnet man mit 0 das neutrale Element
fiir + und mit 1 das neutrales Element fiir - (falls existiert). Als iiblich in einem
Ring wirkt erst die Multiplikation und dann die Addition.

Beispiel 2.2.3. (a) (Z,+,-), (Q,+,), (R,+,-), (C, +,-) sind kommutative, unitire
Ringe.

(b) Ist R ein kommutativer Ring, so ist (M, x,(R),+,-) ein Ring auch; mehr
(M, xn(R), +, -) ist nicht notwendig kommutativ. Ist R unitér so ist (M, xn(R), +, )
auch, und das netrales Element fiir die Multiplikation ist

1 0 0
I
0 0o ... 1

(c) Ist (R, +) eine abelsche Gruppe, so ist (R, +, ) ein Ring, wobei 2y = 0 fiir alle
x,y € R (so einer Ring wird Nullquadratring gennat. Insbesondere ist R = {0}
ein (unitérer!) Ring, wobei 04+ 0 = 0-0 = 0 (dieser Ring heifit Nullring und
wird durch R = 0 bezeichnet).
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(d) Ist (R,+,-) ein Ring, so ist R°, +.x auch, wobei R° = R und z xy = yx flir alle
z,y € R; man nennt R° den von R gegenseitigen Ring.

Satz 2.2.4. (Rechnenregeln in Ringe) Ist R ein Ring und x,y,x € R, so gelten:
(a) 20 =0z =0.

(b) z(~y) = (—2)y = —zy.

(¢) x(y—2) =2y —xz und (y — 2)x = yx — zx.

(d) Ist R # 0 ein unitdrer Ring so gilt 1 # 0.

Beweis. |

Definition 2.2.5. Ein Kérper ist ein kommutativer, unitérer ring (K, +, -) mit der
Eigenschaft, dass jedes © € K* (hier K* = K \ {0}) invertierbar (beziiglich -) ist.

Bemerkung 2.2.6. Nach dem Satz 2.1.5, ein unitérer Ring K ist genau dann ein
Koérper wenn (K*,-) eine abelsche Gruppe ist.

Beispiel 2.2.7. (a) (Q,+,-), (R,+,), (C,+,") sind Korper.
(b) (Z,+,") ist kein Korper.

Untergrringe und Unterkorper.

Definition 2.2.8. Sei (R,+,") ein Ring. Ein Unterring von R ist eine Teilmenge
S C R, so dass die Operationen + und - auf R wohl definierte Operationen auf S
induzieren (d. h. x,y € S = x + y,zy € S; man sagt also dass S ein stabiler Teil
bezliglich 4+ und - ist), und S mit den beschrenkten Oparationen ein Ring bildet.
Man schreibt S < R. Ist 1 € R so nennt man unitdr ein Unterring S < R mit der
Eigenschaft 1 € S.

Beispiel 2.2.9. (1) Z<Q<R<C
(2) 2Z < Z aber 1 ¢ 27Z.
(3) Jeder Ring R hat die so gennante triviale Unterringen, d. h. {0} und R.

Satz 2.2.10 (Der Charakterisierungssatz von Unterringen). Sei (R,+,-) ein Ring
und sei S C R eine Teilmenge. Die folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) S<R.

(i) (a) 0 € S.

)
)reS=—-z€Ss.
) z,ye S=ayeS.
) 0eS.

)z,ye H=>2x—ye€H.
)

Beweis. (I
Satz 2.2.11. Sei (R, +,-) ein Ring. Sind S; < R, miti € I, so gilt (),c; 5 < R.

Bemerkung 2.2.12. Die Vereinigung zweier oder mehrerer Unterringe ist nicht
notwendig ein Unterring (siehe also Bemerkung 2.1.11).

Definition 2.2.13. Sei (K,+, ) ein Korper. Ein Unterkérper von K ist eine Teil-
menge L C K, so dass die Operationen + und - auf K definierte Operationen auf
L induzieren und L mit den beschrenkten Oparationen ein Korper bildet. Man
schreibt L < K.
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Bemerkung 2.2.14. Ein Unterkorper ein unitdrer Unterring ist.

Satz 2.2.15 (Der Charakterisierungssatz von Unterkorper). Sei (K, +,-) ein Korper
und sei L C K eine Teilmenge. Die folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) L<K.

(ii) (a) 0,1 € L.
b) z,ye L=>z+yec L.
c)xe€L=—-xel.
d) z,ye L=2zy € L.
e)rel*=atelL
a)
b)
c)

o~ o~ N

(iii) 0,1€ L.
z,yeL=x—yelL.

z,y€ L* =2y 1 es.

—_— N~

Beweis. O

Bemerkung 2.2.16. Wie im Fall der Gruppen, wir kénnen der von einer Teilmenge
erzeugten Unterring oder Unterkorper definieren.

Homomorphismen.

Definition 2.2.17. Ein Homomorphismus von Ringen (bzw Korper) ist eine Abbil-
dung f: R— S (f: K — L), wobei R und S (K und L) zwei Ringe (Korper) sind
so dass f(w +y) = f(z) + f(y) und f(ay) = f(x)f(y) fiix alle 2,y € R (z,y € K).
Sind die Ringe R und S unitér, so nennt man der Ringhomomorphismus f: R — S
unitdr auch falls f(1) = 1. Ein Ringhomomorphismus (Kérperhomomorphismus)
heifit Isomorphismus falls es auch bijektiv ist; in diesem Fall schreibt man R & S
(oder K = L).

Beispiel 2.2.18. Fiir jede zwei Ringe (Korper) R und S sind die Abbildungen
lg und 0: G — H, 0(xz) = 0 ein Isomorphismus bzw ein Homomorphismus. Gilt
S < R so ist die Inklusionsabbildung i : S — R ein homomorphismus.

Lemma 2.2.19. FEin Kérperhomomorphismus ist entweder unitdr oder null.
Bewets. (I

Lemma 2.2.20. Die Zusammengesetzung zweier Ring- bzw. Kdérperhomomorphismen
ist ein Ring- oder Korperhomomorphismus auch. Die Inveseabbildung eines Ring-
Korperisomorphismus ist ein Isomorphismus auch.

Beweis. O

SPEZIELLE ELEMENTE IN EINEM RING

Wie im Fall der Monoide, fiir unitdre Ringe R bezeichen wir

R* ={z € R| x ist invertierbar (beziiglich die Multiplikation)}.

Definition 2.2.21. Sei R ein Ring. Ein Element z € R heift:

(1) Links- oder Rechtsnullteiler falls y € R, y # 0 existiert so dass zy = 0 bzw
yxr = 0. Ist z auch Links und Rechtsnullteiler, so ist x einfach Nullteiler
gennant.

(2) idempotent falls 2% = z gilt.

(3) nilpotent falls n € N existiert, so dass " = 0.
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Bemerkung 2.2.22. Seien R # 0 ein Ring und z € R.
(a) Offenbar ist 0 ein Nullteiler. Man sagt, dass 0 ist der triviale Nullteiler. Man
sagt, R ist ohne Nullteiler, falls in R keine nicht triviale Nulteiler enthélt.
(b) O und 1 (falls 1 € R existiert, d. h. R ist unitir) sind Idempotentelemente; sie
werden triviale Idempotentelemente gennant.
(¢) Ist x idempotent, so 2™ = x gilt, fiir alle n € N*.
(d) Ist z nilpotent und x™ = 0 fiir eine n € N, so gilt z"** = 0 fiir alle k € N.
Beispiel 2.2.23. Man betrachte den Ring (Zi2,+, ).
(1) [3]12 ist ein Nulteiler, da [3]12[4]12 = [4]12[3]12 = [0}12.
(2) [4]12 ist idempotent, da [4]2, = [4]12.
(3) [6]12 ist nilpotent, da [6]2, = [0]12.

Satz 2.2.24. Sei R ein unitarer Ring.

(1) Gilt x € R* so ist x kein Nullteiler.

(2) x € R ist genau dann kein Links- oder Rechtsnulteiller wenn man mit x
links bzw rechts verkiirzen kann.

(8) Ist e € R ein nicht triviales Idempotent, so ist e ein Nullteiler.

(4) Ist x € R ein Nilpotentelement so ist x ein Nulteiller.

Beweis. O

Definition 2.2.25. Ein Integritétsbereich ist ein komutativer, unitarer Ring der
auch ohne Nullteiler ist.

Satz 2.2.26. Ist R ein unitdirer Unterring eines Korpers K so ist R ein In-
tegritdtsbereich.

Beweis. (I
Korollar 2.2.27. FEin Korper ist ein Integritatsbereich.

Examples 2.2.28. Q, R, C sind Korper, so sind sie Integritatsbereice auch. Z ist
ein Integritatsbereich, der kein Korper ist.

Satz 2.2.29. FEin endlicher Integritdtsbereich ist ein Korper.

Bewets. (I
Korollar 2.2.30. Ist p eine Primzahl, so ist (Zy,+,-) ein Korper.

ﬂ'bungen zu Ringe.

Ubung 2.2.31. Man iiberpriife, dass (Zy,,+,-) (n < 2) ein kommutativer, unitarer
Ring ist, wobei 4+ und - sind als in der Ubung 1.4.42 definiert werden.

Ubung 2.2.32. Fiir cine abelsche Gruppe (G, +) betrachte man
End(G) ={f : G — G| f ein Gruppenhomomorphismus ist}.

Man zeige, dass (End(g), +, ©) ein unitdrer Ring ist, wobei fir f,g € End(G) defie-
niert man die Addition durch:

f+9:G—=G,(f+9)(z)=f(z)+g(x), fir alle z € G.
(End(g), +, o) wird der Endomorphismring von G genannt.
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Ubung 2.2.33. Man betrachte eine beliebige Menge A und ein Ring R. Auf der
Menge R = {f : A — R | f ist eine Abbildung} definiere man die Operationen
+,-: RAXx RA — RA durch f +g,fg: A = R, (f +9)(x) = f(x) + g(z) und
(fg)(z) = f(z)g(z) fiir alle f,g € R” und alle z € A. Man zeige, dass R ein Ring
ist, der genau dann kommutativ oder unitar ist wenn R dieselbe Eigenschaft hat.

Ubung 2.2.34. Man iiberpriife, dass (Q, +, ) ein Kérper ist, wobei 4+ und - sind
als in der Ubung 1.4.41 definiert werden.

Ubung 2.2.35. Man betrachte die Quaterniongruppe H = {} (siche Ubung 2.1.52).
Man iiberpriife dass,

H={a+bi+cj+dk|ab,c,decR}

ein Schiefkérper ist (das heifit H alle Axiome einer Korper erfullt mit der Ausnahme
der Kommmutativitdt der Operation -), wobei

(a+bi+cj+dk)+ (' +Vi+dj+dk)=(a+ad)+b+V)i+ (c+)j+ (d+d)k
(a+bi+cj+dk)(a +Vi+j+dk)=(aa’ —bb —ccd —dd') + (ab' + ba’ + cd' — dc')i
+ (acd’ —bd' + ca’ + dv')j + (ad' + b’ — b + da’ )k

(d. h. die Multiplikation wird von der Multiplikation der Quaterniongruppe in-
duziert).

ﬂ'bung 2.2.36. Sei R kommutativer, unitdrer Ring. Man iiberpriife, dass die
Menge aller Polynome

R X|={ar+aX+...+a, X" |neNag € Rfirallel <i<n}.

ein kommutativer unitérer Ring bildet, beziiglich die {ibliche Addition und Multi-
plikation der Polynome. Man zeige auch, dass R ein Unterring von R[X] ist.

Ubung 2.2.37. Man finde alle Unterringen von (Z, +, -).

Ubung 2.2.38. Sei n € N, n > 2. Man zeige, dass ZX = {[k]. | ggT(n, k) = 1}.
Man benutze es um zu beweisen, dass Z, genau dann ein Korper ist wenn n eine
Primzahl ist.

Ubung 2.2.39. Man lése die folgende Gleichungen in Zg: [4]¢x + [5]s = [1]¢ und
[5lex + [3]6 = []s

Ubung 2.2.40. Man zeige, dass Z 4 iZ = {a + ib | a,b € Z} ein Unterring von C

ist. Man zeige, dass
RH“ b}|a,bez}
-b a

ein Unterring von (M(Z),+,-) ist, und R = Z + iZ. Sind Z + iZ und/oder R
Integritatsbereiche? Aber Kérper?

Ubung 2.2.41. Man bestimme (Z + iZ)*.

Ubung 2.2.42. Man zeige, dass R[X]* = R*, fiir jedewelchen kommutativen
unitaren Ring R.

ﬂ'bung 2.2.43. Sei R ein kommutativer, unitdrer Ring. Man zeige, dass die
Ringe M, xn(R) und M, (R)° isomorph sind. Folglich beweise man, dass fiir
A € M, »,(R) die folgende Aussagen dquivalent sind:
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(i) A ist links invertierbar.
(ii) A ist rechts invertierbar.
(iii) A ist invertierbar.

ﬂ'bung 2.2.44. Man zeige dass die folgende Paare von Ringe nicht isomorph sind:
Z und Q; Z und Moy o (Z).

ﬂ'bung 2.2.45. Man zeige dass die Korper R und C nicht isomorph sind.

Ubung 2.2.46. Man zeige, dass Q +iQ = {a+ ib | a,b € Q} ein Unterkérper von
C ist.

Ubung 2.2.47. Ist R ein Integritéitsbereich, so ist R[X] auch.

I"Jbung 2.2.48. Man bestimme alle Idempotentelemente aus dem Ring Z,,, wobei
neN, n>2.

I"Jbung 2.2.49. Man bestimme alle Nilpotentelemente aus dem Ring Z,,, wobei
neN, n>2.
3. LINEARE ALGEBRA

In diesem Kapitel wir befasten ein Kérper (K, +,-). Als Beispiele von Korper,
wir haben insbesondere K = R oder K = C aber die Félle K = Q oder K = Z,,
wobei p € N eine Primzahl ist, sind auch moglich.

3.1. Vektorrdume und lineare Abbildungen.

Definition 3.1.1. Ein Vektorraum tber K oder kiirzer K - Vektorraum bestehet aus
einer abelsche Gruppe (V, +) zusamamen mit einer dufleren Operation - : K XV —
V' die die folgende Axiome erfullen soll:

(VR1) az +vy) = az + ay;
(VR2) (a+ B)x = ax + Bux;
(VR3) a(Bz) = (af)z;
(VR4) lz =2

fur alle z,y € V und alle o, 8 € K. Man schreibt V. Die Elemente von V'
und K werden Vektoren bzw Skalaren genannt. Die Addition in V' und die &ufere
Operation werden die Addition der Vektoren bzw dei Skalarmultiplikation genannt.
Vektorraume werden manchmal auch lineare Raume gennant.

Beispiel 3.1.2. (1) V = {0} ist ein Vektorraum, wobei 04+ 0 = 0 und a0 =0
fiir alle @« € K. Man bezeichnet diesen Vektorraum mit 0.
(2) K™ ist ein K Vektorraum beziiglich die Addition der Vektoren:
(21,22, Tn] + [Y1, Y2, - Yn) = [21 + Y1, 2 + Y2, 20 + Y
und die Skalarmultiplication:
alry, o, ..., ] = [axr, @xe, . . ., axy].

(3) M xn(K) ist ein K-Vektorraum mit der Addition der Matrizen und die
Multiplikation einer matrix mit einem Skalar, d. h. fir A = [a; ;] und
B = [b;;] und o € K, haben wir A+ B = [a;; + b; ;] und oA = [aa, ;]
Was erhalten wir falls wir stellen m = 1?7 Aber fiir n = 17
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(4) Ist K ein Unterkorper von L, so ist L ein K-Vektorraum, wobei die Addition
der Vektoren ist die Addition in L und die Skalarmultiplikation ist:

KXxL—L,(a,z)— az, firallez € L,a € K.
(5) Die Menge aller Polynome
KX]={ap+uX+...+a, X" |n€eN, ag,as,...,a, € K}

ist ein K-Vektorrau beziiglich die Addition der Polynome (Vektoren) un
die Multiplikation der Polynome mit Skalaren aus K.

(6) Die Menge aller freien Vektoren aus der Ebene (oder dem Raum) beziiglich
die Addition der freien Vektoren und die iibliche Skalarmultiplikation ist
ein Vektorraum.

Satz 3.1.3. (Rechnenregeln in Vektorraume) Seien V' ein K-Vektorraum, x,y € V.
und o, B € K. Dann gelten:
(a) a0 =0=0z.
(b) a(-z) = (—a)r = —az.
(¢) a(z —y) = azx — ay und (a — Bz = ax — Px.
)

(d) ax =0 gdw o =0 oder z = 0.
Beweis. O
Untervektorraume.

Definition 3.1.4. Sei V ein K-Vektorraum. Ein Untervektorraum oder kiirzer
Unterrdum von V ist eine Teilmenge U C V, so dass die Addition der Vektoren
und die Skalarmultiplication wohl definierte Operationen auf U induzieren (d. h.
z,y € Uya € K = z+y,ax € U), und U mit den beschrenkten Operationen ein
Vektorraum bildet. Man schreibt U <g V, oder einfach U < V.

Beispiel 3.1.5. Jeder Vektorraum gV besitzt zwei so gennate triviale Untervek-
torraume, ndmlich 0 <x V und V <g V.

Satz 3.1.6 (Der Charakterisierungssatz von Unterrdumen). Sei V' ein K - Vektorraum
und sei U CV eine Teilmenge. Die folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) U<k V.

0es.

Beweis. O

Satz 3.1.7. Sei V ein K-Vektorraum. Sind U; <y V Unterdume, mit i € I, so
gilt ;e Ui <k V.

Beweis. O

Bemerkung 3.1.8. Die Vereinigung zweier oder mehrerer Unterrdume ist nicht
notwendig ein Unterraum (siehe also Bemerkung 2.1.11).
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Definition 3.1.9. Seien V ein K-Vektorraum und X C V eine Teilmenge von V.
Die von X erzeugte (oder gespannte) Unterraum wird durch

(X)=(X)xk= () U
XCU<kV
definiert. Ist X = {z1, 2, ..., z,} eine endliche Menge, so schreibt man (z1, z2,...,Zn) K
statt ({z1,z2,...,2n}) K-

Lemma 3.1.10. Seien V' ein K-Vektorraum und X C V eine Teilmenge von V.
Dann gelten:

(a) (X)k <k V.
(b) X C(X)k und X = (X)k gdw X <k V.
(¢) (X)k ist der kleinste Unterraum von V der X enthdlt, d. h.
U<gV
U=(X)k gdw ¢ X CU
falls W <g V so dass X CW dann U <gx W
(d) Gilt X CY C G so gilt auch (X)g <{(Y)g <V.
Beweis. U
Satz 3.1.11. Seien V ein K-Vektorraum und X C V eine Teilmenge von V. Dann
gilt:
(X)k = {aax1+asza+. . +anz, | n € Nyzy,xo, ..., 2, € X und a1,09,...,a, € K}.

Insbesondere, fir X = {x1,2a,...,z,} haben wir:
(1,22, ..., xn)g = {onx) + oo + ... + apy | a1, 0, ..., € K}
Beweis. O

Definition 3.1.12. Seien V ein K-Vektorraum und X C V. Man nennt lineare
Kombination von Elementen von X eine Ausdriick aus der Form ajz1 + aszs +
oot apxr, mitn €Ny xy,20,...,2, € X und a1, a9,...,a, € K. Insbesondere,
eine lineare Kombination von Vektoren x1.xs,...,x, € V ist eine Ausdriick aus der
Form a1z + asxs + ... + apx, a1, Qo,...,a, € K, und eine lineare Kombination
von Vektoren z,y € V ist ax + Sy, mit o, 8 € K.

Bemerkung 3.1.13. Satz 3.1.11 sagt dass der von X erzeugte Unterraum enthélt
alle Vektoren von V' die als eine lineare Kombination von Elementen aus X geschrieben
lassen.

Korollar 3.1.14. Sei V' ein K-Vektorraum.

(a) Firz eV gilt (z)x = {azx | a € K}.

(b) Firx,y eV gilt (x,y)x ={axz+ Py | a,8 € K}.

Summe und direkte Summe der Unterraiimen.

Definition 3.1.15. Sei V ein K-Vektorraum und seien S, T <g V zwei Unteraume.
Die Summe dieser Unterrdume ist definiert als S+ T ={z+y |z € S,y € T}.

Satz 3.1.16. Sei V ein K-Vektorraum und seien S, T <g V zwei Unterdume.
Dann gilt (SUT)x = S+ T. Insbesondere ist die Summe ein Unterraum.

Beweis. O
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Korollar 3.1.17. Fir einen K-Vektorraum V, bezeichen man mit Subg (V) =
{8 |8 <k V} die Mange aller Unterrdume. Dann ist (Subg(V), <k) ein Verband,
wobei inf{S, T} = SNT und sup{S, T} =5+1T.

Beweis. O

Die Elemente der Summe S+7T zweier Unterrdume S, T <y V sind die Vektoren
die als eine Summe zwischen ain Vektor aus S und ein Vektor aus T geschrieben
lassen. Wir sind also interesiert von dem Fall wenn diese Schreibung einzig ist.

Satz 3.1.18. Sei V ein K-Vektorraum und seien S, T <y V zwei Unterdume. Die
folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) SNT =0;
(ii) Die Schreibung jedem Vektor aus S+ T als eine Summe zwischen ain Vektor
aus S und ein Vektor aus T ist einzig, d. h. falls firv e S+ T gilt v =
r+y=s+t mitx,s €S undy,t €T dann haben wir x = s und y = t.

Beweis. |

Definition 3.1.19. Man nennt direkt eine Summe S + T zweier Unterraume S
und 7T die die dquivalente Aussagen aus dem Satz 3.1.18 erfiillen. Man schreibt
S&T =S5+T in diesem Fall.

Bemerkung 3.1.20. Sei V ein K-Vektorraum und seien S, T <p V zwei Unterdume.
Dann gilt V=S@T gdw SNT =0und S+7T =V.

Lineare Abbildungen.

Definition 3.1.21. Seien V und W zwei K-Vektorrdume. Man nennt lineare Ab-
bildung oder Homomorphismus von Vektordume zwischen V' und W eine Abbildung
f:V — W mit den Eigenschaften f(z +y) = f(x) + f(y) und f(az) = af(z) fir
alle z,y € V und alle a € K. Man nennt Isomorphismus eine lineare Abbildung die
auch bijektiv ist. In diesem Fall sind die Vektorraume V und W isomorph gennant,
und schreiben wir V = W.

Beispiel 3.1.22. Fiir jede zwei K-Vektorrdume V und W sind die Abbildungen
ly und 0 : V — W, 0(x) = 0 linear; mehr 1y ist sogar ein Isomorphismus. Gilt
V <k W so ist die Inklusionsabbildung ¢ : V' — W linear.

Notation 3.1.23. Seien V und W zwei K-Vektorraume. Man bezeichnet
Homg (V,W)={f:V — W | f ist linear} und Endg (V)= Homg (V,V)
(eine lineare Abbildung f : V — V nennt man auch Endomorphismus von V).

Bemerkung 3.1.24. Jede lineare Abbildung f : V' — W ist eine Gruppenhomo-
morphismus auch, folgilch gelten

(a) f(0)=0.
(b) f(=2) = —f(x).
Satz 3.1.25. Seien V und W zwei K -Vektorrdume. Fine Abbildung f :V — W

ist genau dann linear wenn f(ax + By) = af(x)+ Bf(y), fir alle x,y € V und alle
a,feK.

Beweis. O
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Bemerkung 3.1.26. Durch Induktion kann man sehen, dass eine lineare Abbil-
dung die lineare Kombinationen bewahren, d. h. falls f : V. — W ist linear,
ay, ..., € Kund z4,...,2, € V dann gilt:

flonzy + .. 4 apxy) = ar f(x1) + ...+ o f(xn).

Lemma 3.1.27. Die Zusammengesetzung und die Addition zweier linearen Ab-
bildungen, falls existieren, sind eine lineare Abbildungen auch. Die Multiplikation
einer linearen Abbildung mit einer Skalar ist linear auch. Die Inveseabbildung eines
Isomorphismus, ist ein Isomorphismus auch.

Beweis. O

Theorem 3.1.28. Seien V und W zwei K -Vektorrdume. Dann ist Homg (V, W)
ein K -Vektorraum beziiglich die Addition der Vektoren (Funktionen):

+ : Homg (V, W) x Homg (V, W) — Homg (V, W),
(f+9)(x) = f(z)+ g(z) fir alex €V,
und die Skalarmultiplikation
-+ K x Homg (V, W) — Homg (V, W), (af ) () = af(x), fiir alle x € V.
Insbesondere ist (Endg (V'), +,0) ein unitdrer Ring.

Beweis. |

Definition 3.1.29. Sei f : V — W eine lineare Abbildung. Man nennt den Kernel
bzw das Bild von f die Mengen

Kerf={x €V | f(x) =0} und Imf = {f(z) | x € V}.
Satz 3.1.30. Ist f : V — W eine lineare Abbildung, so gelten
(a) Kerf <g V.
(b) Imf <x W.
(¢) f ist genau dann injektiv wenn Kerf = 0.
(d) f ist genau dann surjektiv wenn Imf = W.

Beweis. ([
ﬂ'bungen zu Vektorraume.

ﬂ'bung 3.1.31. Man zeige, dass R* = (0,00) ein R-Vektorraum ist beziiglich die
Addition der Vektoren:

B:R}, xR} =R}, By =2y, fir alle z,y € R},
und die Skalarmultiplikation
O:RxRy = RY, alz =z firallex € R}, a € R.
I"Jbung 3.1.32. Man tiiberpriife ob die Operationen:
B:RxR—R, By = ¢z% + y°, fiir alle 2,y € R,
H:RxR =R, alz=a«avax fir alle o,z € R
eine R-Vektorraum Struktur auf R definieren.

Ubung 3.1.33. Welche aus den folgende Teilmengen von R® sind R-Unterriiume:
e A= {[l’l,l’g,wg] S R?) | 2£C1 + Xy —x3 = 0}
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o B=/{[z1,29,23) € R | 221 + 29 — 23 = 1}.
o C = {[$1,$2,l’3] € Rg ‘ Tr1 = T2 = $3}.

o D= {[z1,72,73] € R3| 2% + 22 = 0}.

° E:R3\A.

o F=(R3\ A)U{0}.

Ubung 3.1.34. Man zeige, dass K,[X] = {f € K[X] | grad(f) < n} ist ein
K-Unterraum von K[X], wobei n € N ist befestigt.

[”Ibung 3.1.35. Man finde die Gleichungen die alle Vektoren aus der Unterdume
S = {([1,2,—1]) und T = ([1,2,1],[-2,1,—3]) von R?® charakterisieren (die Gle-
ichungen dieser Unterrdumen).

Ubung 3.1.36. Man schreibe die Unterriumen S = {[x1,zq, 3] € R? | 21 — x5 —
23 =0} und T = {[z1,22,23] €ER® | 21 — 7 — 2 = 29 — w3 = 23 — 21} von R3 als
erzugte Unterrdume (mit minimale Anzahl der erzeugende Vektoren).

Ubung 3.1.37. Man betrachte die Teilmengen S,T C R3 gegeben durch S =
{[x1, 79,23 € R® | 21 + 22 + 23 = 0} und T = {[z1, 72, 23] € R? | 71 = 29 = 33}
Man zeige, dass S,7 <R3 und S® T = R3.

Ubung 3.1.38. Man betrachte S = {afy € Myy2(R) | a € R} und T = {4 €
Max2(R) | Tr(A) = 0}, wobei Tr(A) ist die Summe der Eigaben aus der Haputdi-
agonale der matrix A. Man zeige, dass S,T <g May2(R) und S & T = May2(R).

Ubung 3.1.39. Man betrachte eine beliebige Menge A und R4 = {f : A —
R | f eine Funktion ist}. Man zeige, dass R4 ein R-Vektorraum ist beziiglich die
Addition der Vektoren (Funktionen):

+:RAXRA S RA, (f +g)(z) = f(z) + g(x), fir alle z € A,
und die Skalarmultiplikation
R xR 5 RA (af)(x) = af(x), fir alle z € A.

Ubung 3.1.40. Man betrachte die Teilmengen S = {f € R¥ | f ist gerade} und
T = {f € R® | f ist ungerade} von R¥. Man zeige, dass S,7 < R¥ und S®T = RE.

ﬂ'bung 3.1.41. Man betrachte eine Primzahl p € N. In jedem Z,-Vektorraum
gilt es: 0 = x4+ z + ...+ z(p mal), fir alle x € V. Existiert eine Z,-Vektorraum
Struktur auf der Gruppe (Z, +), wobei p € N eine Primzahl ist?

I"Jbung 3.1.42. Welche aus den folgenden Abbildungen sind linear:
(1) f:R3 = R3, flo1,22,23) = [v1 — 22,72 — 73,23 — 21].
(2) f:R? = R3, floy,20,23) = [v1 — 1,22 + 2,23 + 1].
(3) f:R® = R2 flry,x2,x3] = [201 — 322 + 23, —21 + T2 + 33, 21 + T2 + X3).
(4) f:R%2 = R3, flry, 2] = [v1 + 22,71 — T2, 221 + X3).
(5) f:R* =R, flor, 0] = af — a3
(6) f : R2 — R27 f[l‘l, LL’Q] = [a1,1m1+a271m2, a1’2x1+a2,2x2], wobei a1,1,01,2,02,1,02,2 €
R sind befestigt.
Fiir die Abbildungen die linear sind, bestimme man die Gleichungen der Unterdume
Kerf und Imf.

3.2. Basen.
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Lineare Unabhingigkeit.
Definition 3.2.1. Sei V ein K-Vektorraum. Man nennt Liste von Vektoren ein El-

ement v = [v1,va,...,v,]" aus V"1 wobei n € N beliebig ist. Eine Liste von Vek-
toren v = [v1, vy, ..., v,]" heit linear unaghdngig falls fiir Skalaren oy, as, ..., a, €
K gilt aqvg + agvs + ...+ apv, = 0 = a1 = ag = ... = a, = 0. Man

nennt linear abhdnging eine Liste von Vektoren die nicht linear unabhéngig ist.
In diesem Fall eine linear abhingige Relation ist eine Glaichung aus der Form

a1v1 + aovs + ... + a,v, = 0 mit Skalaren aq, as,...,a, € K nicht alle null.
Bemerkung 3.2.2. (1) Die Definition der lineare Unabhdangigkeit der Liste
v = [v1,v2,...,v,]" konnte als
(1, g, ..oy ap][vr,ve, )i =0=a; =as=...=a, =0
geschrieben werden. Das ist der Grund dafiir wir [vy,ve,...,v,]t € VX1
statt [v1, va,...,v,] € V™ betrachten.

(2) Die leere Liste von Vektoren ist auch erlaubt (fiir n = 0). Insbesondere ist
die leere Liste linear unabhangig.

(3) Eine Liste mit eienm einzigen Element [v1]
abhéangig wenn vy # 0.

(4) Ist v; = 0, so ist [v1,va,...,v,]" € V"> linear abhingig, da

Ovi+...+1v; + ...+ 0v, =0.
(5) Gilt v; = v; mit i # j so ist [v1,v2,...,v,]" € V™*! linear abhingig, da
Ovi+...+ 1y, + ...+ (—1)v; +...0v, =0.

! ist genau dann linear un-

(6) Manchmal wir sind nicht interesiert von der Ordnung der Vektoren aus der
Liste v = [v1,v2,...,v,])" und wir sagen dass die Vektoren vy, va, ..., v,
linear (un)abhéngig sind statt die Liste v jeweilige Eigenschaft hat.

Beispiel 3.2.3. (1) Die Liste [v1,v2,v3]! von Vektoren vy = [1,0,1], vy =
[1,2,3] und v3 = vy + vy = [2,2,4] in R? sind linear abhiingig, da

1lvy + 1ve + (—1)’[/3 =v] + vy —wv3 =0.

(2) Die Liste [e1, e2,e3]" von Vektoren e; = [1,0,0], e = [0,1,0], e3 = [0,0,1]
ist linear unabhiingig in R3.

Man sagt dass die Liste von Vektoren [vy,vg,...,v,]" € V™*1 eine Unterliste
der Liste [wy,wa,...,wy,]t € V™XL st falls {vi,va,...,0,} C {wi,wa,..., Wy}
gilt. Mit anderen Worten [wq, wa, ..., W] = [Viy, Viys - -, V4, |, it 41,49,...,4, €
{1,...,n}.

Satz 3.2.4. Man betrachte w = [v;,,viy,...,v;, ] € VX! ecine Unterliste der

Liste v = [v1,v2,...,v,]t € V"L, Ist w linear abhingig so ist v auch. Aquz’valent,
ist v linear unabhdngig so ist w auch.

Beweis. O

Notation 3.2.5. Sei v = [v1,v2,...,v,]" € V™*! eine Liste von Vektoren. Fiir
i1,%2,...,ik € {1,2,...,n} wir bezeichnen v\i:i2:% die Unterliste die aus v durch
die Elimination der Vektoren v;,,v;,,...,v;, gebildet ist.

Fiir eine Liste von Vektoren v = [v1,va,...,v,]" € V™! schreiben wir einfach
(b) = (b1, b2,...,b,) und sprechen wir iiber den von der Liste b erzeugten Unter-
raum.
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Satz 3.2.6. Seiv = [v1,v2,...,v,]t € VXL eine Liste von Vektoren. Die Liste v
ist genau dann linear unabhdngig, falls ein i € {1,2,...,n} existiert, so dass v; ist
eine lineare Kombination der Vektoren aus der Liste v\'.

Beweis. ([
Korollar 3.2.7. Seiv = [v1,va,...,0,]" € V™! eine Liste von Vektoren, so dass
eini € {1,2,...,n} existiert, mit der Eigenschaft dass v; eine lineare Kombination
der Vektoren aus der Liste v\' ist. Dann gilt (v) = (v\?).

Beweis. ([l

Definition 3.2.8. Eine endliche Teilmenge {vi,vs,...,v,} C V heifit frei falls
die Liste [v1,va,...,v,]" € V™! linear unabhingig ist. Eine (moglich unedliche)
Menge von Vektoren B C V heifit frei falls jede endliche Teilmenge von B ist frei.

Basen und Koordinaten.

Definition 3.2.9. Eine (geordnete) Basis eines K-Vektorrdumes V ist eine Liste
b = [by,ba,...,b,]" € V™! von Vektoren die linear unabhiingig ist und (b) = V
gilt (d. h. die Vektoren der Liste erzeugen V).

Bemerkung 3.2.10. (a) Often sind wir interesiert von nicht geordnete Basen, d.

h. Teilmengen
{b1,ba,...,b,} CV

so dass [b1, b, ..., b,]t eine (geordnete) Basis in der Sinne der Definition 3.2.9
ist.

(b) Der Fall einer Basis mit (moglich) unedlich viele Elemente ist auch erlaubt, ob-
wohl wir es nicht studieren: Eine Basis eines Vektorraumes V ist eine Teilmenge
B CV so dass B frei ist und (B) = V.

Beispiel 3.2.11. Die Liste e = [e1,e2,...,¢e,]" wobei e; = [1,0,...,0] € K",
es = [0,1,...,0] € K", ..., e, = [0,0,...,1] € K™, ist eine Basis von K™. Man
nennt e die kanonische Basis von K™. Die kanonische Basis lasst sich mit der Hilfe
der so gennanten Kronecker Symbole geschrieben:

1 falls i = j

fiir alle i € {1,...,n}.
Ofalls iz ralled€{l...n

e; = [6i,j]1§j§n c Kn, wobei 57;’j = {

Satz 3.2.12. Seien V ein K-Vektorraum und b = [by,ba,...,b,]t € VL. Die
folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) b ist eine mazimale linear unabhdingige Liste von Vektoren, d. h. b ist linear
unabhdngig und fir jedes x € V hat die Liste b’ = [by,ba, ..., by, x| diese
Eigenschaft nicht mehr.

(ii) b ist eine minimale Liste derer Vektoren erzeugen V, d. h. (b) =V und fir
jedes i € {1,...,n}, es gilt (b\') # V.

(iii) b st eine Basis von V.

Beweis. O

Definition 3.2.13. Man nennt endlich erzeugt einen K-Vektorraum V mit der
Eigenschaft dass eine endliche Teilmenge {b1,bs,...,b,} C V existiert, so dass
(b1,ba,...,by)y =V.
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Korollar 3.2.14. Jeder endlich erzeugten K-Vektorraum V hat eine Basis.
Beweis. (]
Bemerkung 3.2.15. Hier und in was folgt, betrachten wir nur endlich erzeugten

Vektorraume. Troztdem gelten viele Ergebnisse (z. B. Korollar 3.2.14, Theorem
3.2.24, Korollar 3.2.19 etc.) fir Vektorraume die nicht endlich erzeugt sind.

Satz 3.2.16. Seien V ein K-Vektorraum und b = [by, ba,...,b,|t € V1. Die
folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) b ist eine Basis von V.
(ii) Fiir jeden Vektor x € V existiert einen einzigen System von Skalaren

a=lay,...,a,] € K" so dass x = ab = a1by + agba + ... + anby,.
Beweis. [l

Definition 3.2.17. Seien V ein K-Vektorraum und b = [by, bs,...,b,|t € V*1
Fiir einen Vektor x € V nennt man die Koordinaten von x beziiglich b die einzig
bestimmten Skalaren [a, ..., a,] mit der Eigenschaft = agby + ...+ a,by,.

Die Dimension eines Vektorraumes.

Lemma 3.2.18. (Lemma von Steinitz) Man betrachte zwei Liste von Vektoren

v = [v1,v2,...,0,]" € VU und w o= [wi,wa, ..., wy,]t € V™ in einem K-
Vektorraum V , wobei n,m € N. Wenn v linear unabhdngig ist und (w) =V, dann
gelten n < m und, nach einer eventuelle Numerierung, (U1, ..., Un, Wngl, ..., Wy) =
V.

Beweis. O

Korollar 3.2.19. Jede zwei Basen eines (endlich erzeugten) K - Vektorraumes haben
dieselbe Anzahl von Elemente.

Beweis. |

Definition 3.2.20. Durch Definition ist die Dimension eines (endlich erzeugten)
K-Vektorraumes V' die Anzahl der Elemente einer Basis (folglich aller Basen) von
V. Man schreibt dimg V oder einfach dim V. Man spricht nicht mehr uber endlich
erzeugten sondern endlich dimensionalen Vektorraume.

Beispiel 3.2.21. (1) dim0 = 0.

(2) dimg K™ = n; insbesondere dimg R = 1, dimg R? = 2, dimg R® = 3
Bemerkung 3.2.22. In einem endlich dimensionalen K-Vektorraum V die fol-
gende Aussagen sind wahr:

(a) Jede lineare unabhéngige Liste ldsst sich zu einer Basis fertigzustellen.

(b) Aus jeder Liste die V erzeugt, kann man eine Basis herausfinden.

(¢) dimV ist die grofite Anzahl der Elemente einer Liste die linear unabhéngig ist.
(d) dimV ist die kleinste Anzahl der Elemente einer liste die V' erzeugt.

Satz 3.2.23. Seien V ein K -Vektorraum mit dimg V =n undb = [by,ba, ..., b,] €
VXL eine liste von Vektoren. Die folgende Aussagen sind dquivalnet:
(i) b ist linear unabhdngig.
(ii) (b) =V.
(iii) b ist eine Basis.
Bewets. (]
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Die universelle Eigenschaft der Basis eines Vektorraumes.

Theorem 3.2.24. [die universelle Eigenschaft der Basis] Seien V und W zwei K -
Vektorrdiume und v = [v1,v2, ..., v,]t € VXL eine Basis von V. Fiir jede Funktion
f{vi,ve, ... v} — W ezistiert eine eizige lineare Abbildung f :V — W so dass
fw) = f(v) fiir alle 1 <i < n (d. h. f verlingert f oder f eine Beschrenkung

von f ist).
Beweis. O

Korollar 3.2.25. Seien V und W zwei K -Vektorrdume und v = [v1,v, ..., v,]" €
VXL eine Basis von V.
(a) Sind f,g:V — W lineare Abbildungen so dass f(v;) = g(v;) fir alle1 < i <mn,

so gilt f =g.
(b) Ist dimg W =n so gilt V= W.
(c) Es gilt V= K™

Einige Formeln mit der Dimension gebunden.
Satz 3.2.26. Man betrachte einen K-Vektorraum V un S, T <k zwei Unterrdume.

Dann gilt:
dim S+ dim7T = dim(S + T') — dim(S N T).

Beweis. O

Korollar 3.2.27. Ist V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und S <g V,
so gilt dim S < dim V. Mehr, dim S =dimV gdw S =V.

Beweis. O

Satz 3.2.28. Sei f : V — W eine lineare Abbildung zwichen zwei K -Vektorraume
V and W. Dann gilt:

dimV = dimKerf + dim Imf.
Beweis. O

Korollar 3.2.29. Seien V und W zwei K-Vektorrdume mit dimV = dim W und
f:V = W eine lineare Abbildung. Die folgende Aussagen sind dquivalnet:
(i) f ist injektiv.
(ii) f ist surjektiv.
(iil) f st bijektiv.
Beweis. (]

Die Ersetzungslemma.

Theorem 3.2.30. (die Ersetzungslemma) Seien b = [by,ba,...,b,]" eine Basis
des K-Vektorraumes V und v € V. mit den Koordinaten [y, as ..., ay] beziglich
der Basis b (d. h. v = a1by + agbs + ... + apby). Man betrachte die Liste von
Vektoren v/ = [by,...,v,...,by] die aus v durch die Ersetzung des Vektors b; mit
v entstanden. Dann:

(a) b’ ist eine Basis gdw a; # 0.
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(b) Ist b’ eine Basis und ist x € V mit den Koordinaten [x1,xs ..., x,] beziglich
v und [z}, xh ... xl] beziiglich v/ so gelten:
xh=a; e
T = o; Nagzy — ajay) fiir j # i
Beweis. ]
Definition 3.2.31. Man nennt den Rang einer Liste von Vektoren v = [vy, ..., v,]!

die Dimension des von v erzeugten Unterraum, d. h. rank v = dim(v).

Bemerkung 3.2.32. Da jede linear unabhéngige Liste lasst sich zu einer Basis
fertigzustellen, konnen wir die Ersetzungslemma um den Rang einer Liste von Vek-
toren zu berechnen.

ﬂ'bungen zu Basen.

Ubung 3.2.33. Man zeige, dass eine Liste mit zwei Vektoren [z,y]" € V2! ist
genau dann linear abhingig wenn existiert a € K so dass ¢ = ay oder y = ax.
Man finde eine geometrische Interpretation der Gleichungen x = ay oder y = ax
im Fall K =R, und V = R3. Wenn ist eine liste von Vektoren [z, y, 2] € (R?)3*!
linear abhangig?

Ubung 3.2.34. Sei V ein K-Vektorraum mit dim V = n. Man zeige, dass fiir jede
naturliche Zahl m < n ein Unterraum S <yg V existiert so dass dim S = m.

Ubung 3.2.35. Sei f: V — W eine lineare Abbildung und X C V. Man zeige,
dass f((X)) = (f(X)).

Ubung 3.2.36. Man zeige, dass Q+Qv/2 = {a+bv2 | a,b € Q} ein Q-Vektorraum

ist, und bestimme man eine Basis und die Dimension.

ﬁbung 3.2.37. Sei p eine Primzahl. Man zeige, dass
Q+Q¥p+Qvp?={a+byp+ v/p?|ab,ceQ}

ein Q-Vektorraum ist, und bestimme man eine Basis und die Dimension.

Ubung 3.2.38. Sei f : V — W eine lineare Abbildung und v = [vy,...,v,]" €
Vn*L eine liste von Vektoren. Man bezeichne f(v) = [f(v1),..., f(v,)]t € WXL
Dann:

(a) Ist f injektiv und v linear unabhéngig, so ist f(v) linear unabhéngig auch.
(b) Ist f surjektiv und (v) =V, so gilt (f(v)) =W.
(c) Ist f bijektiv und v eine Basis, so ist f(v) eine Basis auch.

Ubung 3.2.39. Sei V ein K-Vektorraum mit dimV = n und S <x V. Man zeige,
dass T <k V existiert, so dass S®T = V.

I"J'bung 3.2.40. Man betrachte in R? die Liste von Vektoren v = [vy, v, v3]t. Man
benutze zwei Methoden (die Definition einer Basis bzw. die Ersetzungslemma) um
a € R zu finden, so dass v eine Basis von R? ist, wobei:

(1) v =1[1,-2,0], v2 = [2,1,1], v3 = [0,a, 1].

(2) vy =1[2,1,-1], v2 =[0,3,-1], v3 = [1,a, 1].
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Ubung 3.2.41. Man zeige dass b = [b1, b2, b3, bs]t wobei
by =[1,2,—1,2],by = [1,2,1,4], b3 = [2,3,0, —1],bs = [1,3, —1,0]
eine Basis von R? ist und man bestimme die Koordinaten von z = [2, 3,2, 10].
I"Jbung 3.2.42. Man bestimme a € R so dass die Liste v = [v1, v, v3]" eine Basis
von R? ist, wobei:
vy = (a,1,1),v3 = (1,a,1),v3 = (1,1, a).

ﬂ'bung 3.2.43. Man bestimme den Rang der Listen von Vektoren in R%:

(1) [[0,1,3,2],[1,0,5,1],[-1,0,1,1],[3, -1, =3, —4],[2,0, 1, —1]]%;

(2) [1,2,3,0],[0,1,-1,1],[3,7,8,1],[1, 3, 2, 1]]%;

3) 11,2,-1,2],[2,3,0,-1],[2,4,0,6],[1,2,1,4],[3,6,—1,—1],[1, 3, —1,0]]t.
ﬂ'bung 3.2.44. Man betrachte die Unterrdumen

S ={[2,0,1,-1],[0,1,2,3],[-1,0,1,1],[1,1,5,2])
T={(1,0,2,0],[21,-1,2],[-1,-1,3,-2])

von dem reelen Vektorraum R*. Man benutze die Ersetzungslemma die Dimensio-

nen je eine Basis und die Dimensionen der Unterrdume S, T, S+ T und SN7T zu
berechnen.

Ubung 3.2.45. Man benutze die Ersetzungslemma die Dimensionen und je eine
Basis der Unterraume Kerf und Imf zu berechnen, falls:

(1) f: R? - R?3 f[xl,xg,l’g] = [.’1?1 + 2x0, 20 + T3, 21 — 2.’133].

(2) f : R4 — R3 f[$1,332,.133,l‘4] = [1‘1 — Ty — $3,3$2 + 1‘4,3.231 — 3$3 + .’L‘4]
(3) f:R3 = R? flay,xo, 23] = [~21 + 222,71 — T2 + T3, T2 + 273].
(4) f:RQ %Rg f[:Cl,fﬂQ] = [35173152,2351,*%14’1'2].
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