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Daca gandirea, solicitata de un lucru, il urmareste pe acesta, atunci i se poate intampla sa
se transforme pe drum. De aceea este recomandabil, [...], sa fim atenti la drum si mai
putin la continut.

(Martin Heidegger, Principiul identitatii)
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Introducere

Chiar daca studiul echivalentelor de categorii este interesant prin sine Insusi, Intrucat
echivalentele joaca in acest context rolul izomorfismelor dintre alte structuri, motivatia
principala acestui studiu vine din Imprejurarea ca multe “coincidente” care apar in diferite
domenii ale matematicii pot fi explicate, la un nivel general, ca si consecinte ale unor
echivalente categoriale convenabile. De exemplu, in cazul categoriilor aditive, cu anumite
ipoteze aditionale, o echivalenta de categorii poate fi utila pentru a cerceta legaturile din-
tre un obiect dat si inelul endomorfismelor sale. Pentru cazul categoriilor Grothendieck,
situatia originara este deja clasica teorie Morita, in care echivalentele dintre doua categorii
de module peste inelele R si S sunt caracterizate ca fiind functorii Homg (U, —) si — ®g U,
unde U este un progenerator al categoriei Mod- R, iar S = Endg(U) (v. de exemplu [75,
Theorem 46.4]). Este agadar evident ca exista o legatura stransa intre studiul echivalentelor
dintre doua categorii de module si cel al corespondentelor dintre un R-modul anumit, aici
progeneratorul U, si inelului lui de endomorfisme, dupa cum s-a spus mai Inainte.

Diferite generalizari ale teoriei Morita au fost studiate de mai multi autori. Pentru a
prezenta pe scurt acele abordari ale acestui subiect care au influentat in mod deosebit teza
de fata, vom face mai intai cateva notatii. Fie R un inel cu unitate, U un R-modul drept
si S = Endgr(U). Este clar ca U are o structura naturald de S-modul stang. Consideram

perechea de functori adjuncti:
Homp (U, —) : Mod- R — Mod- S si — ®gU : Mod- S — Mod- R,

unde Mod- R si Mod- S sunt categoriile de module drepte corespunzatoare. Plecand de la
aceasta pereche de functori adjuncti definim clasele Stat[U] si Adst[U] prin aceea ca ele
contin toate R-modulele, respectiv S-modulele, pentru care counitatea, respectiv unitatea,

de adjunctie este un izomorfism. Module apartinand acestor clase sunt numite U-statice,
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respectiv U-adstatice. Se poate observa imediat ca perechea de adjuncti de mai sus induce
o echivalenta intre subcategoriile pline ale categoriilor Mod- R si Mod- S constituite din
modulele U-statice, respectiv U-adstatice, iar aceste subcategorii sunt maximale relativ la
aceastd proprietate. Desigur In cazul in care U este un progenerator, deci inelele R si S

sunt Morita echivalente, atunci Stat[U] = Mod- R si Adst[U] = Mod- S.

In lucrarea [25], K. Fuller propune o generalizare a teoriei Morita, studiind conditii in
care Adst[U] = Mod- S, iar Stat[U] = a[U] este subcategoria plind a categoriei Mod- R ale
carei obiecte sunt R-modulele subgenerate de U, adica sunt submodule in imagini ale unei
sume directe de copii de U ([25, Theorem 2.6]). De mentionat ca subcategoria o[U] este
Grothendieck ca si Mod- R. In aceeagi lucrare se cerceteaza si legaturile dintre inelul R si

inelul biendomorfismelor R-modulului U.

U. Albrecht studiaza in [2] inchiderea claselor Stat[U] si Adst[U] relativ la obisnuitele
constructii categoriale: nuclee, conuclee, imagini etc, in cazul grupurilor abeliene, adica
pentru R = Z. Acest studiu este continuat si extins, in cazul R-modulelor oarecare de catre
R. Wisbauer in lucriirile [76] si [77]. In plus, sunt prezentate aici si unele conditii necesare
si suficiente in care categoriile Stat[U] sau Adst[U] coincid cu anumite subcategorii pline
ale categoriilor Mod- R, respectiv Mod- S, care pot fi descrise mai usor. O generalizare a
rezultatelor lui Albrecht poate fi intalnita si in lucrarea [11], scrisa de S. Breaz impreuna

cu autorul acestei teze.

Un #-modul este un R-modul U, pentru care Stat[U] este clasa R-modulelor generate de
U - adica acele module care sunt imagini ale unei sume directe de copii de U - iar Adst[U]
este clasa S-modulelor cogenerate de Hompg(U,C) unde C este un cogenerator injectiv
arbitrar al categoriei Mod- R. Aceste module sunt studiate de R. Colpi gi C. Menini in [18].
Dualizarea acestui studiu este realizatd de R. Colby si K. Fuller in [16]. In [48], C. Menini si
A. Orsatti dau conditii suficiente pe care trebuie sa le indeplineasca doué subcategorii pline
ale categoriilor Mod- R si Mod- S pentru ca o echivalenta dintre ele sa fie reprezentabila de

un *-modul U, adica sa fie de forma Hompg(U, —) cu inversa — ®g U.

Exista o serie de lucrari care aplica tehnici care tin de echivalentele categoriale pentru
a studia module (in special grupuri abeliene) care au anumite proprietati privite ca module
peste inelul lor de endomorfisme. Ca exemplu amintim [59] de G.P. Niedzwecki si J.D. Reid

sau alta lucrare a lui J.D. Reid, [68]. Mentionam de asemenea studiul grupurilor de torsiune



privite ca module peste inelul de enomorfisme efectuat de F. Richman si E. Walker in [69].
Un rol deosebit in ceea ce priveste echivalentele de categorii, il joaca modulele auto—mici,

studiate in lucrarea [7], apartinand autorilor D. Arnold si C. Murley.

Plecand cu ipoteza ca U este un R-modul Y-quasiproiectiv, adica proiectiv in categoria
o[U] a modulelor subgenerate de U si folosind Teorema Popescu-Gabriel (Teorema 1.2.7),
J.L. Garcia Herndndez si J.L. Gémez Pardo au demonstrat in [28, Theorem 1.3] si [29, The-
orem 1.3] ca functorii Hompg(U, —) si — ®g U induc o echivalenta intre subcategoria plina a
R-modulelor M-prezentate si o anumita categorie cat a categoriei Mod- S, care poate fi iden-
tificata cu o subcategorie a categoriei Mod- S si coincide cu Mod- S exact atunci cand U este
finit generat. Aceeasi categorie cat este echivalenta cu inca doua subcategorii pline ale cate-
goriei Mod- R. Aceste rezultate au fost generalizate in [31] de catre J.L. Garcia si M. Saorin.
Daca A este o categorie Grothendieck local finit generata, U € A si S = End 4(M), atunci
U induce o clasii de torsiune ereditarii in A. In [31, Theorem 1.6] sunt daté conditii necesare
si suficiente pentru ca acele S-module care sunt duse de adjunctul functorului Hompg(U, —)
in obiecte de torsiune in A s& formeze o clasi de torsiune ereditara in Mod-.S, conditii in
care Hom 4(M, —) induce o echivalenta intre categoriile cat ale categoriilor A si Mod- S,

modulo respectivele clase de torsiune.

Mai recent, in [13] F. Castano Iglesias, J. Gémez Torrecillas i R. Wisbauer au propus
o abordare a echivalentelor dintre doua categorii abeliene complete si cocomplete A si B,
plecand de la o pereche arbitrara de functori adjuncti R : A — Bsi L : B — A. Sunt
date in [13, Theorem 1.6], conditii necesare si suficiente, pentru ca functorul R sa inducé o
echivalenta intre subcategoria plina a categoriei A formata din obiectele prezentate de U si

imaginea esentiald a lui.

Rezultatele din [31] si [13] sunt punctul de pornire al lucrarii [50], apartinand autorului
tezei si care constituie “scheletul” acesteia. In aceastd lucrare sunt investigate conditii de
aplicare a rezultatelor din [31] in cazul unei perechi de functori arbitrari aga ca in [13] si

sunt indicate cateva posibile particularizari.

Presupunem acum ca R = @ ., Ry este un inel graduat si M = P gec Mg este un

geG
R-modul graduat, ambele de un grup G (nu neaparat comutativ). Atunci S = Endg(M)
are un subinel £ = ENDpr(M) care este de asemenea G-graduat, iar £ = S cu conditia ca G

sa fie finit sau ca M sa fie finit generat. Este clar ca E actioneaza asupra S-modulului stang
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M, prin restrictia scalarilor, agadar M este si un F-modul stang. Notam cu Gr- R categoria
modulelor G-graduate impreuna cu homomorfismele de R-module care pastreaza gradul, a
caror multime va fi notatd Homeg (M, M') pentru orice M, M’ € Gr- R. Pe langa functorul
Homg r(M, —) : Gr- R — Mod- Endg r(M), al carui adjunct este dat de tensorizarea peste

Endg r(M), avem inca o pereche de adjuncti, si anume:
HOMg(M,—): Gr-R — Gr-E i — ®gM : Gr-E — Gr- R,

definitia functorului HOM g (M, —) gasindu-se in Sectiunea 2.3.

Considerarea unor echivalente intre categorii de module graduate se justifica in principal
prin asa numita teorie Clifford graduata, care a fost dezvoltata in special de E. Dade in
[19], unde M este presupus a fi un obiect simplu al categoriei Gr- R. Mai multe lucrari
care il au coautor pe C. Nastasescu generalizeaza rezultatele lui E. Dade sau considera
cazuri asemanatoare. Ne referim la [4], scrisa de acest autor impreuna cu T. Albu, unde M
este generatorul canonic (P, R(g) al categoriei Gr- R, la [36], impreund cu J.L. Goméz
Pardo, unde este cercetata comportarea unor echivalente in raport cu functorul care uita
garduarea sau la [58], impreuna cu B. Torrecillas, unde este prezentata o versiune relativa
a teoriei Clifford graduate. In cazul in care M este finit generat, A. Marcus a aratat in
[44], ca echivalentele de categorii stabilite de catre J.L. Garcia Herndndez si J.L. Goméz
Pardo in [29] pastreaza modulele graduate de G-multimi si sunt compatibile cu functorul
care uita graduarea. Mai amintim gi rezultatul din [35] apartinand autorilor J.L. Goméz
Pardo, G. Militaru si C. Nastasescu, care afirma ca grupul Hompg(M, N) este completarea
in topologia finita a grupului HOMg(M, N), pentru orice N € Gr- R.

Articolele [36], [58] si mai cu seama [4] constituie punctul de plecare al lucrarii [45],
scrisa de A. Marcus Impreuna cu autorul tezei, al carei scop este sa acopere si sa unifice
rezultatele de la care a plecat. Diferenta fata de abordarile anterioare consta in faptul ca
apar categorii de module graduate in ambele parti ale echivalentei, care a fost de altfel de
la bun inceput intentia autorilor, lucrandu-se in consecinta cu functorul HOMg (M, —) in
loc de Hompg (M, —) sau Homg r(M, —).

In teza de fata sunt cercetate conditii in care o pereche de functori adjuncti (R, L) intre
doud categorii Grothendieck A si B induce echivalente de categorii inverse una celeilalte intre
anumite subcategorii pline ale categoriilor initiale. Aceasta abordare a fost stimulata de

imprejurarea ca, in unele situatii, este preferabil s& inlocuim functorii de tipul Hom 4 (U, —),



11

U € A, cu functori care pastreaza anumite structuri aditionale, ca de exemplu graduarea,
asa cum se Intampla in [45], sau unitatile locale cum se sugereaza in [6]. Rezultatele astfel
obtinute sunt aplicate in cazul modulelor peste categorii preaditive mici, caz care acopera
atat pe cel al modulelor peste inele cu unitati locale cat si cel al modulelor graduate. In
cazul modulelor graduate, este de asemenea prezentata legatura dintre aceste echivalente si

functorul care uita graduarea.

Inainte de a trece la prezentarea fiecarei sectiuni a acestei lucrari, sa precizam ipotezele
si notatiile generale pe care le-am folosit. Peste tot in aceasta teza inelele sunt asociative,
dar nu au unitate decat atunci cand aceasta este specificat In mod expres. Daca nu este
specificat altceva, modulele sunt considerate a fi module drepte, aga ca, pentru un inel
oarecare R, Mod- R si mod- R noteaza categoria R-modulelor unitale drepte, respectiv sub-
categoria plina a acesteia formata din acele R-module care sunt finit prezentate, impreuna
cu homomorfismele de R-module. Daca A este o categorie, vom scrie A € A pentru a
indica ca A este un obiect in A. Dacd A, A’ € A, folosim notatiile Hom 4 (A, A") si L4(A)
pentru multimea morfismelor in A dintre A si A’, respectiv clasa subobiectelor obiectu-
lui A, care In cazul categoriilor considerate de noi formeaza o latice. Totusi, atunci cand
A = Mod- R prescurtam aceste notatii astfel Hompg (A4, A") = Homyoq. g(A, A"), respectiv
Lr(A) = Lyod-r(A), si analog pentru A = Mod- X', unde X este o categorie preaditiva
mica, distinctia urmand a se face din context. Compunerea a doua morfisme f: A" — A si
fi A— A” va fi scrisa simplu f’ f, acelasi lucru fiind valabil pentru functori. Toti functorii
considerati intre categorii preaditive sunt presupusi a fi aditivi. Formal, vom lucra numai cu
functori covarianti, in consecinta functor inseamna functor covariant. Atunci cand apare un
functor contravariant schimbam categoria care constituie domeniul lui cu cea opusa. Totusi,
in mod informal, vom numi acest functor contravariant cu domeniul categoria initialad. Daca
f este un functor al carui codomeniu are obiect zero, vom nota cu Ker f clasa acelor obiecte
din domeniu care sunt duse de f in 0, spre deosebire de ker a care inseamna nucleul (in sens

categorial) al unui morfism «. Toate subcategoriile pe care le consideram sunt pline.

In primul capitol al tezei se aplica tehnica de localizare a categoriilor abeliene pentru
a se obtine echivalente intre anumite categorii cat a doua categorii Grothendieck A si B,
plecand de la doi functori ajuncti R : A — B la dreapta gi L : B — A la stanga. Sectiunile

1.1 si 1.2 sunt introductive, rezultatele fiind preluate din lucrari cu caracter general, in



12

special din [49], [63] i [72]. In prima dintre cele doui sectiuni este prezentats constructia
categoriilor de fractii cu numitori dintr-un sistem de morfisme, precum si legatura acestei
constructii cu notiunea de adjunctie (Teorema 1.1.1). Cea dea doua continué cu localizarea
categoriilor abeliene, care este un caz particular a constructiei categoriilor de fractii, in acest
context gasindu-si locul si teorema Popescu—Gabriel (Teoremal.2.7), care da o reprezentare
a oricarei categorii Grothendieck ca o categorie cat, care va fi mai apoi identificata cu o
subcategorie plina, a unei categorii de module. Este amintita pe scurt si interpretarea
categoriei cat modulo o subcategorie localizanta a unei categorii de module, ca fiind subca-
tegoria plina formata din modulele inchise relativ la o anumita topologie, numita topologia

Gabriel asociata subcategoriei localizante.

incepénd cu sectiunea 1.3, rezultatele sunt in cea mai mare parte originale. Plecand de
la perechea de functori adjuncti mentionata mai sus si de la un generator S al categoriei B,
punem U = L(5) si definim categoriile Stat(R), L(B), Pres[U], Gen[U], o[U], Adst(R) si
R(A) care vor juca un rol insemnat in ceea ce urmeaza. Alaturi de Teorema 1.3.3, preluata
din lucrarea [13], in care sunt date conditii echivalente cu egalitatea Pres[U] = Stat(R),
am mai atrage aici atentia asupra Propozitiei 1.3.6, unde cu ipoteza ca aceasta egalitate
este indeplinita afirmam ca Pres[U], respectiv R(.A), este o subcategorie reflectiva, respectiv
coreflectiva, in A, respectiv B, principalul avantaj al acestui fapt constituindu-1 posibilitatea

de a calcula limitele gi colimitele in aceste categorii, conform Propozitiei 1.2.1.

In sectiunea 1.4, introducem teoria de torsiune in A asociata obiectului U, pe care
o notam (74, F4), si construim categoria cat a categoriei .4 modulo subcategoria locali-
zanta a carei clasa de obiecte este T4. Accentul cade pe studiul relatiilor dintre Ker R,
Ker Hom 4 (U, —) si T4, o atentie speciala fiind acordata gasirii conditiilor de valabilitate a
egalitatii Ker R = T4. De remarcat ca am caracterizat aceasta egalitate cu ajutorul notiunii
de obiect CQF-3, notiune preluata din lucrarea [31]. In finalul sectiunii este discutat cazul
in care T4 este o clasi TTF. Mai remarcam de asemenea ca ipoteza ca un obiect sa fie
CQF-3 este destul de generala, clasa acestor obiecte incluzand-le de exemplu pe cele proiec-
tive, pentru care T4 este o clasa TTF, situatia considerata de noi acoperind in consecinta o
multitudine de cazuri, printre care cel clasic din teoria Morita sau din generalizarile obtinute

in [25], [28] sau [29].

Punénd conditia ca nucleul morfismului indus L(g) s& apartina clasei T4 pentru orice
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monomorfism ¢ din B, demonstram in sectiunea 1.5 c& obiectele din B care sunt duse de
L in obiecte de torsiune in A, relativ la teoria definitd in sectiunea anterioard, formeaza
o clasa de torsiune de asemenea ereditara in B, notatd 7z (Teorema 1.5.1). Mai departe
determinam anumite subobiecte ale generatorului S, a caror multime genereaza teoria de
torsiune din B, modelul fiind topologia Gabriel asociata unei teorii de torsiune ereditara pe
o categorie de module. Scopul acestei constructii este de a regasi ca si un caz particular

filtrul Gabriel care apare in lucrarile [28] si [29].

Sectiunea 1.6 este cea mai importanta din acest capitol. Teorema 1.6.2 furnizeaza
conditii necesare i suficiente cu echivalenta categoriilor cat C = A/T4 si D = B/7g, in
ipoteza cd T este o teorie de torsiune ereditara. Cu ipoteza suplimentard ca U sa fie
un obiect CQF-3, Teorema 1.6.5 ne caracterizeaza aceastua echivalenta de categorii prin
coincidenta claselor Stat(R), respectiv Adst(R) cu anumite subcategorii pline mai usor de
descris, iar Corolarul 1.6.7, unde afirmam echivalenta a patru categorii, deschide calea spre
aplicatiile prezentate in cel de-al doilea capitol. Rezultatele obtinute pana aici ne arata
ca functorul oarecare L : B — A care are un adjunct la dreapta R are o comportare
foarte asemanatoare unui functor tensor, ceea ce este de asteptat intrucat orice categorie
Grothendieck se poate identifica cu o subcategorie a unei categorii de module, iar intre

categorii de module un adjunct la stanga este natural izomorf unui functor tensor.

In ultima sectiune a acestui capitol, sectiunea 1.7, ne propunem sa demonstram ca
rezultatele noastre generalizeaza pe cele din [28] si [29] si, Intr-o anumita masura, pe cele
din [31]. Astfel Teoremele 1.7.1 si 1.7.4 deduse ca si cazuri particulare ale Teoremelor 1.6.2 si
1.6.5 sunt reformulari pentru [31, Theorem 1.6], respectiv [28, Theorem 1.3] si [29, Theorem
1.3).

Rezultatele din primul capitol sunt aplicate in cel de-al doilea in diferite cazuri in care
A sau B sunt categorii de module peste categorii preaditive mici. In virtutea faptului ca
un inel cu unitate poate fi privit ca o categorie preaditivid cu un singur obiect, modulele
peste categorii preaditive mici mai sunt numite si module peste inele cu mai multe obiecte.
In sectiunea 2.1, mai precis in Teorema 2.1.3 si Corolarul 2.1.4, sunt deduse din Teorema
1.6.5 echivalente atunci cand B, respectiv atat B cat si A sunt categorii de module peste

categorii preaditive mici. De mentionat ca rezultate asemanatoare aparand si in lucrarea
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[32], apartinand lui G.A. Garkusha, mai precis [32, Theorem 4.7, Corollary 4.9 si Theo-
rem 4.10]. In finalul sectiunii sunt generalizate [61, Lemma 2.2 si Lemma 2.3], ceea ce
sugereaza o posibila deschidere a rezultatelor noastre catre teoria reprezentarilor algebrelor

finit dimensionale, in abordarea ei functoriala initiata de M. Auslander.

In sectiunea 2.2 aratam ca o categorie de module unitale peste un inel cu unitati locale
este echivalentd cu una de module peste o anumita categorie preaditiva mica si se obtine
in consecinta Teorema 2.2.9, care este o generalizare a teoriei Morita pentru astfel de inele,

asa cum este ea prezentata in [6].

incepénd cu sectiunea 2.3 si pana la sfargitul tezei ne ocupam cu categoria R-modulelor
graduate de G-multimi (tranzitive), unde G este un grup si R este un inel G-graduat. Cele
mai multe rezultate si idei apartin lucrarilor [45] si [46], scrise de A. Marcus impreuna cu
autorul acestei teze, dar demonstratiile sunt adesea simplificate ca o consecinta a deducerii
lor din cazul general. Pentru inceput aratdm ca Gr-(X, R), categoria R-modulelor graduate
de G-multimea X, este echivalenta cu o categorie de module peste o categorie preaditiva
mica (Propozitia 2.3.3), ceea ce ne permite sa aplicam rezultatele din sectiunea 2.1. Mai apoi
este introdus functorul care uita graduarea impreuna cu adjunctul lui la dreapta, precum

si functorul HOM (M, —) despre care am vorbit mai sus.

Scopul sectiunii 2.4 este sa arate ca dacd M este un modul G-graduat, iar N unul X-
graduat, X fiind o G-multime, atunci Hompg(M, N) este completarea in topologia finita a
grupului HOMx r(M, N) (Teorema 2.4.3). Rezultatul, demonstrat in lucrarea autorului
impreuna cu A. Marcus [46], este o generalizare pentru [35, Theorem 1.2], tehnica de lucru
fiind imprumutata din [35].

In urmitoarea sectiune 2.5, studiem obiectele mici din categoria Gr-(H\G, R), unde H
este un subgrup al grupului G iar prin H\G intelegem multimea {Hg | g € G} a claselor de
echivalenta la dreapta ale lui H in G. Acest studiu este inspirat de asemenea de lucrarea

[35], generalizarea acestor rezultate, aga cum este facuta aici, nefiind una dificila.

Interesati fiind si de comportarea echivalentelor pe care le urmérim fata de functorul
care uita graduarea si adjunctul lui, era natural sa studiem acele subcategorii pline ale
categoriilor Gr-(H\G, R) si Gr-(K\G, R), unde 1 < K < H < G, intre care restrictiile
acestor functori sunt bine definite. Aceste subcategorii le-am numit rigide si sunt inchise

intr-un anume sens la schimbarea graduarii, iar studiul lor l-am intreprins in sectiunea 2.6.
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Pe langa definitia acestor subcategorii rigide, am introdus si una pentru topologii Gabriel
rigide pe R, care sunt acele topologii care corespund unor clase de torsiune ereditare rigide,
dupa cum se vede din Propozitia 2.6.9. Ideea considerarii subcategoriilor rigide provine din
[36], unde ele au fost studiate in cazul K =1 gi H = G, dar, de data aceasta, generalizarea
nu mai este deloc evidenta. O sistematizare a acestor lucruri poate fi gasita in lucrarea

autorului [51].

Rezultatele din sectiunea 2.1, se specializeaza in sectiunea ultima a tezei, anume 2.7,
unde prezentam prin Teorema 2.7.4 o versiune graduata a echivalentelor cuprinse in [28,
Theorem 1.3] si [29, Theorem 1.3], iar prin Corolarul 2.7.5 comportarea acestor echivalente
fata de functorul care uita graduarea si fatd de adjunctul sau. Relatia precisa dintre
echivalentele stipulate de Teorema 2.7.4 si cele din [29, Theorem 1.3] este stabilita de Teo-
rema 2.7.6. In finalul sectiunii sunt discutate aplicatii ale acestor rezultate la diferite cazuri

particulare.

Vom spune acum cate ceva despre metoda folositd. Adoptand punctul de vedere al
lui T. Faticoni din [22], consideram ca in ceea ce priveste relatiile dintre un R-modul U
si inelul F al endomorfismelor sale, exista trei directii principale de studiu toate trei uti-
lizand echivalentele de categorii: una care extinde rezultatul lui K. Fuller ([25, Theorem
2.6]) ducand catre conceptele de *-modul si costar modul; o alta care utilizand Teorema
Popescu—Gabriel, deduce echivalente intre anumite subcategorii pline ale lui Mod- R si anu-
mite subcategorii pline ale categoriei Mod- E, aplicabila in special la studiul R-modulelor
Y-quasiproiective; a treia, care apare in special in literatura privitoare la grupuri abeliene si
unde un rol crucial il joaca grupurile (modulele) auto—mici. Teza de fata, se inscrie pe linia
celei dea doua directii dintre cele mentionate mai sus. Totusi, exista o diferenta pe care am
dori sa o detaliem in continuare. Pana acum, cel putin dupa stiinta autorului acestei teze,
toate lucrarile care se pot subsuma acestei a doua directii folosesc Teorema Popescu—Gabriel
ca pe ceva gata dat, neramanand altceva de facut decat sa fie deduse de acolo echivalentele
dorite. Specific acestei teze este cd Incercam si punem in prim plan ceea ce, dupa parerea
autorului, sta dincolo de enuntul aceastei teoreme si de posibilele ei aplicatii, constituind
esenta sa, si anume de conceputul de localizare, in cazul nostru abeliana. Fie spus aici
ca demostratia data teoremei in cauza de N. Popescu in monografia sa [63] se bazeaza de

asemenea pe acest concept. Vorbim de o localizare a unei categorii abeliene, atunci cand
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avem definit un functor exact cu domeniul respectiva categorie si care are un adjunct la
dreapta deplin fidel. Faptul ca adjunctul este deplin fidel este echivalent, dupa un rezultat
bine cunoscut, cu inversabilitatea counitatii de adjunctie. Acest punct de vedere ne-a con-
dus la demonstratia Teoremelor 1.6.2 si 1.6.5, pe care le consideram principalele rezultate
ale primului capitol al tezei si din care inferam apoi aplicatiile prezentate in cel de-al doilea
capitol. Abordarea noastra mai are gi avantajul ca, deoarece localizarea se poate defini
asemanator si pentru alte categorii decat cele abeliene, este posibil ca urmand acelagi drum
sa fie obtinute rezultate analoge si in alte cazuri. Este ceea ce autorul tezei a Incercat in
lucrarea [52], in cazul categoriilor triangulate compact generate fara a ajunge — dupa cum
spera inca — la rezultate foarte convingatoare, rezultate neincluse in prezenta teza.

De-a lungul intregii perioade necesare elaborarii si redactarii acestei lucrari, familia mea
a fost langa mine cu Incurajari si cu infinita rabdare. Le multumesc acum tuturor pentru
intelegerea pe care mi-au aratat-o. Multi altii sunt cei carora le sunt indatorat pentru
ajutorul acordat in ducerea la bun sfarsit a acestei teze. Domnului Profesor Ioan Purdea
i multumesc pentru indrumare, pentru cunostintele pe care mi le-a impartasit si mai ales
pentru intelesul lor. Ii multumesc de asemenea domnului Profesor Grigore Calugareanu
pentru modul in care m-a condus catre cercetarea matematica si pentru mereu reinnoita
provocare de a continua. Lui Andrei Marcug 1i multumesc pentru colaborarea excelenta
dintre noi, precum si pentru ajutorul acordat pentru a primi o bursa in Germania, unde
am ridicat structura de rezistenta a lucrarii de fata. Multumesc de asemenea Profesorului
Burkhard Kiilshammer din Jena pentru ospitalitate si Fundatiei “Alexander von Humboldt”
pentru sprijinul financiar. Multumiri se cuvin si lui Simion Breaz pentru nenumaratele
discutii pe care le-am purtat, punctate deseori din parte-i de intuitii patrunzatoare. Nu
in ultimul rand, pentru sfaturi gi constante Incurajari multumesc colegilor Cosmin Pelea,

Christian Sacarea, Septimiu Crivei, Csaba Szantd, iar lista ar putea continua.

Tanuarie 2003, Cluj—Napoca,
Ciprian Modoi



Capitolul 1

Echivalente induse de functori

adjuncti

In acest capitol studiem posibilitatile de obtinere a unor echivalente de categorii plecand de
la o pereche de functori adjuncti intre doua categorii Grothendieck A si B.

Scopul capitolului este de a gasi un cadru cat mai larg pentru studiul echivalentei de
categorii care se stabilegte intre clasa modulelor statice si cea a modulelor adstatice, relativ
la un modul fixat, cadru care sa lase loc si unor eventuale generalizari, in care sa inlocuim
functorul Hom uzual cu un altul care pastreaza anumite structuri aditionale.

Primele doua sectiuni au un caracter introductiv. incepénd cu sectiune a treia cea
mai mare parte a rezultatelor — exceptandu-le pe acelea carora le-am indicat sursa — sunt
publicate de autor in lucrarea [50], expunerea fiind aici desigur ceva mai detaliata. Unele
idei sunt prefigurate de asemenea si in lucrarile [10] si [11], scrise de autor in colaborare cu

S. Breaz.

1.1 Categorii de fractii

Despre o pereche de functori

Aélg,
L

unde A si B sunt doua categorii oarecare, spunem ca sunt adjuncti - mai precis R este

adjunctul la dreapta al lui L, iar acesta din urma adjunctul la stanga al primului - daca,

17
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pentru orice doua obiecte A € A si B € B, exista un isomorfism functorial
Hom4(L(B), A) = Homg(B,R(A)).

Este bine gtiut ca adjunctia dintre R si L poate fi definita, alternativ, cu ajutorul morfis-
melor functoriale

u:1g—>RLsg v:LR — 14

numite unitatea, respectiv counitatea de adjunctie, care satisfac relatiile

R(va)ur(a) = lr(a) st v L(up) = 1y,

pentru orice A € A si orice B € B. In plus, notam ca R comuta cu limitele, iar L cu
colimitele, in particular, R este exact la stanga iar L la dreapta. Adjunctul (la dreapta sau
la stanga) al unui functor dat este unic determinat pana la un izomorfism functorial.

In continuare vom prezenta pe scurt un concept strans legat de conceptul de adjunctie
intre doi functori. Fiind data o clasa de morfisme X, intr-o categorie A, categoria de fractii
a categoriei A cu numitori in X este definitd ca fiind o pereche (A[X71],a), unde A[X7!]
este o categorie, iar a : A — A[X!] este un functor, astfel incat a(s) este inversabil pentru
orice s € X gi orice functor F : A — B cu proprietatea ca imaginea prin F a fiecarui
morfism din X este un morfism inversabil factorizeazd unic prin a, adica existd un unic
functor F : A[X—1] — B astfel incat F = Fa. Categoria de fractii a categoriei A in raport
cu sistemul de morfisme Y, daca exista, este unic determinata pana la o echivalenta de
categorii. Dacéa In definitia categoriei de fractii plecim de la o categorie preaditiva A si
cerem ca A[X7!] si fie de asemenea preaditivii, functorul a si fie aditiv, iar conditia de
factorizare unica si fie satisfacutd numai de functori aditivi F, in care caz vom cere ca F
sa fie de asemenea aditiv, atunci obtinem definitia categoriei de fractii aditive a categoriei
A 1n raport cu sistemul de morfisme 3.

Reamintim in continuare o binecunoscuta teorema, pe care o vom folosi din plin pe

parcursul intregii lucrari.

Teorema 1.1.1. [63, Chapter 1, Theorem 13.10] Fie R : A — B un adjunct la dreapta
pentru L : B — A. Notam cu ¥ clasa tuturor morfismelor s din B pentru care L(s) este

imwversabil. Urmatoarele conditii sunt echivalente:

(i) R este deplin fidel.
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(i) Morfismul functorial v : LR — 14 este un izomorfism.
(iii) Categoria B[X 1] existd si este echivalentd cu A.

Categoria de fractii a unei categorii date A in raport cu un sistem oarecare de morfisme
Y din A nu exista intotdeauna. Mai mult, chiar dacad exista, metodele existente pentru
determinarea unei categorii de acest fel nu sunt intotdeauna consistente. Un caz particular
favorabil este cel al sistemelor de morfisme multiplicative - adica inchise la compunere si
care contine toate morfismele unitate din categoria A - calculabile la stanga. Sistemul de
morfisme ¥ ale categoriei A se numeste calculabil la stanga daca orice diagrama de forma

X & X i) Y, unde s € ¥, poate fi completata pana la o diagrama comutativa

f

X —

Y
b

Xl >

cu s’ € X, si daca pentru orice doua morfisme f,g: X — Y din A cu proprietatea ci exista
s: X' — X 1n X astfel incat fs = gs, existd de asemenea un morfism s’ : Y — Y’/ in X care
verifica s’ f = §'g.

Dual se defineste notiunea de sistem calculabil la dreapta. Un sistem calculabil atat la
stanga cat si la dreapta este un sistem bicalculabil.

Daci ¥ este un sistem multilplicativ calculabil la stanga in A, atunci construim A[X~}]
cu aceleasi obiecte ca si A; pentru X,Y € A un morfism « dintre X gi Y in A[X71] este
o clasa de echivalenta de diagrame de forma X L Z< Y, cuZe Asis €%, unde
diagramele X L) 7Y g X ﬁ> Zy <2 Y sunt echivalente daci ele se pot inscrie

intr-o diagrama comutativa de forma:

L
N,

A~ v S . S
cu Zo — Z in X; compunerea a doua morfisme X’ RN e si X EEN Zo <2~ X" este
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reprezentata de diagrama comutativa

X' X X"
51 s2
Z Z
X /
s
7z
cu s € %, obtinuta din calculabilitatea la stanga a sistemului X. Se verifica ugor ca in felul
acesta sunt satisfacute toate conditiile din definitia unei categorii, exceptand aceea care cere
ca Hom 45-1)(X,Y’) sd fie multime pentru orice doua obiecte X,Y din A[E71]. De aceea,
pentru constructia categoriei de fractii in cauza se mai impun anumite conditii, In asa fel
incat sa fie depasit si acest neajuns. Intrucat aceste conditii nu sunt esentiale pentru ceea
ce urmeaza, nu le vom mai prezenta aici, multumindu-ne sa trimitem cititorul interesat la

[63], [62] sau [26]. Mai mentionim c& multimea morfismelor in categoria A[X '] dintre doua

obiecte poate fi scrisa formal ca

Hom 45-1)(X,Y) = {f = s f | f € Homu(X, Z),s € Homu(Y, Z),s € E}.
s

Desigur contructia categoriei de fractii va fi duala daca lucram cu sisteme calculabile
la dreapta. Este de observat ca, daci exista categoria A[X~!] unde ¥ este un sistem
multiplicativ bicalculabil, atunci functorul a : A — A[S7!] este exact, ceea ce conduce,
in particular, la concluzia ci A[X7!] este finit complets sau cocompleta, cu conditia ca A
sa aiba aceeasi proprietate([63, Chapter 1, Proposition 14.5]).

Daca presupunem categoria A ca fiind aditiva, iar sistemul ¥ multiplicativ, si pre-
supunem de asemenea existenta categoriei A[X 1], atunci categoria de fractii si cea de
fractii aditive ale lui A in raport cu ¥ coincid ([63, Chapter 4, Theorem 7.5]). Mai mult,
daci X este bicalculabil si A[X7!] este bine definit, atunci A[S7!] este abeliani, daci A
satisface aceeasi proprietate ([63, Chapter 4, Theorem 7.6]).

Fie A o categorie abeliana local mica, ceea ce Inseamnad ca subobiectele, sau echivalent,
obiectele cat ale unui obiect dat formeaza o multime. O subcategorie plina 7 a categoriei
A se numeste deasd daca pentru un gir exact 0 - A - B — C — 0 in A, termenii extremi

apartin lui 7 exact atunci cand cel din mijloc apartine. Unei astfel de subcategorii i se
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asoclaza sistemul de morfisme
Yr={f|kerfeTsi cokerfeT}.

Acest sistem este multiplicativ gi bicalculabil ([63, Chapter 4, Proposition 4.7]), iar ipoteza
impusa asupra categoriei A de a fi local mica ne asigurd de bine definirea categoriei de
fractii A[Z}l], categorie pe care o vom nota A/7 si o vom numi categoria cdt a categoriei
A 1n raport subcategoria deasa 7. Stim acum ca A/7 este abeliana iar functorul canonic a
este exact. Urmand [26, Section III], vom detalia in continuare o alta metoda de constructie
a acestei categorii.

Obiectele categoriei A/T sunt aceleasi ca si cele ale categoriei A; pentru doud obiecte

X,Y € A se observa ca sistemul de grupuri abeliene
{Hom(X" ) Y/Y) | X' <X Y' <Y cu X/X' €T, Y €T}

este direct, ordinea dintre doua perechi (X1, Y7) si (X2, Y?) fiind datd de X7 < X951 Y] < Y5,

iar morfismele de legatura fiind cele canonice; vom defini atunci

Hom 4,7(X,Y) = limy,xre7 yre7 Hom(X', Y/Y7).

Notam ca functorul canonic a aplicd un morfism in clasa lui de echivalenta din aceasta
limita directd. Compunerea a doud morfisme f € Hom 4 /7(X,Y) reprezentat de f : X' —
Y/Y' si g € Homy,7(Y,Z) reprezentat de g : Y" — Z/Z' se face astfel: daca X" =
FHY" +Y")/Y') atunci X/X” € T. Mai mult, existd un subobiect Z” al lui Z pentru
care Z"/Z' = g(Y" A Y"). Notam f': X" — (Y +Y")/Y' si ¢ : Y"/(Y'NY') = Z/2"
morfismele induse de f, respectiv g, cu ¢ : (Y +Y")/Y" = Y"/(Y"NY’') izomorfismul
canonic si punem h : X" — Z/Z" h = ¢'¢f’. Prin definitie gf = h.

Mai mentionam pentru aceasta categorie cat urmatoarea proprietate de universalitate:

Teorema 1.1.2. /26, Corollaire II1.2] Daca F : A — B este un functor aditiv intre cate-
goriile abeliene A si B cu proprietatea ca T C KerF, atunci exista un functor unic (pana

la un izomorfism functorial) F : A/T — B astfel incit F = Fa.

1.2 Localizarea categoriilor abeliene

O subcategorie plina C a unei categorii date A se numeste (co)reflectiva daca functorul

incluziune C — A are un adjunct la (stdnga) dreapta, acest adjunct numindu-se atunci
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(co)reflector. De notat ca aceasta terminologie nu este universal acceptata, unii autori nu-
mind subcategorie reflectiva ceea ce noi numim coreflectiva si invers. De exemplu conventia
de aici este adoptata in [49, Chapter V, 5], in timp ce cealalta conventie poate fi intalnita in
[72, Chapter X, pag. 213]. Este clar ca cele doua notiuni sunt duale una celeilalte, agadar
este suficient sa studiem una dintre ele si sa deducem, prin aceasta dualitate, rezultatele
corespunzatoare pentru cealalta.

Vom nota cu i: C — A functorul incluziune al subcategoriei coreflective C in categoria

Asgicua: A— C adjunctul sdu la stdnga. De asemenea vom nota prin
n:14 —iasgi §:ai— 1,

unitatea, respectiv counitatea acestei adjunctii. Deoarece i este deplin fidel, Teorema 1.1.1
implica faptul ca § este un izomorfism natural. Mai mult, a : A — C comuta cu colimitele,
jar i : C — A cu limitele. Inchiderea categoriei C relativ la limite si colimite este descrisa

de:

Propozitia 1.2.1. [49, Chapter V, Proposition 5.1 si 5.2] Cu notatiile de mai sus, con-

. o PN . VN .
sideram {Ax =5 Ax}aven o diagrama in C. Atunci:

(a) Daci {A 2 A\}ren este limita in A a diagramei de mai sus, atunci A = ia(A) € C

este de asemenea limita in C.

(b) Dacd {Ay 22 Alsen este colimita in A a diagramei de mai sus, atunci {Ay >

A5 a(A)}aen este colimita sa in C.

In particular, daca C este normala gi conormala - ceea ce este echivalent, avand 1n vedere
Proporzitia 1.2.1 si [49, Chapter I, Theorem 20.1], cu a fi abeliana - atunci un morfism in C
este un monomorfism sau un epimorfism in C daca si numai daca el este monomorfism in

A, respectiv conucleul sau este anulat de a.

Propozitia 1.2.2. [49, Chapter V, Proposition 5.3] Fie C o subcategorie coreflectiva a
categoriei abeliene A. Dacd functorul a : A — C este exact, atunci C este de asemenea

abelianda. Mai mult, daca A este AbS, atunci C satisface aceeasi conditie.

In ceea ce a ramas din aceasta sectiune, simbolul A denotd o categorie abeliand. O

subcategorie deasa T a categoriei A se zice localizantd daca functorul canonic a: A — A/T
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are un adjunct la dreapta. Pentru a caracteriza subcategoriile localizante, vom da mai intai
o definitie, gi anume un obiect A € A se numeste inchis relativ la subcategoria deasa 7 (sau,
simplu, 7-inchis) daca el nu are subobiecte nenule continute in 7 si orice morfism s : A — A’
cu s € Y7 este o sectiune. Reamintim cd Y7 este constituitd din toate morfismele S din A

pentru care ker s, coker s € T.

Lema 1.2.3. [63, Chapter 4, Lemma 7.9] Fie A o categorie abeliand local mica i T o
subcategorie deasa a lui A. O condifie necesard si suficienta pentru ca un obiect A € A sa

fie inchis relativ la T este ca morfismul
Homy(A', A) — Hom 4,7 (A', A),
indus de functorul canonic a: A — A/T, sa fie izomorfism pentru orice A’ € A.

Teorema 1.2.4. [63, Chapter J, Theorem 7.10] Fie T o subcategorie deasd a categoriei
abeliene local mici A. Atunci T este localizantd dacd $i numai dacd mulfimea tuturor
subobiectelor unui obiect dat din A care apartin lui T are un cel mai mare element si orice
obiect din A care nu contine subobiecte nenule apartinand lui T este izomorf unui subobiect
al unui obiect T -inchis.

Mai mult, daca T este localizantd atunci adjunctul la dreapta a lui a este deplin fidel,

imaginea lui fiind constituitd din obiectele T -inchise.

Ultima afirmatie din Teorema 1.2.4 poate fi reformulata astfel: categoria cat A/T poate
fi identificata cu subcategoria plina a lui A constituita din obiectele T-inchise, iar aceasta
subcategorie este una coreflectiva. Mai amintim doua consecinte, de asemenea binecunos-

cute, a Teoremelor 1.1.1 si 1.2.4:

Propozitia 1.2.5. Daca T este o subcategorie localizantd a categoriei abeliene A, C = A/T
cu functorii canonicii:C > A sia: A—C, iarn: 14 — ia ¢i 0 : ai — 1¢ sunt unitatea
si counitatea adjunctiei dintre i si a, atunci & este un izomorfism functorial. In plus,

kerna,cokerna € T, pentru orice A € A.

Teorema 1.2.6. [63, Chapter J, Theorem 7.11] Daca R : A — B este un functor deplin
fidel intre doua categorii abeliene, iar L este un adjunct la stanga exact pentru R, atunci

Ker L este o subcategorie localizantd a categoriei B i R induce o echivalentd intre A si

B/ KerL.
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Teorema urmatoare este bine cunoscuta in literatura de specialitate sub numele de

Teorema Popescu—Gabriel:

Teorema 1.2.7. [63, Chapter 4, Theorem 5.12] Consideram o categorie Grothendieck A
st un obiect U € A. Notam E = Endyg(U) si cu — ®@p U : Mod-E — A adjunctul la
stanga al functorului Hom4(U,—) : A — Mod-E. Atunci U este un generator dacd si
numai dacd functorul Hom 4 (U, —) este deplin fidel iar functorul — @g U este exact. Daca
acesta este cazul, Ker(— ®@p U) este o subcategorie localizantd a categoriei Mod- E, iar A

este echivalentd cu Mod- E/ Ker(— ®@g U).

Presupunem ca A este o categorie Grothendieck, T este o subcategorie localizanta a
lui A si notam C = A/T. Usor se constata ca a aplicd un generator al categoriei A intr-
unul al categoriei C, ceea ce - Impreuna cu Propozitia 1.2.2 - implica C este de asemenea
Grothendieck. Mai este de notat ca T este, in acest caz, localizanta exact atunci cand ea
este deasa si Inchisa la sume directe din A ([63, Chapter 4, 7.4]).

O teorie de torsiune in categoria abeliana, local mica, completa si cocompleta A, este o
pereche (7, F) de clase de obiecte ale lui A atfel incat Hom 4 (7', F') = 0 pentru orice T' € T
si orice F' € F; Homy(T, A) = 0 pentru orice T' € T implica A € F si Homy(A,F) =0
pentru orice F' € F implicd A € T. Atunci 7 se numeste clasd de torsiune, iar F clasd fara
torsiune in A. Evident TNJF = {0}. De remarcat ca o clasa de obiecte din A este o clasa de
torsiune pentru o anumita teorie de torsiune daca si numai daca ea este Inchisa la imagini,
sume directe si extinderi ([72, Chapter VI, Proposition 2.1]). Dual, o clasa de obiecte este
o clasa fara torsiune daca si numai daca ea este inchisa la subobiecte, produse gi extinderi
([72, Chapter VI, Proposition 2.2]). O teorie de torsiune, se numeste - odata cu clasa sa de
torsiune - ereditara daca aceasta clasa de torsiune este inchisa, in plus, la subobiecte. Vom
numi clasa TTF o clasa care este atat de torsiune cat si fara torsiune. Evident, o clasa TTF
este o clasd de torsiune ereditara, inchisa la produse. O clasa de obiecte din A care este

inchisa numai la sume directe si la caturi se numeste clasa de pretorsiune.

Observatia 1.2.8. Intr-o categorie Grothendieck, conceptul de subcategorie localizanta co-
incide cu cel de clasa de torsiune ereditara; in lucrarea de fata folosim termenul de clasa
de torsiune ereditara atunci cand avem in vedere numai clasa de obiecte, in vreme ce vor-
bim despre subcategorie localizanta atunci cand prevaleaza punctul de vedere categorial.

Remarcam de asemenea ca, in cazul categoriilor Grothendieck, conditia ca un obiect sa nu
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contina subobiecte nenule care apartin unei clase de torsiune ereditare - conditie care apare
in definitia unui obiect inchis - este echivalenta cu faptul ca respectivul obiect este fara

torsiune.

Numim preradical in categoria abeliana completa si cocompleta A, un subfunctor al
functorului unitate, adica un functor t : A — A pentru care t(A) < A oricare ar i A € A.
Preradicalul t se zice idempotent daca t2 = t si se zice radical daca t(A/t(A)) = 0 pentru
orice A € A. De notat ca exista o corespondenta bijectiva intre clase de pretorsiune si pre-
radicali idempotenti ([72, Chapter VI, Proposition 1.4]), care se restrange la o corespondenta
de asemenea bijectiva intre clase de torsiune si radicali idempotenti ([72, Chapter VI, Propo-
sition 2.3]), respectiv intre clase de torsiune ereditare si radicali exacti la stdnga (necesar
idempotenti)([72, Chapter VI, Proposition 3.1]).

In finalul acestui paragraf, inca introductiv, vom reaminti cateva notiuni de baza refer-
itoare la grupuri gi inele topologice. Mai intai, vom defini notiunea de filtru intr-o latice
prin care vom Intelege o submultime nevida a acestei latici, inchisa la intersectii finite care
satisface proprietatea ca ea contine, odata cu un element dat al laticii, orice element mai
mare decat el. Se gtie cd o topologie pe o multime data poate fi introdusa in mai multe
feluri [9, Chapitre I, §1]. Dintre acestea noi suntem interesati in mod deosebit de acela care
se bazeaza pe vecinatatile elementelor multimii respective. Vom spune atunci ca un spatiu
topologic este o multime X, Impreuna cu o aplicatie care asociaza fiecarui element x € X
cate un filtru V(x) pe laticea (P(X), C) a partilor lui X - numit sistemul de vecinatati al
punctului x - astfel incat orice V' € V(x) contine elementul x si satisface proprietatea ca
exista W € V(z) astfel incat V' € V(y) oricare ar fi y € W. Submultimile deschise ale
lui X, vor fi atunci acele submultimi D C X care satisfac D € V(z) pentru orice z € D.
Un sistem fundamental de vecindtati al unul punct x apartinand unui spatiu topologic X
este o submultime W(z) a multimii V(x), cu proprietatea ca pentru orice V' € V(x) exista
W e W(z) astfel incat W C V.

Un grup abelian (G, +) este numit grup topologic daca este data o topologie pe G astfel
incat functiile

GxG—=G, (9,)—g+gdsG—=G, g —g

sunt continue. Notam ca daca V(0) este filtrul constituit din toate vecinatatile originii unui

grup topologic (G, +), atunci V' € V(0) implicd —V € V(0) si pentru orice V' € V(0) exista
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W € V(0) astfel incat W 4+ W C V. Observam de asemenea ci, dacd avem un grup abelian
G, pentru a da o topologie pe G, astfel incat el sa devina topologic, este suficient sa dam
numai filtrul V(0) satisfacand conditiile de mai sus, rezultand atunci imediat vecinatatile
oricarui punct g € G, si anume V(g) = {g+V |V € V(0)} (vezi [72, Chapter VI, §4]).

Un inel topologic este un inel S, pe care s-a introdus o topologie aga incat grupul (S, +)

este unul topologic iar functia
SxS—S, (s,8) s

este una continua. Un inel linear topologic (la dreapta) este un inel topologic care are un
sistem fundamental de vecinatati ale originii format din ideale (drepte).

Fie acum S un inel cu unitate, Mod- S categoria S-modulelor la dreapta peste S si
(Ls(S), <) laticea idealelor drepte ale inelului S. Cu scopul de a caracteriza structurile de
inel linear topologic pe S, definim mai intai anulatorul (la dreapta) al unui element z al
unui S-modul M prin anng(z) = {a € S | za = 0}. Dacd I < S este un ideal drept al lui
S, iar a € S, atunci notam (I : a) = anng(a + I). O structura de inel topologic linear pe
S este unic determinata de multimea G C Lg(.S) a tuturor idealelor drepte deschise - pe
care o vom numi topologie liniara (la dreapta) pe S - multime care este un filtru pe laticea
Ls(S), astfel incat (I : a) € G pentru orice I € G si orice a € S [72, Chapter VI, §4]. O
topologie liniard G pe S va fi numita topologie Gabriel daca, in plus, un ideal drept I al lui
S apartine lui G ori de céte ori existd I’ € G astfel incat (I : a) € G pentru orice a € I'.
Este binecunoscut ca exista o corespondenta bijectiva intre topologii lineare pe S si clase

de pretorsiune ereditare in Mod- S [72, Chapter VI, Proposition 4.2], data de
G— T(G)={M € Mod- S | anng(m) € G pentru orice m € M},

respectiv

T G(T)={IeLs(S)|S/IeT}.

Mai mult, acesta se restrange la o corespondenta, de asemenea bijectiva, intre topologii

Gabriel si clase de torsiune ereditare [72, Chapter VI, Theorem 5.1].

Observatia 1.2.9. Daca S este un progenerator (adicd un generator proiectiv, finit gene-
rat) al categoriei Grotendieck B atunci B este echivalenta, conform teoremei Morita, cu
Mod- Endg(S). Asadar consideratiile de mai sus referitoare la corespondenta dintre clase

de pretorsiune ereditare in B si topologii liniare pe S se pastreaza si in acest caz.
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Daca G este o topologie Gabriel pe un inel S, iar t : Mod-S — Mod- S este radicalul

exact la stanga coresunzator teoriei de torsiune ereditara asociata cu G, atunci

Sg = hﬂ]eg Homg(1, S/t(5))

este un inel, numit inelul de caturi a lui S in raport cu topologia G. Asemanator, pentru
M € Mod- S definim
Mg = limjeg Homg (I, M/t(M))

i observam ca Mg poate fi privit atat ca S cat si ca Sg-modul. Un modul M € Mod- S este
inchis relativ la teoria de torsiune ereditara asociata cu G, sau simplu G-inchis, exact atunci
cand M = Mg. Vom nota cu Mod-(S, G) subcategoria plind a categoriei Mod- S, formata
din S-modulele G-inchise. In final, vom inregistra urmatorul rezultat, notatiile fiind cele

folosite mai sus:

Propozitia 1.2.10. [72, Chapter IX, Corollary 1.10] Ezista o echivalentd de categorii intre
subcategoria plind a categoriei Mod- Sg care contine modulele de forma Mg si categoria

Mod-(S, G).

1.3 Subcategorii induse de o pereche de functori adjuncti

Fie U un obiect al unei categorii abeliene complete si cocomplete A. Un obiect A € A se
numeste U -generat, respectiv U-prezentat, daca exista un gir exact de forma U A 5 A0,
respectiv UA) — U@D) — 4 — 0, unde A si A’ sunt doud multimi. Dual daci Q este un
obiect al unei categorii abeliene complete si cocomplete B, atunci un obiect B € B se zice
Q-cogenerat, respectiv Q-coprezentat, daci existd un sir exact de forma 0 — B — Q%,
respectiv 0 — B — Q% — QY. In plus, un obiect A € A se va numi U-subgenerat daca
el este izomorf unui subobiect al unui obiect U-generat. De notat ca un object A € A este
U-prezentat daci si numai dacii existd un sir scurt exact 0 - K — UMD — A4 — 0 cu
K € Genl[U].

Consideram acum pereche de functori adjuncti
R
A <7T> B,

impreuna cu morfismele functoriale v : 153 — RL gi v : LR — 14, unde A si B sunt

doua categorii abeliene complete gi cocomplete. Presupunem ca exista un generator S al
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categoriei B, un cogenerator @' al categoriei B gi punem U = L(S) € A, Q@ = R(Q').

Definim atunci urmaéatoarele subcategorii pline ale categoriei A:
Stat(R) = {A € A | v este un izomorfism};
L(B) ={A € A| exista B € B astfel incat A 2 L(B)};
Pres[U] = {A € A | A este U prezentat};
Gen[U] = {A € A| A este U generat};
o[U] = {A € A| A este U subgenerat}.

Vom defini de asemenea subcategoriile pline ale categoriei B:
Adst(R) = {B € B | up este un izomorfism};
R(A) ={B € B| exista A € A astfel incat B = R(A)};
Cop[Q] = {B € B | B este @) coprezentat};
CoglQ] = {B € B | B este @) cogenerat}.

Se observa imediat ca avem incluziunile
Stat(R) C L(B) C Pres[U] C Gen[U] C o[U] C A,
Adst(R) C R(A) C Cop[Q] C CoglQ] C B.

Obiectele subcategoriilor Stat(R) si Adst(R) vor fi numite R-statice, respectiv R-

adstatice, iar chiar definitia acestor subcategorii arata ca R si L induc o echivalenta
R
Stat(R) <*T> Adst(R).

Mai mult, Stat(R) si Adst(R) sunt cele mai mari subcategorii ale categoriilor A, respectiv
B, intre care functorii de mai sus induc o echivalenta.

S& observam acum ca Gen[U] este inchisa la caturi si sume directe in A, altfel spus,
ea este o clasa de pretorsiune. In consecinta, pentru un obiect dat A € A, existda un cel
mai mare subobiect care apartine clasei Gen[U], si anume Try(A) = > {A' € L4(A) | A’ €
Gen[U]}, numit urma lui U in A. Am obtinut astfel un preradical idempotent Try : A — A
(vezi [72, Chapter VI, Proposition 1.4]). Bineinteles, un obiect A € A este U-generat daca

si numai daca A = Try(A).
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Lema 1.3.1. Pentru orice A € A, Triy(A) =Y {im f | f € Homa(U, A)}.

Demonstratie. Daca f : U — A, atunci im f € Gen[U], de unde im f < Try(A). In
consecinta » {im f | f € Homu4 (U, A)} < Try(A).

Pe de altd parte Try(A) € Gen[U], deci existd un epimorfism a : UM — Try(A).
Atunci Try(A) = > cpim(agy), unde ¢y : U — UM X € A sunt incluziunile canonice.
Agadar este valabila de asemenea relatia Try(A) < > {im f | f € Homu(U, A)}. O

Pentru o mai usoara referinta, vom da aici fara demonstratie doua rezultate preluate

din lucrarea [13]:
Lema 1.3.2. [13, Lemmal.}]

(a) Daci UM este R-static pentru orice multime A, atunci L(B) = Pres[U], iar va este

un epimorfism pentru orice A € A.

(b) Dacid Q este R-adstatic pentru orice multime A, atunci R(A) = Cop[Q], iar up este

un monomorfism pentru orice B € B.

Teorema 1.3.3. [13, Theorem 1.6] Cu notatiile de mai sus urmdtoarele afirmatii sunt

echivalente:
(i) R(A) = Adst(R).
(i) L(B) = Stat(R).
(i7i) R(kerva) = 0 pentru orice A € A.
(iv) L(cokerup) = 0 pentru orice B € B.
(v) Pres[U] = Stat(R).
(vi) Cop[@] = Adst(R).
(vii) R : Pres[U] — Copl|Q)] este o echivalenta de categorii cu inversa L.

Lema 1.3.4. Pdastrand pe mai departe notatiile si asumptiile facute in aceastd sectiune,

avem:
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(a) R(imwvy) = R(A) pentru orice A € A, iar imva este cel mai mic subobiect al lui A

care satisface aceastd proprietate.

(b) imvy € Gen|U] pentru orice A € A, iar

{A € A| vy este un epimorfism} C Gen[U].

Demonstratie. (a) Fie A un obiect al categoriei A. Factorizarea morfismului v4 prin ima-

ginea sa conduce la o diagrama comutativa cu linia exacta

LR(A)
/ lm
0——1impgy A.

Mai departe, aceasta induce o factorizare

Rﬂ))

RLR(A) R(A) = RLR(A) — R(imv,) — R(A),

unde R(imwvg) — R(A) este un monomorfism, deoarece R exact la stanga. Dar R(v4)
este un epimorfism, asadar R(imwvy) — R(A) este de asemenea un epimorfism, deci un
izomorfism.

Fie acum A’ un subobject al lui A. Daca imvy < A’, atunci exactitatea la stanga a
functorului R implica R(imvy) < R(A’) < R(A), asadar R(A’) = R(A). Reciproc, daca

R(A") 2 R(A), atunci diagrama comutativa cu linia de jos exacta

LR(A') =—— LR(A)

lw lm

0 A’ A

aratd ca vy factorizeaza prin A’, sau echivalent, imvy < A'.
(b) Afirmatia este imediata, deoarece LR(A) € Gen[U] pentru orice A € A, iar Gen[U]

este, In mod evident, inchisa la caturi. ]

Lema 1.3.5. Urmadatoarele conditii sunt echivalente, pentru pereche de functori adjuncti
(R,L):

(i) imvy = Try(A) pentru orice A € A.
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(i1) {A € A|va este un epimorfism} = Gen[U].

Demonstratie. (1)=(ii). Asa cum am vazut in Lema 1.3.4, este suficient si demonstram
incluziunea clasei Gen[U] in clasa {A € A | v4 este un epimorfism}. Dar, cu ipoteza de la
(i), aceasta incluziune este imediata, deoarece A € Gen[U| daca si numai dacd A = Try(A).

(ii)=-(i). Punem A’ = Try(A). Atunci v este un epimorfism, si imvy < A’. Diagrama

comutativa
LR(A") ——=LR(A)
P
0 A A
aratd cd LR(A) — A’ este un epimorfism, de unde A’ = imwvg4. O

Propozitia 1.3.6. Cu notatiile de mai sus, presupunem cd este satisfacuta relatia Pres[U] =

Stat(R). Atunci:
(a) urqay, R(va), L(up),vy(p) sunt izomorfisme pentru orice obiecte A € A si B € B.
(b) Pres[U] este o subcategorie reflectiva a categoriei A, cu reflectorul LR.

(c) R(A) este o subcategorie coreflectivd a categoriei A, cu coreflectorul RL.

Demonstratie. In conformitate cu Teorema 1.3.3, ipoteza Pres[U] = Stat(R) este echiva-
lenta cu R(A) = Adst(R).

(a) Fie A € A. Atunci R(A) € R(A), deci ur(4) este un izomorfism si R(va) = u;{%A).
Deoarece L(B) € Pres[U], ceea ce a ramas poate fi dedus in mod dual.

(b) Consideram obiectele A € Pres[U] si A’ € A. Folosind adjunctia dintre R si L,

precum si cele demonstrate la punctul (a), deducem izomorfismele naturale
Hom 4 (A, LR(A")) & Hom4(LR(A),LR(A")) =
=~ Homg(R(A),RLR(4")) = Homg(R(4),R(4")),
respectiv
Hom 4 (A, A’) 2 Hom 4(LR(A), A") 2 Homp(R(A), R(4")).

In consecinta LR este adjunctul la dreapta al functorului incluziune al subcategoriei Pres[U]
in A.
(c) Argumentul este dual celui de la (b). O
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1.4 Teoria de torsiune in A asociata cu U

Despre o teorie de torsiune (7, F) intr-o categorie abeliana completa si cocompleta, local

mica A, spunem cé este generatd de o clasa de obiecte O ale categoriei A daca
F ={F € A|Homu(A, F) =0 pentru orice A € O}

T ={T € A|Homu(T, F) = 0 pentru orice F' € F}.

Este clar ca T este cea mai mica clasa de torsiune care contine clasa O.
Fie U un obiect al categoriei Grothendieck .A. Consideram clasa de obiecte {A/ Try(A) |

A € A} ale lui A si teoria de torsiune generata de aceasta clasa, pe care o vom nota (74, F4).
Lema 1.4.1. Teoria de torsiune (T4, F.A) este ereditard.

Demonstratie. Sa observam mai intai ca un subobiect al unui obiect de forma A/ Try(A)
cu A € A este tot de aceasta forma, cu alte cuvinte clasa {A/ Try(A) | A € A} este inchisa
la subobiecte. Intr-adevir, un subobiect al lui A/ Tryr(A) este de forma A’/ Tryy(A), unde
Try(A) < A" < A. Este clar ca cel mai mare subobiect U-generat al lui A" este Try(A),
deci Try(A") = Try(A) st A’/ Try(A) = A’/ Try (A7).

Fie acum F € F4, A € A si notdm cu F anvelopa injectiva a lui F. Consideram un

morfism f: A/ Try(A) — F. Construim diagrama comutativa cu linii exacte

0 Al A" imfNF—s0
00— A — A/ Try(A) imf ——-s0

unde A’ = ker f, iar al doilea patrat este un produs fibrat. Atunci lema ker-coker ne asigura
ca A” este un subobiect al lui A/ Try7(A), deci A” € T4 dupd cum am vazut mai sus. Mai
departe, im f N F' apartine si el clasei T4, fiind un obiect cat al lui A”. Pe de altd parte
imfNFEF € Fyintrucat F' € Fy gi F 4 este inchisd la subobiecte, asadar im f N F = 0.
In sfarsit im f = 0, sau echivalent f = 0, deoarece F este un subobiect esential al lui F.
Din chiar definitia clasei F 4, rezultid F € F4. Am demonstrat astfel ca F4 este inchisa la
invelitori injective, ceea ce este echivalent, conform [72, Chapter VI, Proposition 3.2], cu

faptul ca (74, F.4) este ereditara. O
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Un obiect A € A este numit distins din punctul de vedere al lui U, sau simplu U -distins
daca pentru orice morfism nenul f € Hom4(A’, A), existd un morfism h € Hom 4(U, A’) asa

incat fh # 0.

Lema 1.4.2. [29, Proposition 1.1] Un obiect apartine clasei farda torsiune F 4 exact atunci

cand el este U-distins.

Demonstratie. Daca A € A nu apartine clasei Fy4, atunci existi A’ € A astfel incat
Hom 4(A’/ Tryy (A7), A) # 0. Compunem un morfism nenul A’/ Try(A’) — A cu proiectia
canonica A" — A’/ Try(A’), pentru a obtine un morfism 0 # f : A” — A, pentru care
Try(A’) < ker f. Atunci, pentru orice h € Homy(U, A’) avem imh € Try(A), asadar
fh=0.

Reciproc, fie A € A pentru care exista un morfism nenul f : A’ — A, asa incat fh =0
pentru orice h : U — A’. Folosind Lema 1.3.1, rezulta imediat Tryy(A") < ker f, ceea ce da

un morfism nenul A’/ Try(A’) — A, deci A nu apartine clasei F 4. O

In aceast’ sectiune, pastram notatiile si ipotezele facute in precedenta, si anume R : 4 —
B este adjunctul la dreapta al lui L, w i v fiind unitatea, respectiv counitatea de adjunctie,
S este un generator al categoriei B, iar U = L(S). Presupunem in plus categoriile A si
B ca fiind Grothendieck, asadar local mici. Precizam de altfel ca acestea vor fi de acum
ipotezele de lucru pe tot parcursul acestei lucrari. Vom cauta in cele ce urmeaza conditii de
valabilitate a egalitatatii 74 = Ker R, care va juca un rol important pe parcursul intregii

lucrari. Un prim pas este dat de:
Lema 1.4.3. Ker R = Ker Homy (U, —) C T4.

Demonstratie. Pentru orice A € A, izomorfismul natural Hompg(S, R(A4)) = Hom4 (U, A),
arata ca Homy (U, A) = 0 dacd si numai daca R(A) = 0, deoarece S este un generator
pentru B. Mai departe, fie T € KerHomy(U,—) si F' € F4. Cum F este U-distins,
obtinem Hom (7T, F') = 0, ceea ce implica T € T4. In concluzie Ker R = T4 exact atunci
cand Ker Hom 4 (U, —) = T4. O

Folosind aceeasi terminologie ca si [31], numim obiect CQF-3 un obiect U al unei categorii

Grothendieck A, care satisface conditia Ker Homy (U, —) = T4. Observam ca Lema 1.4.3
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ne spune atunci ca U este CQF-3 exact atunci cand Ker R = 74. Mai notam de asemenea,

urmatorul rezultat referitor la relatia dintre aceste clase, si anume:
Lema 1.4.4. (a) KerR ={T € A|Homu(A,T) =0 pentru orice A € Gen|[U|}.

(b) Daca Ker R este o clasa de torsiune si Hom 4 (U, A/ Try(A)) = 0 pentru orice A € A,
atunci U este un obiect CQF-3 al categoriei A.

Demonstratie. (a) Incluziunea clasei {T' € A | Hom(A,T) = 0, pentru orice A € Gen[U]}
in clasa Ker Hom4(U, —) este evidenta. Pentru a proba incluziunea inversa, fie T € A
asa incat Hom4(U,T) = 0 si fie A un obiect din Gen[U]. Atunci existd un epimorfism
h:U® — A cu A o multime convenabild, si vom considera injectiile canonice ¢y : U —
UM X e A. Daci f € Homy(A,T), atunci fhqy = 0 pentru orice A € A, deci fh = 0, ceea
ce implica f =0, h fiind un epimorfism. Asadar Hom4(A,T) = 0.

(b) Vom arata egalitatea, echivalenta cu concluzia,
Fa={F € A|Homu(T, F) = 0 pentru orice T' € Ker Hom4(U, —)}.

Deoarece Ker Hom4(U,—) C T4, conform Lemei 1.4.3, incluziunea clasei F4 in clasa
data in partea dreapta a egalitatii de mai sus este valabila intotdeauna. Reciproc, clasa
{A/ Try(A) | A € A}, care genereaza teoria de torsiune (74, F.4) este continuta, din ipoteza,
in clasa de torsiune Ker R = Ker Hom4 (U, —). O

Construim categoria cat C = A/74 cu functorii canonici
a
A < C7
1
unde a este exact, i este un adjunct le dreapta deplin fidel pentru a, iar 74 = Kera. Vom

nota cu

n:1y—iagi §d:ai — 1¢

unitatea gi counitatea adjunctiei dintre a si i. Atunci § este un izomorfism natural, iar 74
are nucleul si conucleul de torsiune, relativ la teoriile de torsiune din A, pentru orice A € A
aga cum am vazut in Propozitia 1.2.5.

Ca de obicei, identificam C subcategoria plina a categoriei A avand ca obiecte pe cele

T4-inchise. Cu aceasta identificare, functorul i devine incluziunea C — A.
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Lema 1.4.5. [31, Lemma 1.3] Cu notatiile de mai sus a(U) este un generator al categoriei

C.

Demonstratie. Considerm un obiect A € A. Fie A = Homy (U, A), ¢» : U — UM incluzi-
unile canonice si f € Hom4(U®), A) unicul morfism care face comutative toate diagramele

de forma

cu A € A. Aplicand Lema 1.3.1 deducem im f = Try(A), de unde coker f = A/ Try(A) €
T4 Mai departe, a(f) : a(U™) — a(A) este un epimorfism in C, functorul a fiind exact.

Cum a comuté cu sumele directe, afirmatia din enunt este demonstrata. O

In finalul acestei sectiuni vom discuta despre cazul in care T4 este o clasa TTF. Notam
atunci cu S clasa de torsiune corespunzatoare cand vedem pe T4 ca fiind clasa fara torsiune,
sicus: A— A radicalul idempotent asociat. Consideram de asemenea subcategoria plina
a categoriei A formata cu acele obiecte care apartin simultan claselor F4 ¢i S, si o vom
nota

GFU]|={AcA|AcF 5 AcS}.

Propozitia 1.4.6. [31, Proposition 2.1] In conditiile de mai sus, exista echivalentele de

categorii inverse una celeilalte
C — GF[U],C — s(C) si GF[U] — C, A~ a(A).

Un obiect U al unei categorii Grothendieck se zice auto-pseudoproiectiv, daca Gen[U]
este o clasa de torsiune, cu alte cuvinte ea este inchisa si la extinderi (vezi [76, paragraful
3.2]). Atunci, Ker R este chiar clasa fara torsiune corespunzatoare, dupa cum afirma Lema
1.4.4 (a), deci KerR este o clasa TTF. Mai mult, conform [72, Chapter VI, Proposition
2.3], preradicalul corespondent Try este un radical, deci Try(A/ Try(A)) = 0 pentru orice
A € A. Prin urmare Hom4 (U, A/ Try(A)) = 0, iar din Lema 1.4.4 (b) deducem faptul ca
U este un obiect CQF-3 al categoriei A. In plus, folosind notatiile de mai sus, S = Gen|[U],
deci s = Try si categoria GF[U] contine exact acele obiecte din A care sunt atat U-generate

cat gi U-distinse.
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Observatia 1.4.7. Dacid U este proiectiv in A, atunci el este, in mod evident, si auto-

pseudoproiectiv, deci U este CQF-3, agsa cum am vazut mai inainte.

Observatia 1.4.8. Inlocuind in cele discutate in Observatia 1.4.7 categoria A cu categoria
Grothendieck o [U] — aga cum vom face deseori in capitolul al doilea al acestei teze — putem
sa folosim conditii mai slabe, gi anume U trebuie presupus numai proiectiv in o[U] in loc
de proiectiv. Desigur, in acest caz (74, F.4) este o teorie de torsiune in o[U]. Peste tot in

acest capitol vom avea in vedere posibilitatea acestei inlocuiri, a categoriei A cu a[U].

1.5 Teoria de torsiune in B

Propozitia 1.5.1. Presupunem cd, pentru orice monomorfism g al categoriei B, ker L(g)

apartine clasei T4. Atunci

Ts={Be€B|L(B) €Ty}
este o clasa de torsiune ereditara de obiecte ale lui B.

Demonstratie. Fara nici o presupunere suplimentara se verifica imediat ca 7Tg este inchisa
la caturi, extinderi si sume directe, adica ea este o clasa de torsiune. Mai departe, daca
g : B' = B este un monomorfism in B cu B € T, atunci ker L(g) si im L(g) sunt obiecte
ale clasei T4. Atunci sirul scurt exact 0 — kerL(g) — L(B’) — imL(g) — 0 arata ca
L(B’) € T, deci Tp este ereditara. O

Observatia 1.5.2. Ipoteza Ker L(g) sa fie de torsiune in A4, pentru orice monomorfism g al
lui B este - alaturi de conditia 74 = Ker R - una foarte importanta in acest capitol. Daca
pentru egalitatea dintre 74 si Ker R am gasit conditii de valabilitate destul de generale,
de data aceasta pare sa fie mult mai dificil sa gasim asa ceva, daca nu consideram cazuri

particulare, cum vom face in capitolul al doilea.

Cu presupunerea Ker L(g) € T4 pentru orice monomorfism g in B, putem construi de
asemenea categoria cat D = B/7Tp cu functorii canonici

b
B%D.
J

Si in acest caz b este exact, j un adjunct deplin fidel pentru b si 7p = Kerb. Ca gi in cazul
categoriei C, vom identifica D cu subcategoria plinad a categoriei B constituita din obiectele

Tg-inchise, functorul j fiind atunci incluziunea D — B.
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Mai mentionam existenta radicalilor exacti la stanga (necesar idempotenti) t4 : A — A
si tp : B — B, corepunzatori claselor de torsiune T4, respectiv 7z. De asemenea vom nota

cu Fp clasa fara torsiune corespunzatoare clasei 7Tg.

Observatia 1.5.3. Conditia Ker L(g) € T4 pentru orice monomorfism g in B este echivalenta,
in mod evident, exactitatii (la stanga) a functorului aLL : B — C. In plus, ea implica

Ts = KeralL.

Fie B o categorie Grothendieck cu un generator S si fie (75, Fg) clasa de torsiune
ereditarad in B. Definim G = {I € Lg(S) | S/I € T}. Folosind argumente standard, ca
in [72, Chapter VI, Proposition 4.2], putem vedea ca G este un filtru pe laticea Lp(S) a

subobiectelor lui S.

Lema 1.5.4. (a) Orice obiect de torsiune B € Tp poate fi exprimat ca limita directd a
unei familii de subobiecte {Byx < B | A € A}, astfel incat pentru orice A € A exista
I, € G cu proprietatea By = S/1I.

(b) Teoria de torsiune (Tp, FB) este generata de clasa {S/I |1 € G}.

Demonstratie. Daca B poate fi exprimat in aceasta forma, atunci, clar, B € Tz. Reciproc,
fie p : S®) — B un epimorfism, unde B € Tz. Considerim injectiile canonice ¢y : S — S@)
si punem B) = impgy < B. Pentru orice A € A, p) va desemna factorizarea morfismului

pgy prin imaginea sa, iar Iy = ker py. Obtinem o diagrama comutativa cu liniile exacte

Px

0 I, S By 0

I,

Bineinteles, @AEAB)\ < B. Deoarece S/Iy = By € T, rezulta Iy € G. Daca notam cu
T™: B — B/@AGABA proiectia canonicd, atunci mpgy, = 0 pentru orice A\ € A, asadar
mp = 0, de unde m = 0, p fiind un epimorfism. In concluzie B = @AE AB>.

(b) Avand in vedere (a), afirmatia este evidenta. O

Ne intoarcem acum la teoria de torsiune (73, Fg) definita in Teorema 1.5.1. Pentru orice
subobiect I al lui S, notdam cu IU imaginea morphismului indus L(I) — U. Evident IU

este un subobiect al lui U.
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Lema 1.5.5. (a) Presupunem KerL(g) € T4 pentru orice monomorfism g in B. Atunci
teoria de torsiune (T, FB) este generatda de multimea {S/I | I € G}, unde

G ={I€Lp(5)|U/IU € Ta}

(b) Fie D = B/Tp respectiva categorie cit. Atunci D = B dacd si numai daca G = {S}.
Demonstratie. (a) Folosind Lema 1.5.4 este suficient sa verificam ca
G={1eLps(S)]S5/1€Ts}

Daca I < S, atuci girul scurt exact 0 — [ — S — S/I — 0 induce diagrama comutativa cu

linii exacte

L(I) —L(S) —=L(S/I) —0

|

0 U U U/Iu 0,

unde L(I) — IU este un epimorfism. In consecintd obtinem un epimorfism L(S/I) —
U/IU, iar lema ker-coker implica faptul c& el este chiar un izomorfism. Agadar apartenenta
U/IU € T4 este echivalenta cu L(S/I) € Ty sau cu S/I € Tg.

(b) Folosind (a), afirmatia este imediata. O

Observatia 1.5.6. Daca presupunem ca S nu este numai un generator, dar si proiectiv si
finit generat, atunci filtrul definit in aceasta sectiune pe laticea subobiectelor lui S nu este
altceva decat topologia Gabriel asociata teoriei de torsiune ereditare (75, F3), despre care

am amintit in Observatia 1.2.9.

1.6 Echivalente

Lema 1.6.1. (a) Daca Try(A) =imwvy pentru un obiect A € A, atunci cokervg € Ty.
(b) Daca Pres|U] = Stat(R), atunci kervy € T4 pentru orice A € A.

Demonstratie. (a) Cu ipoteza facuta, cokervqg = A/imva = A/ Try(A) apartine clasei T4,
conform definitiei acestei clase.

(b) Acesta afirmatie rezulta aplicand functorul exact la stanga R sirului exact

0 — kervy — LR(A) 2 A,
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folosind Propozitia 1.3.6 (a) si incluziunea Ker R C T4 demonstrata in Lema 1.4.3. O
Primul rezultat important al acestei sectiuni, de altfel principala in acest capitol, este:

Teorema 1.6.2. Daca ker L(g) € T4 pentru orice monomorfism g in B, atunci urmdatoarele

afirmaitii sunt echivalente:
(i) Functorul Ri:C — B este deplin fidel.

(i) Morfismul vo are nucleul gi conucleul de torsiune in A, pentru orice obiect C al

categoriei C.
Ri
(iii) C <:£>D sunt echivalente de categorii inverse una celeilalte.
a

Demonstratie. (1)< (ii). Functorul aL : B — C este adjunctul la stanga al lui Ri, iar

counitatea de adjunctie este data de

a(vy(cy)
—

aLRi(C) ai(C) 2% ¢,

pentru orice C' € C. In conformitate cu Teorema 1.1.1, Ri este deplin fidel dacd si numai
daca aceastd counitate este un izomorfism. Deoarece ¢ este Intotdeauna un izomorfism,
aceasta este mai departe echivalent cu inversabilitatea morfismului a(ve) = a(vy()), deci
cu faptul ca ker vo, coker vo € T4 pentru orice C' € C.

(i)=(iii). Deoarece functorul aL este exact, iar Ri este deplin fidel, Teorema 1.2.6
afirma ca Ri induce o echivalenta intre C si B/ KeraL. Pe de alta parte, avem in mod clar
KeraLi = 7, de unde urmeaza (iii).

(iii)=(i). Aceasta afirmatie este evidenta. O

Corolarul 1.6.3. Daca kerL(g) € T pentru orice monomorfism g in B si, in plus,

Pres[U] = Stat(R), atunci categoriile C si D sunt echivalente.

Demonstratie. Fie C' € C. Folosind Lema 1.6.1 (b), deducem ker vc € T4. Pe de alta parte,

Lema 1.3.2 implica egalitatea
Gen[U] = {A € A | va este un epimorfism},

agadar coker vo € Ty datoriti Lemelor 1.3.5 si 1.6.1 (a). In final este suficient s& constatdm

ca este indeplinita conditia (ii) a Teoremei 1.6.2. O
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Inainte de a demonstra cel de-al doilea rezultat important al acestui capitol avem nevoie

de urmatoarea lema tehnica:
Lema 1.6.4. Daca U este un obiect CQF-3 al categoriei A, atunci:
(a) T = KerL.

(b) Daca, in plus, ker L(g) € T4 pentru orice monomorfism g in B, atunci ker LR(f) € Ta

pentru orice morfism f in A cu nucleul de torsiune.

Demonstratie. (a) Incluziunea Ker L C Tp este clara din insasi definitia lui 75. Reciproc,
daca B € Tg, atunci L(B) € T4 si RL(B) = 0. Asadar LRL(B) = 0 si de asemenea
L(B) = 0, deoarece L(up) : L(B) — LRL(B) este un monomorfism.

(b) Fie f : A — A” un morfism in A cu A’ = ker f apartinand lui 74. Aplicadnd functorul
exact la stanga R sirului exact 0 — A" — A RNy sl tindnd cont cad R(A’) = 0, obtinem
un monomorfism R(f) : R(A) — R(A”). Atunci, ipoteza ficuta asupra lui L ne asigura ca

ker LR(f) este de torsiune in A. O

Teorema 1.6.5. Fie U este un obiect CQF-3 al categoriei A si ker L(g) € T pentru orice

monomorfism g tn B.

(a) Urmdatoarele conditii sunt echivalente:
(i) Pres|U] = Stat(R).
(i1) R(A) = Adst(R).
(iii) C %D sunt echivalente de categorii inverse una celeilalte.

(b) Cand conditiile echivalente din (a) au loc, atunci urmdtoarele sunt de asemenea

echivalente:

(i) Pres|U] este o categorie abeliand.

(ii) R(A) = D.

(i1i) C LR Pres|U] sunt echivalente de categorii inverse una celeilalte.
a

(iv) Pres[U] este o categorie Grothendieck.
(v) RL = jb.
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(vi) Functorul RL : B — B este exact la stanga.

(vii) Functorul LR : A — A este ezact la dreapta.

Demonstratie. (a) (1)< (ii) este datd in Teorema 1.3.3.

(i)=(iii) este exact Corolarul 1.6.3.

(iii)=(i). Pentru a demonstra aceasta implicatie este suficient, coform Teoremei 1.3.3,
si ardtiam ci R(kerva) = 0 pentru orice A € A. In cazul nostru, aceasta este echivalent cu
kerva € T4.

Fie atunci A € A. Construim diagrama comutativa cu liniile si coloanele exacte

0 0 0
ker f ker vy ker vj,(a)

0— > ker LR(n4) — > LR(A) "L Ria(4)

f VA Via(A)

0 —kerna A 14 ia(A),

!

unde f este obtinut din definitia nucleului. Lema ker-coker ne da un sir exact 0 — ker f —

ker vg — ker vjy(4). Consideram diagrama cu linii exacte

Oerrf*f>kervA*>cokerf’*>0

, |

0 — ker f —— ker vy — ker vja(4),

unde morfismul indus coker f — ker vja(4) este un monomorphism. Acum kerns € T4, deci
ker LR(n4) € T4 din Lema 1.6.4 (b). In consecinti, ker f € T4, ca fiind subobject al lui
ker LR(n4). Pe de alta parte ia(A) € C, de unde, folosind (iii) impreuna cu Teorema 1.6.2,
deducem ker vig4) € T4. Mai departe, subobjectul sdu coker f" apartine de asemenea lui
Ta. Asadar kervy € Ty, iar (i) este probat.

(b) (i)=(ii) Fie A € A. Daca B € T atunci avem, conform Lemei 1.6.4 (a),

Homp(B, R(A)) 2 Homu(L(B), A) = Hom(0, A) = 0,

deci R(A) € Fp.
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Daca g : R(A) — B este un morfism in B cu nucleul si conucleul de torsiune, el este de
fapt un monomorfism, deoarece nucleul siu este 0, fiind atat de torsiune cat si fara torsiune.

Notam B” = coker g. Sirul scurt exact
0-RA L B-B"-0
induce un gir de asemenea exact
0 — kerL(g) — LR(A) "4 L(B) = 0,

unde am folosit ca L(B") = 0. Deoarece ker L(g) € T4, rezultd LR(Ker L(g)) = 0, de unde
L(g) este un monomorfism si un epimorfism in Pres[U]. Dar Pres[U] este echilibrata, fiind
abeliana, deci L(g) este un izomorfism in Pres[U]. Cum Pres[U] este o subcategorie plina a

categoriei A, deducem ca L(g) este un izomorfism si in A. Atunci

R(va)R(L(9) "upg = R(va)R(L(9) " R(L(9))ur(a)
= R(va)ur(a) = 1r(a):

deci g este o sectiune, ceea ce inseamna ca R(A) este Tp-inchis. Asadar R(A) C D.

Fie acum B € D. Consideram girul exact
0 — kerug — B ~2 RL(B) — cokerup — 0.

Propozitia 1.3.6 implica faptul ca L(up) este un izomorfism, deci L(coker up) = 0 de unde
cokerup € Tp. Pe de altd parte morfismul compus
L(kerug) — L(B) "% LRL(B)

este nul, implicand faptul ca L(ker up) — L(B) este de asemenea zero. Atunci L(kerupg) =
ker(L(kerup) — L(B)) apartine lui 74, iar din definitia clasei 73 obtinem kerup € 7p.
Cum B este Tp-inchis, rezulta ca up este o sectiune, in particular, un monomorfism, deci B
este un sumand direct al lui RL(B). Fie B’ un complement al lui B in RL(B). Deoarece
functorii aditivi pastreaza exactitatea girurilor scurt exacte scindabile, obtinem o diagrama

comutativa cu linii exacte

0 B’ RL(B) B 0

0 ——> RL(B') —> RLRL(B) — RL(B) — 0.
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In consecinta, up este un epimorfism. Dar am vazut mai inainte ca el este un monomorfism,
deci B = RL(B) € R(A).

(ii)=-(iii). Avem echivalentele de categorii

Pres[U]%R(A) si D%C,

i
Compunand aceste echivalente si tinand cont ca R(A) = D si LR(A) = A pentru orice
A € Pres[U], obtinem afirmatia (iii).

(iii)=(iv) si (iv)=-(i) sunt evidente.

(ii)=(v). Daca (ii) are loc, atunci RL : B — B factorizeaza prin functorul incluziune
j : D — B. Functorul obtinut prin aceasta factorizare este natural izomorf cu b, fiind ambii
adjuncti la stanga pentru j.

(v)=(vi). Aceasta afirmatie este imediata, deoarece b este exact si j este exact la stanga.

(vi)=-(ii). Demonstratia este similara cu cea folosita pentru a arata implicatia (i)=-(ii),
cu urméitoarea modificare. Ca si mai sus considersm sirul exact 0 — R(A4) -5 B — B” —
0, cu B” € Tg. Aplicand functorul exact la stinga RL si tinand cont ca Lema 1.6.4 implica
RL(B"”) =0, deducem ca RL(g) este un izomorfism.

(iii)=(vii). Avem urmatoarea diagrama de categorii si functori (nu neaparat comuta-

Pres|U

tiva):

C,

functorii de pe linia de jos fiind echivalente, iar Pres[U] — A fiind functorul incluziune.
Aceasta diagrama arata ca functorul LR : A — Pres[U] are un adjunct la dreapta, si
anume ia. Asadar el este exact la dreapta. Deoarece limitele in Pres[U] se calculeaza exact

ca i in A (vezi Propozitia 1.2.1), functorul LR : A — A este de asemenea exact la dreapta.

(
(vii)=(i). Este suficient sa aplicam duala Propozitiei 1.2.2, pentru subcategoria reflec-

tiva Pres[U] a categoriei \A. O

Observatia 1.6.6. Diagrama de categorii si functori de mai sus nu este neaparat comutativa,

pentru ca ia : Pres[U] — A nu este cu necesitate natural izomorf functorului incluziune.

Corolarul 1.6.7. Daca functorii R gi ali sunt exacti si U ¢ Stat(R) pentru orice

mulfime A, atunci R se restrictioneazd la urmdtoarele echivalente de categorii:
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(a) C — D cu inversa D 2L .
(b) Pres[U] — D cu inversa D N Pres[M].
(¢) GF[U] — D cu inversa D — GF[U], B — L(B)/t4(L(B)).

Demonstratie. Poate fi vazut cu ugurinta ca, ipotezele acestui corolar, implica Pres[U] =
Stat(R) si ca LR : A — A exact la dreapta. Mai mult, Lema 1.3.2 ne spune ca Gen[U] =
{A € A vy is an epimorphism}, deci Try(A) = imvy pentru orice A € A, conform Lemei
1.3.5. Aplicand functorul R sirului exact 0 — imvy - A — A/imvy — 0 si folosind
izomorphismul R(imv4) = R(A) afirmat de Lema 1.3.4, deducem A/Try(A) € KerR,
pentru orice A € A. Deoarece Ker R este o clasa TTF, rezultd conform Lemei 1.4.4 (b)
ca U este un obiect CQF-3 al categoriei A. Asadar (a) si (b) sunt consecinte ale Teoremei
1.6.5.

Pe de alta parte, Propozitia 1.4.6, ne asigura de existenta echivalentelor de categorii

inverse una celeilalte

GF[U] C.

unde s este radicalul idempotent asociat teoriei de torsiune (S,74). Mai mult, daca A €
GF[U], atunci A € F 4, deci n4 este un monomorfism. Aplicand functorul R sirului scurt

exact

0— A ja(A) — cokerng — 0,

si tinand cont cd R(cokerns) = 0, deducem R(A4) = Ria(A), de unde urmeaza ca functorul
GF[U] — D este restrictia lui R. Pe de alta parte, compunand echivalentele dintre Pres|[U],
D si C si folosind egalitatea Ra(A) = R(A) dedusa din faptul ca kerng,cokerng € Ty,
rezulta ca Pres[U] si GF[U] sunt echivalente, via functorii dati de A — sa(A), A € Pres[U]
si F'— LR(F),F € GF[U]. Dar, pentru orice A € Pres[U], A/ta(A) € GF[U], pentru ca
A/t 4(A) € Gen[U|NF4, iar Gen[U] C S, conform Lemei 1.4.4 (a). Deoarece LR este exact
la dreapta si LR(t4(A)) = 0 pentru orice A € A, rezulta izomorfismele A = LR(A) =
LR(A/t4(A)) pentru orice A € Pres[U]. In sfarsit, pentru orice A € Pres[U], sa(A4) =
saLR(A/t4(A)) = A/t(A) ceea ce ne asigura ca inversa sa a restrictiei R : GF[U] — D

are forma indicata in (c). O
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(A) e Stat(R) pentru orice

Propozitia 1.6.8. Dacd functorii R si aL. sunt exacti, U
multime A si U este un subgenerator al categoriei A, atunci urmdtoarele afirmatii sunt

echivalente:
(i) GF[U] C Pres[U].
(ii) Pres[U] C GF[U].
(i1i) U este un generator al categoriei A.

Mai mult, daca aceste conditii sunt satisfacute, atunci categoriile Pres[U], GF[U], C, A

sunt egale, iar T4 = {0}.

Demonstratie. (i)=(ii). Fie A € Gen[U]. Compunem un epimorfism U®) — A cu proiectia
canonici A — A/t 4(A) si obtinem un alt epimorfism U™ — A/t 4(A) pe care il vom nota
cu p. Dar A/t 4(A) € GF[U] si, prin ipoteza, A/t 4(A) € Pres[U], asadar kerp € Gen[U].
Mai departe, t 4(A) € Gen[U] ca obiect cat al obiectului ker p. Asta inseamna t4(A) = 0,
deoarece T4 N Gen[U] C T4 N F4 = {0}. In concluzie A € GF[U], adici am demonstrat
incluziunea Gen[U] C GF[U], si cu atat mai mult (ii).

(ii)=(1). Fie A € GF[U]. Conform Corolarului 1.6.7, A = LR(A)/t4(LR(A)). Dar
t4(LR(A)) = 0 deoarece LR(A) € Pres[U] C GF[U]. Atunci A = LR(A) € Pres[U].

(i)=(iii). Este clar ca daca (i), asadar si (ii), este valabila, atunci GF[U] = Pres[U] =
Gen[U], deci T4 = 0, de unde avem mai departe Gen[U] = A. In concluzie U este un

generator. ]

Observatia 1.6.9. Propozitia 1.6.8 poate fi aplicatd pentru un obiect arbitrar U, desigur

inlocuind categoria A cu o[U], unde U este intotdeauna un subgenerator.

1.7 Unde R = Homy (U, —)

Vom nota Stat[U] = Stat(Hom (U, —)) si Adst[U] = Adst(Hom 4(U, —)). Urmatorul rezul-
tat este o varianta pentru [31, Theorem 1.6]. Trebuie precizat ca argumentul folosit acolo
pentru a verifica a doua afirmatie a punctului (a) din Teorema de mai jos, nu este deloc

imediat, constituind un ingredient important al demonstratiei.
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Teorema 1.7.1. Fie A categorie Grothendieck, U € A, S = End(U) si C categoria cit a
categoriei A modulo subcategoria localizantd T4 asociata cu U. Notam cu — Qg U adjunctul

la stanga al functorului Hom4 (U, —) : C — Mod-S. Mai mult, presupunem
ker(B' ®s U — B®sU) € Ta,

pentru orice monomorfism B' — B din Mod- S.

(a) G ={I € Ls(S) | U/IU € Ta} este o topologie Gabriel pe S, iar Endc(a(U)) este

inelul de caturi al inelului S, in raport cu aceasta topologie.
(b) Functorul Hom 4(U, —) induce o echivalenta de categorii intre C §i Mod-(S, G).
(¢) A=C daca si numai daca U este un generator pentru A.

Demonstratie. (a) Faptul ca G este o topologie Gabriel rezulta din Observatia 1.5.6. Pentru
a doua afirmatie vezi [31, Theorem 1.6]

(b) Pentru a putea aplica rezultatele din sectiunea precedenta, punem R = Hom 4 (U, —),
S = Endg(U) si B = Mod- S. In conformitate cu 1.4.5, a(U) este un generator al categoriei
C, deci functorul Hom 4(a(U),—) : C — Mod- End¢(a(U)) este deplin fidel, asa cum afirma
Teorema Gabriel-Popescu (Teorema 1.2.7). Deoarece Hom4 (U, C) = Hom(a(U),C) pen-
tru orice C € C, iar End¢(a(U)) este inelul de caturi al lui S asa cum s-a demonstrat la
(a), rezulta conform Propozitiei 1.2.10 ca functorul Hom4(U,—) : C — Mod- S este de
asemenea deplin fidel. In consecinta, Teorema 1.6.2 da echivalenta categoriei C cu cate-
goria D, unde D este categoria cat a categoriei Mod-S, modulo subcategoria localizanta
Tp. Mai mult, Lema 1.5.5 arata ca teoria de torsiune (7g,Fg) este generata de filtrul
G ={I € Ls(S) | U/IU € Ty}, despre care am vazut ca este chiar o topologie Gabriel,
asadar D = Mod-(S5, G).

(c) Afirmatia rezulta imediat din Propozitia 1.6.8. O

Un obiect U al unei categorii Grothendieck A se numeste quasiproiectiv, daca U este
proiectiv relativ la sirurile exacte cu termenul din mijloc U. Dacd U™ este quasiproiectiv
pentru orice multime A, atunci obiectul U este numit X-quasiproiectiv. Mentionam ca U
este Y-quasiproiectiv daca si numai daca el este proiectiv in categoria Grothendieck o[U],

asa cum putem veda din:
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Lema 1.7.2. Fie U un subgenerator al categoriei Grothendieck A. Un obiect P al categoriei
A este proiectiv exact atunci cand el este proiectiv relativ la sirurile scurt exacte cu termenul
din migloc de forma U unde A este o multime arbitrard. In consecinta U este proiectiv

in A exact atunci cand el este Y-quasiproiectiv.

Demonstratie. Implicatia directa este, desigur, evidenta.

Pentru implicatia conversa, fie P € A cu cu proprietatea indicatd. Afirmam la inceput
ca P este proiectiv relativ sirurile scurt exacte 0 - A" - A — A” — 0, cu A € Gen[U].
Intr-adevir, decd existd un epimorfism U®) — A, construim in A diagrama comutativa cu

linii exacte

0 K U@ A" 0
0 A’ A A" 0,

unde K este nucleul morfismului compus UM — A — A” iar morfismul K — A este obtinut
din definitia nucleului. Aplicand acestei diagrame functorul Hom 4 (P, —), care pastreaza -
prin ipoteza - exactitatea primei linii, suntem condusi la diagrama comutativa cu linii exacte

in categoria Ab a grupurilor abeliene

0—— HOHIA(P, K) — Homy (P, U(A)) —— Homy (P, A”) —0

| |

0 —— Homy (P, A') Hom 4 (P, A) — Homy (P, A”).

Rezulta atunci afirmatia de mai sus.

Fie acum un sir scurt exact 0 -+ A’ -+ A — A” — 0 in A. Cum U este un subgenerator
al acestei categorii, exista un monomorfism A — A;, A; fiind un obiect U-generat. Daca
C este conucleul morfismului compus A" — A — Ay, iar ¢’ al monomorfismului A — Ay,

atunci morfismul indus A” — C' este un monomorfism din lema ker-coker. Mai mult, lema
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3 x 3 conduce la o diagrama comutativa cu linii si coloane exacte

0 0
0 A A A" 0
0 A Ay C 0
Cr—c
0 0

Afirmatia pe care am demonstrat-o in prima parte ne asigura ca functorul Homy (P, —)
pastreaza exactitatea liniei din mijloc, precum si a coloanelor. Folosind din nou Lema 3 x 3,
de data aceasta pentru diagrama obtinuta aplicand acest functor celei de mai sus, deducem

ca girul de grupuri abeliene
0 — Homy (P, A") — Homy (P, A) — Hom4(P, A”) = 0

este exact, agadar P este proiectiv in A.
In final, daci U este X-quasiproiectiv, atunci el este - fiind sumand direct in U™ pentru
orice multime A - proiectiv relativ la orice sir scurt exact cu termenul din mijloc UM, ceea

ce completeaza demonstratia. O

Propozitia 1.7.3. Fie U un obiect proiectiv al categoriei Grothendieck A, S = End4(U)
§i —®g U : Mod- S — A adjunctul la stanga al functorului Hom 4 (U, —).

(a) I € Adst[U] pentru orice ideal drept finit generat al lui S.
(b) ker(g ®s U) € Ta pentru orice monomorfism g : B' — B in Mod- S.

Demonstratie. (a) Avem diagrama commutativa cu linia de sus exacta

0 I S

Homy (U, I ®s U) —— Homyu (U, S ®g U)
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Deoarece ug este un izomorfism, rezulta ca uy este un monomorfism.
Pe de alta parte, deoarece I este finit generat, obtinem un epimorfism S™ — I, cu n
numar natural. Cum functorul Hom 4 (U, — ®gU) este exact, obtinem mai departe diagrama

comutativa cu linii exacte

Sn I 0

Hom4 (U, S™ @ U) — Homy(U,I g U) —0

Din nou ugn este un izomorfism, aratand ca u; este un epimorfism, iar (a) este probata.

(b) Vom demonstra mai intai afirmatia intr-un caz particular si anume daca g este o
incluziune I — S unde I este un ideal drept al lui S. Daca I este finit generat, atunci,
folosind (a), prima diagrama din demonstratia acestui rezultat ne arata de asemenea ca
Hom 4 (U, ker(g ®s U)) = 0, deci ker(g ®s U) € KerHomy(U,—) = T4. Daca I este un
ideal oarecare, il vom scrie ca limita directa a familiei {I) | A € A} a subidealelor sale finit
generate. Notam Ky = ker(I, ®s U — S), A € A si K = ker(g ®s U). Avem K) € Ty,
A € A, iar exactitea limitelor directe ne arata cad K = lig)\eAK A Prin urmare K € Ty si
cazul particular este demonstrat.

Fie acum ¢g : B’ — B un monomorfism oarecare in B. Consideram un cogenerator
injectiv C' al teoriei de torsiune (74, F.4), ceea ce inseamna T € T4 dacad si numai daca

Hom4(7T,C) = 0. Diagrama comutativa

Homg (B, Homy (U, C)) — Homg(B’, Hom 4 (U, C))

| |

Hom (B ®g U, C) Homy(B' g U, C)

ne arata ca relatia ker(¢®gU) € T4 este echivalenta cu injectivitatea in Mod- S a obiectului
Hom4 (U, C). Mai departe, conform [37, Lemma 1], pentru ca Hom4 (U, C) sa fie injectiv,

este suficient sd presupunem injectivitatea relativa la girurile exacte de forma
0—-I—S—S/I—0.

Dar aceasta rezulta din cazul particular demostrat mai sus, folosind ultima diagrama co-
mutativa in care inlocuim B’ — B cu I — S.

O
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Teorema 1.7.4. [28, Theorem 1.3][29, Theorem 1.3] Fie un R un inel cu unitate, U
un R-modul ¥-quasiproiectiv S = Endgr(U) si C categoria cdt a categoriei o[U] modulo
subcategoria localizanta Ta asociata cu U. Atunci G = {I € L(S) | U/IU € T} este
o topologie Gabriel pe S si functorul Homy(U,—) : o[U] — Mod- S se restrictioneaza la

urmdatoarele echivalente de categorii:

(a) C — Mod-(S,G) cu inversa Mod-(S, G) al=egt) C, unde a: o[U| — C este functorul

canonic.
(b) Pres[U] — Mod-(S,G) cu inversa Mod-(S,G) —eny Pres[M].
(¢) GF[U] — Mod-(S,G) cu inversa

Mod-(S,G) —s GF[U], B~ (B®gU)/tA(B &g U).

Demonstratie. Avand in vedere Propozitia 1.7.3, Teorema 1.7.1, ne spune ca G = {I €
L(S) | U/IU € T4} este topologia Gabriel pe S asociata cu clasa de torsiune 7z = {B €
Mod- S | B&g U € T4}. Punem A = o[U], R = Homg(U, —), S = End4(U), B = Mod- S.
Atunci [34, Theorem 2.1] afirmi ci U e Stat(R) pentru orice multime A, deci este

suficient sa aplicam Corolarul 1.6.7 impreuna cu Lema 1.5.5 gi demonstratia se incheie. [

Observatia 1.7.5. Punctul (a) al Teoremei 1.7.4 poate fi de asemenea dedus imediat din

Teorema 1.7.1.



Capitolul 2

Aplicatii

Dintre posibilele aplicatii ale studiului abstract intreprins in primul capitol al acestei teze,
am ales In sectiunea 2.1 cazul modulelor peste categorii preaditive mici. Acest caz se
specializeaza mai departe la cazul modulelor unitale peste inele cu unitati locale, pentru
care am gasit in sectiunea 2.2 o generalizare a teoriei Morita aga cum apare ea dezvoltata in
[6]. O alta specializare a categoriilor de module peste categorii preaditive mici il reprezinta
cazul categoriilor de module graduate de G-multimi, unde G este un grup, aga cum reiese din
sectiunea 2.3. In urmétoarele sectiuni ale capitolului studiem in detaliu aceasta categoriile
de module graduate de G-multimi, iar in sectiunea 2.7 aplicam cazul general pentru a obtine

echivalente intre anumite subcategorii ale lor.

Cu acest capitol urmarim sa aratam ca, rezultatele generale obtinute in cel precedent
sunt relevante in multe situatii particulare si inlocuirea functorilor Hom i tensor cu o

pereche oarecare de functori adjuncti R si L se justifica prin exemple.

Particularizarile cuprinse in acest capitol au fost indicate, fara a intra in detalii, in
lucrarea autorului [50]. Studiul echivalentelor de categorii de module graduate, precum si
legatura acestora cu functorul care uita graduarea a fost intreprins in [45], lucrare scrisa de
autor impreuna cu A. Marcus. O sistematizare a rezultatelor relative subcategorii rigide si
topologii Gabriel rigide, care apar in sectiunea 2.6, poate fi intalnita in lucrarea autorului
[51]. Rezultatele sectinilor 2.4 gi 2.5 au fost publicate de catre autor impreuna cu A. Marcus

in [46].

o1
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2.1 Module peste categorii preaditive mici

Fie Y o categorie preaditiva mica. Un modul la dreapta peste Y (sau simplu, YV-modul) este
un functor aditiv contravariant Y°P — Ab. Clasa )-modulelor impreund cu transformarile
naturale dintre ele formeaza o categorie Grothendieck, pe care o vom nota cu Mod- ),
limitele si colimitele fiind calculate element cu element. De mentionat c& pentru bine
definirea categoriei Mod- ), nu trebuie neaparat ca ) sa fie mica ci numai scheletal mica
- ceea ce Inseamna ca scheletul ei este o categorie mica - caz in care vom inlocui de cate
ori va fi nevoie categoria ) cu scheletul ei. Reamintim ca un obiect A al unei categorii
Grothendieck A este numit finit generat (prezentat) daca functorul Hom 4(A, —) comuta cu
reuniunile (limitele) directe. Vom nota cu fp.A subcategoria plind a categoriei A ale carei

obiecte sunt cele finit prezentate din A. Lema lui Yoneda ne spune ca functorul
Y — Mod-), Y — Hy = Homy(—,Y)

este o scufundare - pe care o vom numi scufundarea Yoneda - deci categoria ) poate fi
identificata cu subcategoria plina {Hy | Y € Y} a categoriei Mod-). Atunci, din aceeasi
lema Yoneda, rezulta usor ca ) este o multime de generatori finit generati pentru categoria
Mod- Y [49, Chapter IV, Proposition 2.3]. O astfel de categorie, care poseda o multime de
generatori finit generati se va numi local finit generata.

Un functor f : Y — A, unde A este o categorie Grothendieck arbitrard, induce un
functor unic (pana la un izomorfism functorial) L : Mod-) — A care comuta cu colimitele
si care satisface relatia L(Y") = f(Y) pentru orice Y € Y. Fie S = Py Y i U = L(S) =
Dyey f(Y). Functorul L are un adjunct la dreapta, si anume R : A — Mod-Y, dat de

egalitatea

R(A) = Hom(f(—), A).

Vom spune ca perechea de functori adjuncti (R, L) este indusa de f. Se observa ca sunt
indeplinite ipotezele de lucru din sectiunea 1.3, categoriile A si B = Mod- ) fiind in plus
Grothendieck, asa cum am cerut in capitolul precedent incepand cu sectiunea 1.4.
Presupunem in continuare ca f(Y) este un obiect proiectiv in A pentru orice Y € ).
Definitia functorului R ne asigura ca el este in acest caz exact. Deoarece U este proiectiv,

Observatia 1.4.7 ne spune ca T4 = Ker R = Ker Hom 4 (U, —), adica U este un obiect CQF-3
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al categoriei A, unde (74, F.4) este - ca si in primul capitol - teoria de torsiune (ereditara)
asociata cu U.

Vom spune ca perechea de functori adjuncti (R, L) este punctata la dreapta daca fiecare
obiect Y € ) este R-adstatic, adica uy : Y — RL(Y) este un izomorfism, unde w : 13 —
LR este unitatea acestei adjunctii. Se poate observa ca - in acazul particular cand ) are
un singur obiect - definitia data aici unei adjunctii punctate la dreapta revine la aceea din

lucrarea [13, Section 2].

Lema 2.1.1. Perechea de functori adjuncti R : A — Mod-Y, L : Mod-Y — A este
punctatd la dreapta daca si numai dacd restrictia functorului L la Y — A este un functor

deplin fidel, altfel spus, perechea de functori adjuncti poate fi indusa de un functor deplin
fidel f.

Demonstratie. Daca uy : Y — RL(Y) este un izomorfism pentru orice Y € ), atunci UL(Y)
este de asemenea un izomorfism, fiind de fapt chiar inversul lui L(uy). Asadar categoriile
preaditive ) si L()) sunt echivalente, deci restrictia f : Y — A, f(Y) = L(Y) este un
functor deplin fidel.

Reciproc, daca f : Y — A este un functor deplin fidel, atunci categoriile ) si £f(Y') sunt
echivalente, inversul functorului f : ) — £()) fiind dat de restrictia adjunctului la dreapta

R al lui L. O

Propozitia 2.1.2. Dacad (R,L) este o pereche de functori adjuncti indusa de f : Y — A,

iar £(Y') este proiectiv in A pentru orice Y € Y, atunci
ker(L(B') — L(B)) € Ta

pentru orice monomorfism B’ — B in B. In consecinid Tg = KerL este o subcategorie

localizanta a categoriei Mod- ).

Demonstratie. Pentru prima afirmatie se foloseste acelasgi argument ca si in demonstratia
Propozitiei 1.7.3, categoria Mod-) fiind local finit generata, in particular fiecare obiect
putand fi exprimat ca limita directd a subobiectelor sale finit generate [49, Chapter III,

Corollary 1.4]. Mai departe, se foloseste Propozitia 1.5.1 gi Lema 1.6.4 0

Urmand definitia data in [32, paragraful 2.1], vom numi topologie Gabriel pe ) o familie

G={Gy |Y € Y}, unde Gy C Lp(Y) cu Y € Y satisfacand axiomele:
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T1. Y € Gy.
T2. daca I € Gy si g € Homg(Y',Y), atunci g~ (1) € Gy.

T3. daca I, I> € Lg(Y) pentru un obiect Y € Y si I} € Gy, astfel incat g~ (1) € Gy

pentru orice g € Homp(Y',Y) satisfacand im g < I si orice Y/ € Y, atunci s € Gy

De remarcat ca T1 poate fi inlocuita cu afirmatia ca Gy este un filtru pe laticea Lp(Y").
O familie G = {Gy | Y € Y} ca si mai sus se va numi topologie liniard daca satisface numai
axiomele T1 si T2.

Stim atunci ca aplicatia
T—G(T)={I€Lg(Hy)|Y €)Y, Hy/I €T}

stabileste o bijectie intre clasele de torsiune ereditare din Mod- Y si topologiile Gabriel pe

Y, cu inversa
G— T(G)={B € B|kerg € G pentru orice g € Homg(Hy, B) si orice Y € V}.

Bineinteles, topologia Gabriel pe ) determina teoria de torsiune (73, F3) cu un plus de
exactitate fata de filtrul pe laticea L£3(S) despre care am discutat in Lemele 1.5.5 si 1.5.4.
Teorema care urmeaza gi Corolarul ei sunt similare in spirit, dar nu si in detalii, rezultatelor

date in [32, Theorem 4.7, Corollary 4.9 si Theorem 4.10].

Teorema 2.1.3. Fie )Y o categorie preaditiva mica, B = Mod-Y, iar f : Y — A un
functor, unde A este o categorie Grothendieck arbitrara. Fie (R,L) perechea de functori
adjuncti indusa de £ g1 S = @Yey Y, U = L(S). Pastram notatiile facute in Capitolul
1, mai precis sectiunile 1.3, 1.4 si 1.5. Daca £(Y) este un obiect proiectiv al categoriei A
pentru orice Y € Y, iar perechea de functori adjuncti (R, L) este punctata la dreapta, atunci
af(Y) ={af(Y) | Y € Y} este o multime de generatori proiectivi pentru C, iar functorul R

se restrictioneazd la urmdatoarele echivalente de categorii:
(a) C — D cu inversa D 2L ¢.
(b) Pres[U] — D cu inversa D N

(¢) GF[U] — D cu inversa D — GF[U], B — L(B)/tp(L(B)).
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Mai mult, topologia Gabriel pe Y asociatd cu teoria de torsiune (Tg, Fp) este data de
Gy ={I € Lp(Y) | £(Y) = If(Y)},

pentru orice Y € Y, unde prin If(Y') am notat imaginea morfismului indus L(I) — L(Y') =
£(Y).

Demonstrafie. Am vazut mai nainte ca U este un obiect CQF-3, iar aL. este exact. Ob-
serviim c& T4 = {T € A | Hom4(f(Y),T) = 0 pentru orice Y € Y}. In plus, stim datorits
Lemei 1.4.5 ca a(U) este un generator pentru C. Deoarece a comuta cu sumele directe,
avem a(U) = Py yaf(Y), deci {af(Y) | Y € Y} este o multime de generatori pentru C.
Atunci functorul

C — Mod-af()), C — Homg(af(—),C)

este deplin fidel, in conformitate cu Teorema Popescu—Gabriel generalizata ([32, Theorem
4.1]). Pentru a arata ca af(Y") este proiectiv in C pentru orice Y € Y, sa observam ca un

sir scurt exact 0 — C" — C — C” — 0 1n C este determinat de un sir exact
0-C"-C—-C"-T—0

in A, cuC',C,C" €CsiT € Ty Aplicam functorul exact Homy (f(Y), —) (Y € Y) unui
astfel de sir exact, folosim exprimarea clasei 74 data la Inceputul acestei demonstratii si
adjunctia dintre a si i, si proiectivitatea dorita rezulta.

Pentru un obiect A € A, unitatea 4 : A — ia(A) adjunctiei dintre a si i are nucleul si

conucleul de torsiune, agadar ea induce un isomorfism
HOIIl_A(f(Y), A) = HOIIl_A(f(Y), ia(A)) = HomC(af(Y)7 a(A))7

pentruorice Y € ), ceea ce arata echivalenta categoriilor af(Y) si f()). Deoarece categoriile
f()) si Y sunt de asemenea echivalente, tot aga vor fi si categoriile Mod-af())) si Mod- ).

Observam atunci ca functorul
C — Mod-af()), C — Hom¢(af(—),C),

despre care am vazut mai Inainte ca este deplin fidel, este natural izomorf functorului Ri. In
concluzie, pentru a demonsta (a) si (b), aplicam Propozitia 1.3.6 si Teorema 1.6.5. Pentru

(c) este aplicabil un argument similar cu cel folosit in demonstratia Corolarului 1.6.7.
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In sfarsit, ca in Lema 1.5.5, Gy = {I € L5(Y) | £(Y)/If(Y) € T}, pentru orice Y € Y.
Mai mult, deoarece obiectul £(Y)/If(Y) este izomorf cu L(Y/I), el apartine clasei T4 daca

si numai daca el este egal cu 0, sau echivalent, f(Y) = If(Y). O

Corolarul 2.1.4. Fie X si Y doud categorii preaditive mici, £ : Y — X un functor si
notam A = Mod- X, B = Mod-)Y. Fie L : B — A unicul functor care comutd cu colimitele
care extinde pe f si notam S = @ycyY i U = L(S). Daca f este deplin fidel, atunci
categoriile C, Pres[U], GF[U] si B sunt echivalente.

Demonstratie. Dupa cum am vazut si inainte L are un adjunct la dreapta, si anume
R: A— B, R(A) = HOHlA(Hf(,), A),

unde Hx = Homy (—, X) pentru orice X € X. Observam ca izomorfismul postulat de lema
lui Yoneda implica R(A) = Af. Deoarece Hgyy este finit generat si proiectiv in A rezulta
de asemenea cid R comuta cu colimitele. Daca f este deplin fidel, ceea ce conform Lemei
2.1.1 revine la faptul ca perechea de adjuncti (R, L) este punctata la dreapta, deducem din
Teorema 2.1.3 echivalenta categoriilor C, Pres[U], GF[U] si R(A) = D. Mai mult fie B € B

un object al categoriei B. Exista atunci o prezentare a lui B

@Hy/ %@Hy%B—)O,
Y’ Y

unde Y’ si Y sunt obiecte ale categoriei ), cu posibilitatea ca un obiect si se repete.
Aplicand acestui sir exact functorul care comuta cu colimitele RL si tinand cont ca lema
lui Yoneda ne da izomorfismul RL(Hy) =& Hy pentruorice Y € ), rezulta B = RL(B) € D,
deci D = B. O

Ezxemplul 2.1.5. Fixam un inel comutativ cu unitate k. O k-categorie este categorie aditiva
A, pentru care Hom 4(A’, A) este Inzestrat cu o structura de k-modul pentru orice A, A € A,
astfel incat compunerea morfismelor este lineara in ambele variabile. De exemplu conceptul
de Z-categorie coincide cu cel de categorie preaditiva. Fie X' o k-categorie (scheletal) mica
si fie A = Mod- X. Evident A este de asemenea o k-categorie. Mai mult, A este o categorie
Grothendieck, cu X fiind o multime de generatori finit generat;i.

Mentionam ca A este echivalenta cu categoria ale cirei obiecte sunt functorii aditivi

contravarianti X°? — Mod-k. Privind categoriile preaditive mici ca fiind inele cu mai
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multe obiecte - sau, cum o vom face in sectiunea 2.2, ca inele fara unitate - situatia este
analoga cu cazul unei k-algebre R, si anume, orice R-modul devine automat un k-modul.
In ceea ce a rimas din aceasti sectiune consideram un caz particular si anume cand X
este categoria (scheletal mica si preaditiva) mod- R a R-modulelor finit prezentate, unde R
este o algebra finit dimensionald peste un corp comutativ k. De notat ca (mod- R)°P, adica
duala categoriei mod- R este echivalenta cu categoria mod- R°? a R-modulelor stangi finit
prezentate, via functorul numit k-dualitate D : mod- R — mod- R°P, D(M) = Homy (M, k).
Punem A = Mod- X i vom numi R-modul generalizat un obiect al categoriei A, adica un
functor mod- R°P? — Ab. Atunci A va fi numita categoria R-modulelor generalizate. Fixam
M un R-modul finit prezentat si notam S = Endr(M), Y = {S}. Atunci B = Mod-)Y =
Mod- S este categoria S-modulelor. Functorul f : Y — X, f(S) = M este deplin fidel, deci
induce o pereche de functori adjuncti punctata la dreapta (R, L), unde L este unicul functor
care comuta cu colimitele si aplica F in Hy; = Homp(—, M) (sau M dupa identificare), iar
R(A) = Hom4(Hys, A) = Af pentru orice A € A. In consecinti Pres[H ;] este echivalent

cu Mod- S, datorita Corolarului 2.1.4. Obtinem atunci in particular:

Corolarul 2.1.6. [61, Lemma 2.2 i Lemma 2.3] Cu notatiile de mai sus, categoria mod- S
este echivalentd cu subcategoria plind a categoriei functorilor (mod- R)°? — mod- k formata

din acele obiecte A care pot fi scrise ca imaginea unui morfism de forma
HY; — DHompg(M,—)™,
cu m,n numere naturale nenule.

Demonstratie. Deoarece o echivalenta de categorii pastraza obiectele finit prezentate, func-
torul L duce un obiect din mod- S intr-unul din fp Pres[H)s]. Pe de alta parte, deoarece
colimitele in Pres[H | sunt calculate exact ca in A - conform Propozitiei 1.3.6 si dualei
Proporzitiei 1.2.1 - A € fp Pres[H ;] exact atunci cand A € Pres[H )] si el este finit prezen-

tat ca obiect al categoriei A. Agadar
fp Pres[Hp] = {A € A | exista un sir exact Hy; — Hyy — A — 0, cu m,n > 1}.

Acum ca in demonstratia rezultatului [8, Proposition 3.1], functorii finit prezentati din

Pres[H),| sunt caracterizati ca fiind imagini ale unui morfism convenabil din A de forma

Hy; — DHompg(M,—)™,
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unde m,n > 1 sunt numere naturale. Mai mult, pentru orice X € mod- R gi orice A € fp A,
A(X) € mod- k, deci A poate fi vazut ca un functor (mod- R)°®? — mod- k. Asadar obiectele

din fp Pres[U] sunt exact functorii de forma descrisa in [61, Section 2]. O

2.2 Inele cu unitati locale

Fie R un inel (asociativ, fara unitate). Un modul la dreapta peste un astfel de inel - numit
simplu si R-modul - este un grup abelian (M, +) pe care s-a definit o operatie externa
(numita inmultire cu scalari din R), M x R — M, distributiva atat fata de adunarea din
R cat si fata de cea din M si care satisface (mry)re = m(rire) pentru orice m € M si orice
ri,r9 € R. Un R-modul M se zice unital daca, in plus, MR = M. Vom nota cu Mod- R
categoria R-modulelor unitale.

Un inel R este numit inel cu suficienti idempotenti daca el contine o multime X de

idempotenti ortogonali doi cate doi, astfel incat

R:@BR:@Re:@eRe.

eeX eeX eeX

Propozitia 2.2.1. Dacd R este un inel cu suficienti idempotenti, atunci Mod- R este
echivalentd cu o categorie de module peste o categorie preaditiva mica. Reciproc, orice
categorie de module peste o categorie preaditiva mica este echivalenta cu una de R-module
unitale peste un anumit inel cu suficienti idempotenti. In consecinta Mod- R este o categorie

Grothendieck, pentru orice inel cu suficienti idempotenti R.

Demonstratie. Fie R un inel cu suficienti idempotenti gi notam cu X multimea idepotentilor
sai. Consideram categoria preaditivd mica ale carei obiecte sunt elementele multimii X,

morfismele sunt date de
Homy (e', e) 2 Hompg(e'R, eR) = eRé/,

pentru orice €/, e € X, iar compunerea morfismelor este indusa de inmultirea din R. Daca

M este un R-modul unital, definim

M*: X°P — Ab unde M*(e) = Me ={me | m e M}.
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Este clar ca dacd ere’ € eRe’ este vizut ca un morfism de la €’ in e, atunci M*(ere’) : Me —
Meé' este dat de M*(ere’)(me) = mere’, iar M*(eri1e’)M*(e""roe) = M*((e"rqe)(er1e’)) pen-
tru orice doua morfisme compozabile erie’ € Homy (¢, e) si €”roe € Homy (e, €e”). Asgadar
am definit un functor contravariant M* : X°? — Ab. Reciproc daca A : X — Ab este un
astfel de functor punem

A* =P Ae),

ecX

si definim m(re’) = A(ere’)(m) pentru orice m € A(e) si orice re/ € R. Deoarece R =
@D.cr Re, rezulta astfel o inmultire cu scalari din R, astfel incat A* este un R-modul
unital. Se verifica imediat ca (M*)* = M si (A*)* = A pentru orice R-modul unitar M si
orice functor A : X°P — Ab.

Reciproc, daca X este o categorie preaditiva mica punem R = @ ., Homx(e, e), si
definim 717y ca fiilnd compunerea dintre ele daca r1,r2 € Homy (e, €) sau zero altfel. Atunci
R este un inel cu suficienti idempotenti, iar categoriile Mod- X si Mod- R sunt echivalente,
conform [26, Chapitre II, Proposition 2]. Notam de asemenea cad demonstratia acestei

echivalente este similara celei de mai sus. O

Numim inel cu unitati locale un inel R care poseda o multime de idempotenti £, cu
proprietatea ca orice submultime finita a lui R este continuta intr-un subinel de forma eRe
cue € £ De notat cd e € £ actioneaza ca unitate pentru subinelul eRe, ceea ce explica
denumirea de inel cu unitati locale. Ca gi In cazul inelelor cu suficienti idempotenti, vom
considera categoria R-modulelor unitale pe care o vom nota cu Mod- R.

Definim o relatie pe £ punand e < €’ daca si numai daca ee’ = €’e = e, sau echivalent,
daca eRe C ¢’ Re’. Se constata imediat ca aceasta relatie este una de ordine pe &, ca (€, <)
este directa in raport cu acesta ordine, iar R = ) .o eRe. Mai mult un R-modul M este

unital exact atunci cand ele este de forma M = > _. Me, unde Me este privit ca un

ec
subgrup al grupului abelian M.

Folosind terminologia din [6], spunem ca un R-modul unital M - R fiind un inel cu
unitati locale - este local proiectiv daca el este limita directa a unui sistem {My | A € A} de

sumanzi directi finit generati ai lui M, atfel Incat proiectia canonica M — M) factorizeaza

prin M — M), ori de cate ori A < X, pentru orice \, \' € A.
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Lema 2.2.2. Fie M un R-modul unital, unde R este un inel cu unitali locale. Atunci M
este local proiectiv daca st numai dacd ezista o multime directa de idempotenti {e) | A € A}
ai inelului Endr(M), ordinea fiind data de €y < ey exact atunci cand exey = €xex = €y,
pentru orice A, N € A. Mai mult, atunci {Endg(My) | A € A} este un sistem direct de
subinele ale lui Endg(M) iar ENDRr(M) = lim e n Endgr(M)) este un inel cu unitafi locale
si este constituit exact din acele endomorfisme ale lui M care factorizeazd printr-o proiectie

M—)M,\.

Demonstratie. Daca M = @Ae AM) este un R-modul local proiectiv, atunci, pentru orice
A €A, ey € Endr(M) va fi idempotentul corespunzator sumandului direct My al lui M,
adica homomorfismul compus M — M, — M, unde M) — M este injectia canonica, iar
M — M) proiectia. Atunci se verificd imediat ca multimea de idempotenti {ey | A € A}
satisface cerintele din enunt. Reciproc daca {ey | A € A} este o astfel de multime de
idempotenti ai lui Endz (M), atunci punem M) = im €y si rezulta imediat ca M = h_m)AeAMA
este un R-modul local proiectiv.

Inelul Endr(M)) este un subinel al lui Endg(M), de fapt Endg(M)) = €y Endg(M )e.
Din conditia pe care o satisfac idempotentii de forma ey, rezulta ca sistemul de subinele

{Endgr(My) | A € A} ale lui Endg(M) este direct si construim inelul
ENDR (M) = limyen Endg(My).

Chiar constuctia acestui inel ne asigura ca multimea {e) | A € A} actioneaza ca una de
unitati locale ale inelului ENDg(M), iar acesta este format din exact acele endomorfisme

ale lui M care factorizeaza printr-un sumand direct M. ]

Notam in continuare £ = ENDpg(M). Sa observam ca ultima afirmatie din Lema
2.2.2 implica E = Endg(M)E. Mai mult, existd o structura de E-modul stang pe M,
definita de restrictia scalarilor via incluziunea E — Endg(M). Atunci, pentru orice A €
Mod- R, grupul abelian Homp(M, A) devine un E-modul. Vom nota cu HOMg(M, A) =

Hompg(M, A)E cel mai mare E-submodul unital al acestui modul. Avem atunci:
HOMRg(M, A) = @AEA Homp (M, A)ey = @AGA Homp (M, A).

De fapt, HOMpg (M, A) este format exact din acele R-homomorfisme M — A care fector-

izeaza printr-un sumand direct de forma M. Observam ca in felul acesta am definit un
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functor

HOMg(M, —) : Mod- R — Mod- E.

Deoarece produsul tensorial usual poate fi definit fara a face apel la unitatea inelului,
obtinem un alt functor

— ®p M : Mod- E — Mod- R.

Lema 2.2.3. Functorul produs tensorial definit mai sus este adjunct la stanga pentru

HOMEg(M, —).
Demonstratie. Pentru orice A € Mod- R si orice B € Mod- E, definim aplicatiile
ug: B— HOMg(M,B®g M), ug(b) : m+— b m,

v HOMR(M, A) @ M — A, va(f @ m) = f(m).

Prin verificare directa se arata ca v4 si up sunt R, respectiv E/, homomorfisme bine definite.

Mai mult ele sunt chiar unitatea si counitatea adjunctiei dintre HOMg(M, —) si —@gM. O

Lema 2.2.4. [6, Corollary 1.3 si Proposition 1.5] Fie R gi E doud inele cu unitati locale
M € Mod- R, N € Mod- E, iar U un (E, R)-bimodul.

(a) Daca e este un idempotent al inelului R, atunci M @ Re = Me.

(b) Daca M este proiectiv finit generat in Mod- R, atunci

N ®@p Homp(M,U) = Homg(M,N @g U).

Teorema 2.2.5. [6, Theorem 2.5] Categoriile Mod- R si E sunt echivalente, unde R si E
sunt doud inele cu unitati locale daca si numai daca exista un generator local proiectiv M

in Mod- R, astfel incit E = ENDgr(M).

Observatia 2.2.6. [6, p. 12, Remark| Fie R un inel cu unitati locale arbitrar si fie M =
P.ce eR, unde £ este multimea de idempotenti corespunzatoare din R. Evident M este un
generator local proiectiv al categoriei Mod- R, deci Mod- R este echivalenta cu Mod- E unde

E = ENDpg(M), asa cum am vazut in Teorema 2.2.5. Fiecarui idempotent e € £ ii asociem
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un idempotent €, € ENDr(M) care este de fapt homomorfismul compus M — eM — M,

ca In Lema 2.2.2. Este evident atunci ca

E:@eeE:@Eee

ec& eef

este un inel cu suficienti idempotenti, si anume {e. | e € £}.

Observatia 2.2.7. Daca R este un inel cu suficienti idempotenti, atunci multimea
{61—|—...—|—€n | €1,...,€n GX},

unde X sunt idempotentii lui R, actioneaza ca o multime de unitati locale pe R. Pe de alta
parte, conform 2.2.6, categoria modulelor unitale peste un inel cu unitati locale arbitrar este
echivalenta unei categorii de module unitale peste un anumit inel cu suficienti idempotenti,

agadar ea este o categorie Grothendieck, aga cum am vazut in Propozitia 2.2.1.

Punem R = HOMRg(M,—) si L = (— ®g M). Deoarece E este un generator pentru
Mod- F, iar M = E ®g M, sunt satisfacute ipotezele de lucru prezentate in sectiunea 1.4,
categoriile Mod- R si Mod- E fiind in plus Grothendieck, dupa cum am vazut in Observatia
2.2.7. Asadar vom putea pastra notatiile din Capitolul 1, pentru A = Mod- R and B =
Mod- E.

Lema 2.2.8. Daca M = lig)\eAM)\ este un modul local proiectiv peste un inel cu unitats
locale R, atunci functorul HOMg(M, —) este exact i comuta cu sumele directe de copii de

M.
Demonstratie. Functorul HOMg (M, —) este exact deoarece
HOMg(M, —) = limyep Homp (M), —),

fiecare M) este presupus proiectiv, iar limitele directe sunt exacte.

Fie I' o multime arbitrara gi fie A € A. Folosind Lema 2.2.4, obtinem izomorfismele:
Homp(My, M) 2= Homp (M), E @5 M) = Homp (M, ET) @p M) =
ED @p Homp(My, M) = EN) @p Bey, = EDey = (Eey )
Homp(My, M) = Hompg(My, E @5 M)1) =
(E @5 Homp(My, M))M) = (E g )T = (Bey)D

Trecand la limitd cu A € A obtinem HOM (M, M) = @) O
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Teorema 2.2.9. Daca M = @AGAMA este un modul local proiectiv peste un inel cu unitats
locale R, atunci functorul HOMg(M, —) se restrictioneazd la urmdtoarele echivalente de
categorii:

a(ng)

(a) C — B cu inversa B C;

(b) Pres[M] — B cu inversa B 2.
(¢) GF[M] — B cu inversa B — GF[M], B+— B®g M/t (B ®p M).
Daca, in plus, M este un generator al categorier Mod- R, atunci
C = Pres[M] = GF[M] = Mod- R.

Demonstratie. Conform Observatiei 2.2.6, categoria Mod- E este echivalenta cu categoria
Mod- ENDg(P), unde P = @, M), iar ENDg(P) este un inel cu suficienti idempotenti.
Asadar ea este de asemenea echivalenta cu categoria Mod- ), unde ) este o categorie prea-
ditivd mica avand ca obiecte elementele multimii A, iar Homy (X, \) & €y Fey. Vom nota
cu T : Mod-Y — Mod- E aceast# ultima echivalentd. Atunci (T~'R,LT) este o pereche
de functori adjuncti, care este indusa de f : Y — Mod- R, f(\) = M). Din ipoteza f()\) este
proiectiv in Mod- R, pentru orice A € A. Mai mult, afirmam cd Hompg (M), My) = e\ Eey
pentru orice A\, \' € A. Intr-adevir, aceast izomorfism este evident dac inlocuim E cu
Endg(M). Dar, pentru orice endomorfism f al lui M, avem €y fey = e%\fei, € eyFey,
asadar afirmatia noastra este adevaratd. Aceasta, impreuna cu izomorfismul L(E)) =
E\®pM = M, arat# ca perechea de functori adjuncti (T~'R, LT) este punctata la dreapta.
In concluzie Teorema 2.1.3 d& echivalentele dorite, dar cu D in locul lui B. Egalitatea D = B
rezultd din [13, Corollary 2.5], deoarece HOM (M, —) este exact gi comuta cu sumele directe
de copii de M, dupa cum afirma Lema 2.2.8.

Ultima afirmatie din enunt rezulta imediat din Propozitia 1.6.8. O

Observatia 2.2.10. In Teorema 2.2.9 este generalizata echivalenta postulatd de Teorema
2.2.5, unde modulul M este presupus, in plus fatd de cazul de aici, a fi un generator al

categoriei Mod- R.

Observatia 2.2.11. Observatia 2.2.6 - care a constituit un ingredient esential al demonstratiei

Teoremei 2.2.9 - este o consecinta a Teoremei 2.2.5. Este clar ca nu se produce in acest
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fel vreun cerc vicios, teorema in cauza fiind demonstrata mai inainte in [6]. Totusi exista
o cale de a evita recursul la aceasta Observatie, folosind cele doua leme pe care le vom
prezenta in continuare, pentru ca Teorema 2.2.9 si fie dedusa apoi direct din Corolarul
1.6.7. Daca am preferat pentru o expunere mai amanuntitd demonstratia de mai sus, am
procedat asa deoarece urmarim sa relevam astfel ca in aceasta sectiune, ca si peste tot in
acest capitol, sunt studiate categorii de module peste subcategorii preaditive mici, lucrarea

avand de castigat in unitate.

Lema 2.2.12. Fie R un inel cu unitali locale, a caror multime o notam cu €. Con-
sideram categoria preaditiva X, ale cdrei obiecte sunt elementele mulfimii £, Homy (€', )
este izomorf cu eRe' dacd e < €' sau este 0 altfel, iar compunerea morfismelor este indusd
de inmultirea din R. Atunci categoria Mod- R este echivalenta cu categoria Lex(X°P, Ab)
a functorilor contravarianti exacti la stanga de la X la Ab. In consecinta Mod- R este o

categorie Grothendieck iar R este un generator.

Demonstratie. Dacad M este un R-modul unital, atunci definim M : X°° — Ab, punand
M(e) = Me, iar M(r) : Me — Me', m — mr pentru orice e, e/ € € cu e < €' si orice
r = e're € ¢ Re = Homy(¢/,e). Am definit un functor contravariant care este exact la
stanga, deoarece morfismul e = ee’ € ¢/ Re este un epimorfism in X, pentru e < ¢’ € €.
Mai mult, orice homomorfism de R-module f : M’ — M induce o transformare naturald
M’ — M.

Reciproc, daca A € Lex(X°P, Ab) definim A = ligAeAA(e), familia {A(e) | e € £} fiind
directa intrucat A este exat la stinga. Atunci A este un R-modul unital. In mod evident
M=M pentru orice R-modul unital M, iar A=A pentru orice functor contravariant exact
la stanga X°P — Ab.

In final, ca Mod- R este o categorie Grothendieck, ea fiind localizare a categoriei Mod- X,

rezulta din [63, Chapter 4, Lemma 8.3], iar faptul ca R este un generator rezulta exact ca

si in cazul inelelor cu unitate. O

Conform lemei de mai sus, Mod- R gi Mod- F sunt categorii Grothendieck, F este un gen-
erator pentru Mod- F, iar M = F ®p M, agsadar putem pastra notatiile facute in sectiunea

1.4. Cu aceste notatii avem:
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Lema 2.2.13. Daca M = li_n;)\eAMA este un modul local proiectiv peste un inel cu unitati

locale R, iar E = ENDR(M), atunci functorul a(— ®g M) este exact, iar
M®) ~ HOMz(M, M) @5 M,
pentru orice mulfime I'.

Demonstratie. Pentru a demonstra exactitatea functorului a(— ®p M), sa observam la
inceput izomorfismul Hompg (M, M) = FEey, unde €) € Endr(M) este idempotentul cores-
punzator. Intr-adevir, aceasti egalitate este evidenta daca inlocuim pe E cu Endg(M), iar
orice homomorfism de R-module My — M privit ca endomorfism al lui M factorizeaza prin
M), asadar apartine inelului £. Alegem un element A € A, consideram un gir scurt exact
0 —- B — B — B” — 01in Mod- E si notam K = ker(B'’ @y M — B ®g M). Este clar ca
sirul de grupuri abeliene 0 — B’e)y — Bey, — B¢y — 0 este de asemenea exact. Mai mult,

aplicand functorul exact Homp (M), —) sirului exact
0-K—->B oM B M —B"®gM —0

si folosind izomorfismele Homp(My, B®g M) = B ® g Hompg(My, M) = B ®g Fey = Bey,
deduse din cele de mai sus si din Lema 2.2.4, rezulta Homp(My,K) = 0. Cum A € A a
fost ales arbitrar, deducem mai departe HOM (M, K) = 0, de unde K € T4, ceea ce exte
echivalent cu exactitatea dorita.

Ultima afirmatie a enuntului rezulta din Lema 2.2.8. O

2.3 Inele si module graduate

Fie R un inel cu unitate si G un grup, cu operatia notata multiplicativ, iar elementul neutru
notat prin 1. Spunem ca R este un inel graduat de G - sau simplu G-graduat - daca grupul

abelian (R, +) are o descompunere R = @ . Ry, astfel incat RyRy C Ry, pentru orice

gelG
9,9 € G. Este evident atunci cd R; este un subinel al inelului R.

Reamintim cd prin G-multime (la dreapta) intelegem o multime X, impreuna cu o
operatie externd X x G — X, (z,g) — xg, astfel incat z(g¢’) = (zg)g’ si 1 = z, pentru
orice g, ¢’ € G si orice x € X. Un homomorfism de G-multimi este o aplicatie ¢ : X — Y,

astfel incat ¢(z)g = ¢(xg) pentru orice z € X si orice ¢ € G. Pe o G-multime X se
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introduce o relatie binara, care se dovedeste imediat a fi o echivalenta, data de 2/ ~ x
exact atunci cand exista g € G astfel incat x = gz/. Clasele de echivalenta in care se
imparte multimea X, relativ la aceasta relatie de echivalenta, se numesc orbitele lui G in
X si sunt de forma G = {zg | g € G}, unde x € X. Pentru un element z € X, multimea
H, ={g9 € G| xg =z} formeaza un subgrup al grupului G, numit stabilizatorul lui z in G.

Fie acum R = @ Ry un inel G-graduat si X o G-multime. Vom spune atunci

geCG
despre un R-modul M ca este graduat de X (sau X-graduat) daca grupul abelian (M, +)
are o descompunere de forma M = @xe x My, astfel incat MR, C Mg,. Un element al
sumandului direct M, al lui M se va numi omogen de grad . Vom nota cu h(M) multimea
elementelor omogene ale lui M si cu deg(m) gradul unui element m € h(M). Intre doui
R-module X-graduate M’ gi M, vom considera acele R-homomorfisme f : M’ — M care
satisfac relatia f(M].) C M, pentru orice € X, pe care le vom numi graduate; vom nota
Homx z(M', M) multimea tuturor homomorfismelor de acest fel. Deoarece compunerea a
doua R-homomorfisme X-graduate este de asemenea un R-homomorfism X-graduat, clasa
R-modulelor X-graduate formeaza o categorie, avand ca morfisme intre doua obiecte M’
si M elementele multimii Homx z(M’, M). Vom nota cu Gr-(X, R) aceastd categorie. In
cele ce urmeaza ne vom ocupa de un caz particular de G-multime. Fie H un subgrup - nu
neaparat normal - al grupului G. Pe multimea claselor de echivalenta la dreapta ale lui H
in G

H\G={Hg|g€G}

exisa o structurd naturala de G-multime, data de (Hg)g’ = H(gg') pentru orice g,¢' €
G. Acest tip de G-multime se numeste tranzitiva. Particularizind in continuare, sunt de
remarcat cazurile in care H = 1 sau H = G. Notam atunci cu Gr- R = Gr-(1\G, R)
categoria R-modulelor G-graduate si observam ca Gr-(G\G,R) = Mod- R. Pentru un
R-modul G-graduat M si un element g € G, definim suspensia a v-a a lui M, ca fiind
R-modului G-graduat M () = @ e M(7)g, unde M(7y)g = Myyq.

Observatia 2.3.1. Remarcam doar, fara a avea nevoie in continuare de aceasta, ca suspensia
definegte la un functor Gr- R — Gr-R, M ~— M(vy), care este o echivalenta cu inversa
Gr-R — Gr- R, M + M(y~1). Mai general, daci H < G, se poate defini o suspensie de
grad H~ punand N(H~y)y = Np.4, pentru orice R-modul H\G-graduat N. $i in acest caz
vom obtine o echivalenta de categorii Gr-(H\G, R) — Gr-((vHy )\G, R).
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Observatia 2.3.2. Cazul R-modulelor graduate de G-multimi oarecare se reduce, de fapt,
la cazul acelora tranzitive. Intr-adevir, se constatd cu usurinta ca aplicatia zG — H,\G,
xg — H,g este un izomorfism de G-multimi pentru orice x € X, iar multimea X se poate
scrie ca reuniunea (disjunctd) a orbitelor lui G, adica X = (J,¢[y/ G, unde [X/ ~] este
un sistem de reprezentanti pentru multimea factor. Mai mult, daca M = @, x M, este
un R-modul X-graduat, atunci deoarece M, R, C M,, si v ~ xg rezulta ca M se scrie ca o
suma directa
- @ (@),
z€[X/~] \a'€xG

unde @,/ ¢, My este un R-modul H,\G-graduat pentru orice € [X/ ~]. Avand in
vedere aceasta, In continuare ne vom focaliza asupra G-multimilor tranzitive, cazul general

fiind studiat numai din motivul c&, in anumite situatii, notatia este mai scurta.

Propozitia 2.3.3. Categoria Gr-(X, R) este echivalenta cu categoria Mod- X, unde X este
o categorie preaditiva mica ale carei obiecte sunt elementele multimii X, Homy (zg1, zg2) =
Rgngzgl = Dhen, Rg;1hg1 si Homy (2',2) = 0 dacd x » 2/, iar compunerea morfismelor

este indusd de inmultirea din R. In consecinta Gr-(X, R) este o categorie Grothendieck.

Demonstrafie. Sa observam mai intai ca definitia categoriei X nu depinde de reprezentant;i.
Intr-adevir, daci z = 2'g, cu g € G, atunci H, = g~ 'H,/g, deci Rgz—lg_le/ggl = Rgngzgl'

Fie acum M un R-modul X-graduat. Lui ii vom pune in corespondentd functorul
M* : X°P — Ab, dat de M*(x) = M, pentru orice x € X si M*(a)(m) = za pentru orice
a€R o5 ' Har si orice m € M,. Reciproc daca A : X°P — Ab este un functor contravariant,
atunci definim R-modulul X-graduat A* = @, .y A*(x). Se constata imediat ca (M*)* =
M pentru orice R-modul X-graduat M, iar (A*)* = A pentru orice functor A : X°P —

Ab. O

Observatia 2.3.4. Echivalenta dintre categoria Gr-(H\G, R) si o categorie de module unitale
peste un inel cu suficienti idempotenti a fost de asemenea observata in [3, 2.9]. Pe de
alta parte noi stim ca aceasta ultima categorie este echivalenta cu una de module peste o

categorie preaditiva mica din Propozitia 2.2.1.

Consideram doua G-multimi X gi Y si un homomorfism surjectiv ¢ : X — Y intre ele.

Plecand de la un R-modul X-graduat M, definim unul Y-graduat prin M = @er M,,



68

unde M, = D.cs-
punem f : M’ — M, f(a) = f(a), pentru orice a € A. Invers, plecand de la un R-modul

1(y) M,. Daca f: M’ € M este un R-homomorfism X-graduat, atunci

Y-graduat N, construim unul X-graduat N = D.cx Nx, punand Nz = Ny(y) pentru orice
x € X, iar inmultirea dintre doud elemente omogene n € Nx siry € R, fiind data prin aceea
can=mn € Ny, iar nry € Ny(,4), de unde rezulta cd putem vedea acest element ca avand
gradul xzg in N , agadar nry € Kfmg. Daca f : N’ — N este un homomorfism Y-graduat,
atunci f: N — ]\7, unde pentru un elment n € Nx avem ca mai inainte n =n € Ny, si

f(R) = f(n) € N, = Ny(z)- Observam cd in felul descris mai sus am definit doi functori
Uy : Gr-(X,R) — Gr-(Y,R) si Fy:Gr-(Y,R) = Gr-(X, R),

dati de Uy(M) = M i Fy(N) = N. Folosind numai definitiile acestor functori deducem
imediat ca, daca ¢ : X — Y si ¢’ : Y — Z sunt doua homomorfisme surjective de G-multimi,

atunci U¢¢/ =~ U¢/U¢), iar Fd’d)’ = F¢/F¢.

Lema 2.3.5. Fie R un inel G-graduat si ¢ : X — Y un homomorfism de G-mulfims.
(a)[44, Lemma 1.9] Functorul Uy este un adjunct la stanga al functorului F 4.

(b) Functorii Uy si Fy sunt exacti si comutd cu sumele si produsele directe.

Demonstratie. (a) Imediat se poate observa ca unitatea si counitatea adjunctiei din enunt,
sunt

C:lamx,r) = FoUp si £:UpFy — lar(vir),
date de Car(mz) = my € Fy(Uy(M)), pentru orice M € Gr-(X, R), orice x € X si orice
mg € My, iar £(n) = n € Ng(x) pentru orice n € N, = Ny(z) (z € X).

(b) Lasand la o parte graduarea, R-modulele A si Uy(A) coincid, si de asemenea coincid
homomorfismele de R-module f si Ug(f). In concluzie, functorul Uy definit mai devreme
este exact si comuta cu sumele i produsele directe. Aplicand direct definitia functorului F,
putem constata ca si acest al doilea functor este exact, iar el comuta cu produsele directe,
avand un adjunct la stanga.

Fie N = @,cp N 0 suma directa in Gr-(H\G, R) ale carei injectii canonice sunt notate
cu gy : Ny — N. Homomorfismele de R-module X-graduate Fy(gy) : Fy(Ny) — Fy(N),
A € A induc un unic homomorfism

a: @ F4(NN) = Fy(N),
AEA
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in Gr-(Y, R). Fie (na)xen € @ycp Fo(IVy) un element omogen de ordin z € X, unde ny =
nx € (N)g(x), Oricare ar fi A € A. Atunci a((ny)rea) =1 € Fy(N)z, unde n = n € Ny,
iar n = (ny)xen. Rezulta agadar ca « este un epimorfism. Pe de alta parte, este clar ca el
este un monomorfism, functorul Fy fiind aditiv (vezi [15, Exercise S 6.18]), deci el este un

izomorfism. O

Corolarul 2.3.6. Cu notatiile folosite in Lema 2.3.5, N este un epimorfism, iar (yr un

monomorfism pentru orice N € Gr-(Y, R) si orice M € Gr-(X, R).

In cazul in care K < H < G sunt doui subgrupuri ale lui G, exista o aplicatie naturala
de G-multimi intre X = K\G si Y = H\G, si anume proiectia ¢ : Kg — Hg pentru orice
ig = Uy si ngg = Fy, iar functorul ngg “uita”
partial graduarea unui R-modul K\G-graduat M. De exemplu, daca K =1 ¢i H = G, iar

M € Gr- R, atunci U(M(g)) = U(M) pentru orice g € G, unde U = Ué\\% Remarcam de

g € G. In acest caz vom nota Ug

asermenea

Lema 2.3.7. Existda un izomorfism de module G-graduate

(U (M) = @D M(h),

H\G
heH
pentru orice M € Gr- R st orice H < G.
. . G . G .
Demonstratie. Fie U = UIILI\\G si F = F}}\G' Fie N = UM) = @ycim\¢) VHgs unde

Nug = @pnepy Mpg. Alegem h € H si m € M(h)y = Myg. Din constructia func-
torului F, m determina un unic element f(m) = m apartinand componentei F(N), a
modulului G-graduat F(N) (mai precis, apartinand copiei lui M}y, care este inclusa in

aceasta componentd). Este clar cd am obtinut un izomorfism de R-module G-graduate
[ ®peg M(h) — F(N). O

Fie M = @ cqMy € Gr-R 5t N = P,y N € Gr-(X, R). Se verifica imediat ca

multimea
HOMx r(M,N), = {f € Homg(M,N) | f(My) C N4 pentru orice g € G}
formeaza un subgrup aditiv al grupului Hompg (M, N), pentru orice z € X. Mai mult, suma

HOMx g(M,N) = > HOMx r(M, N),
rzeX
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este directd. In particular, daci N € Gr- R, notim HOMg (M, N) = HOM\g r(M,N)
si consideram subinelul £ = END(M) = HOMg(M, M) al inelului Endg(M). Atunci E
este un inel G-graduat, iar M devine un (R, F)-bimodul G-graduat, ceea ce - revenind la
cazul in care N € Gr-(X, R), unde X este o G-multime oarecare - conduce la concluzia ca
HOMx gr(M, N) este un E-modul X-graduat. Rezumand, avand dat un R-modul G-graduat

M, tocmai am definit un functor
HOMy (M, —) : Gr-(X, R) — Gr-(X, E).

Lema 2.3.8. Fie R un inel graduat de un grup G, X o G-mulfime, M € Gr-R si
E = ENDg(M). Functorul HOMx r(M,—) definit mai sus este un adjunct la dreapta

al functorului produs tensorial
—®p M :Gr-(X,E) — Gr-(X, R).
Demonstratie. Definim aplicatiile
uy : B— HOMx r(M,B ®p M), ux(b) : m— bem,

vX : HOMx p(M, A) @p M — A, vX(f ®@m) = f(m),

pentru orice A € Gr-(X, R) si orice B € Gr-(X, E). Se demonstreaza imediat ca aceste

aplicatii sunt unitatea, respectiv counitatea adjunctiei pe care o afirma lema. ]

e

Lema 2.3.9. Fie R este un inel G-graduat, H < G un subgrup, v € G $i notam U = UH\G.

Daca M € Gr-R si N € Gr-(H\G, R) atunci
HOM ¢ r(M, N) o = Hompp\g p(U(M (v71)), N).
In particular HOM\g,r(M, N)g = Homp\ g r(U(M), N).

Demonstratie. Consideram un homomorfism f € Hompg(M, N). Acest homomorfism este
un element al grupului HOM g\ g r(M, N) u~ exact atunci cand f(M,) C Np-4 pentru orice
g € G. Punand ¢’ = ~g, deci ¢ = v~ !¢/, aceasta este echivalent cu f(M,-1y) C Nug
pentru orice ¢ € G, sau cu f(M(y™')y C Npy pentru orice ¢’ € G. Mai departe, giasim
incluziunile, de asemenea echivalente cu cele de dinainte f(P;,cy M (v, gl,)) C Npg pentru
orice ¢ € G, respectiv f(U(M(y™'))ny) € Nuy pentru orice ¢ € G, ceea ce inseamna
f € Homp\g r(U(M(y7"), N). 0
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Lema 2.3.10. Fie R si ¥ doud inele graduate de un grup G, H un subgrup ol lui G, M
un (R, E)-bimodul H\G-graduat, iar I € Gr- E. Atunci functorii

HOMH\G,R(I RE M, —) : GI‘—(H\G, R) — Ab,
HOMH\G,E(Ia HOMH\G,R(M7 —)) : GI'—(H\G, R) — .Ab
sunt natural izomorfi.

Demonstratie. Deoarece HOM i\ g r(M, —) este adjunctul la dreapta al functorului —®g M,

rezulta izomorfismele naturale
HOH]H\G’R(I(L(]_I) ®E .1\47 N) = HOI’HH\G’E(I(Q_I), HOMH\G,R(Ma N)),

pentru orice g € G si orice N € Gr-(H\G, R). Fie [H\G] un sistem de reprezentanti pentru
clasele la dreapta induse de H in G. Insuménd izomorfismele de mai sus dups g € [H\G],

obtinem izomorfismele, de asemenea naturale:

HOM g r(I @ M,N)= @ Hompyr((g™") ®@p M,N) =
gE[H\G]

P Hommep((g™), HOMuy g r(M, N)) =
g€[H\G]

= HOM ¢ g(I, HOM g\ r(M, N)).

12

2.4 Topologia finita pe HOMx (M, —)

La inceputul acestui paragraf vom reaminti cateva notiuni de topologie pe care le vom folosi
in continuare. Mai intai, despre un spatiu topologic se zice ca este Hausdorff (sau sepa-
rat), daca dandu-se doua puncte distincte exista cate o vecinatate a fiecaruia cu intersectia
dintre cele doua vecinatati vida. Topologia discreta pe o multime este acea topologie in
care orice punct are ca vecinatate submultimea formata cu un singur element, si anume
el insugi. Plecand de la o familie de spatii topologice, pe produsul cartezian al multimilor
subiacente se poate defini o topologie, submultimile deschise fiind produsele carteziene de

submultimi deschise ale fiecarei componente, topologie ce poarta denumirea de topologia
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produs a celor initiale. O submultime a unui spatiu topologic se zice densd, daca intersectia
oricarei vecinatati a unui punct al acestui spatiu topologic cu respectiva submultime este
nevida.

Un spatiu topologic uniform se zice complet daca orice filtru Cauchy din acest spatiu
este convergent. Desigur, aici ar fi de spus ce inseamna spatiu uniform, filtru Cauchy, si
filtru convergent, dar - intrucat aceste notiuni nu intervin esential in ceea ce urmeaza - ne
marginim s trimitem cititorul interesat la [9]. Pentru scopurile noastre, este suficient sa
amintim ca un spatiu topologic Hausdorff este completarea unui subspatiu al sau, daca el
este complet si contine subspatiul ca o submultime densa.

Fie A o categorie Grothendieck gi fie M, N € A. Reamintim ca topologia finitd pe grupul
abelian Hom 4(M, N) este definita prin aceea ca el este un grup topologic, avand ca sistem

fundamental de vecinatati ale originii multimea
V(0) = {V4 | A este un subobiect finit generatal lui M},

unde

Va={f € Homs(M,N) | A <ker f}.

Daca, in plus, A este local finit generata, atunci Hom 4(M, N) este un spatiu topologic Haus-
dorff complet relativ la aceasta topologie [35, Section 2]. In particular, aceasta afirmatie
este adevaratd pentru A = Mod- R. Tot in acest caz, putem constata cu usurintd ca
Homp (M, N) impreuna cu topologia finitd este un subspatiu al spatiului topologic NM
inzestrat cu topologia produs, plecand de la topologia discretd pe fiecare componenta. In

plus, sistemul fundamental de vecinatati ale punctului 0 dat mai sus poate fi rescris ca
V(0) = {Vp | F este o submultime finita a multimii M},

unde Vp = {f € Homyu(M,N) | F C ker f}. Intr-adevir, pentru orice multime finita
F C M se constata imediat ca Vi = Vipy.

In ceea ce a mai ramas din acest paragraf consideram un inel R = @ . R, graduat de

geG
un grup G, X o G-multime, iar M € Gr- R si N € Gr-(X, R), particularizand uneori G-
multimea X. Este clar ca N este un R-modul, deci putem considera multimea Hompg(M, N).
De fapt avem de-a face cu o identificare a lui N cu Uy(N) unde ¢ : X — {1} = G\G este

homomorphismul canonic de G-multimi (unic si surjectiv), iar

Uy : Gr-(X, R) — Gr-(G\G, R) = Mod- R.
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In mod aseme&nitor, un R-modul K\G-graduat N, unde 1 < K < H < G, poate fi vazut,
uitand graduarea, ca fiind H\G-graduat. Este vorba aici de identificarea lui N cu Ug(NV)
unde ¢ : K\G — H\G este homomorfismul canonic (surjectiv) de G-multimi. In cele ce
urmeazd, nu numai in acest paragraf, vom omite scrierea functorului Uy atunci cand nu

este pericol de confuzie.

Lema 2.4.1. Topologia finita pe Homp(M, N) induce pe HOMx r(M,N) C Homp(M, N)

o structurd de grup topologic determinatd de sistemul fundamantal de vecinatali ale originii
W(0) = {Wg | F este o submulfime finita a mulfimii M },

unde Wi = {f € HOMx zr(M,N) | F C ker f}. In concluzie, HOMx r(M, N) echipat cu

aceastad topologie este un spatiu Hausdorff.

Demonstratie. Daca F' C M este o multime finita, atunci Wrp = Vp N HOMx (M, N),
unde Vg = {f € Homgr(M,N) | F C ker f}. Mai mult,

W(f) ={f+ Wg | F este o submultime finitd a multimii M}
defineste un sistem fundamental de vecinatati pentru orice f € HOMy (M, N). O

Topologia indusa pe HOMx r(M, N) de topologia finita pe Hompg(M, N) o vom numi
de asemenea finitd.

O familie {t; | ¢ € I} de puncte ale unui spatiu topologic T" se zice sumabild la t € T
daca pentru orice vecinatate V a lui ¢ existd o submultime finitd Jy a lui I astfel incat

Zie sti € V pentru orice submultime finitd a lui I satisfacand Jy C .J. Vom scrie In acest

caz y rerti = t.

Lema 2.4.2. Consideram spatiul topologic Homp(M, N') echipat cu topologia finita. Pentru
ca o familie de puncte {f; | i € I} C Hompg(M, N) sa fie sumabila la f € Hompg(M, N) este
suficient sa verifice conditia din definifia sumabilitatic numai relativ la vecinatati de forma

I+ Vimy unde m este un element omogen al lui M.

Demonstratie. Fie {f; | i € I} C Hompg(M, N) care satisface conditia a carei suficienta este
afirmata in lema. Fie m = mj + ... +m, € M unde mq,...,m, sunt elemente omogene.

Exista atunci multimile finite Ji, ..., J, C I astfel incat pentru orice j € {1,...,n} si orice
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multime finita J C I care contine J; avem ) ;. ; fi € f + Vi3, si desigur >, ; fi(m;) =
f(m;). Punem Jy, = |Jj_, Jj, deci pentru orice j € {1...n} avem (Yies fi) (mj) = f(my)
asadar ., fi € [+ Vim) pentru orice multime finitd J C I care contine Jp,. In sfarsit
fie V.= f 4+ VF o vecinatate a punctului f € Hompg(M,N), unde FF C M este finita.
Cu metoda de mai sus, obtinem submultimile finite J,,, m € F ale lui I astfel incat
(Ziej fl) (m) = f(m) pentru orice m € F si orice J C [ finita, continand J,,. Reunind
din nou, punem Jy = {J,,,cp Jm §i rezulta ca ), ; fi € V pentru orice submultime finita J

a lui I care contine Jy, asadar ), ; fi = f. O

Teorema 2.4.3. Consideram f € Hompg(M, N) si definim

fx:M:@Mg%N,
geqG

pentru orice x € X, cu componentele f§ : My — N, fd(mg) = f(mg)ag oricare ar fi
mg € My si g € G, unde prin f(mgy)zg intelegem respectiva componenta omogenda de grad

zg € X a elementului f(mg) € N € Gr-(X, R). Avem atunci:
(a) fr € HOMx r(M,N), pentru orice x € X.

(b) Familia {f, | v € X} este sumabila la f in topologia finita, iar componentele f, sunt

unic determinate de proprietatatile f, € HOMx p(M,N)z $i > cx fo = f.
(¢) Hompg(M, N) este completarea spatiului topologic HOM x r(M, N) in topologia finita.

Demonstratie. (a) Este evident c& f, este un homomorfism de grupuri abeliene pentru orice

z € X. Mai mult, daca r, € Ry, v € G, atunci rymy € M4, deci

fx(r'ymg) = f;g(rvmg) = f(r’ymg):c’yg = (T’yf(mg))x’m‘

Cum orice element al R-modulului X-graduat N are o unica descompunere in componente
omogene, rezulta fi(rymg) = ryfz(my), de unde f, este R-lineara. Mai departe, ca f,
apartine componentei HOM x r(M, N), rezulta chiar din definitia acestei functii.

(b) Conform lemei 2.4.2, putem sa consideram numai vecinatati de forma f + Vi, 3,
unde my € M, pentru un element g € G, fara a restrictiona generalitatea. Consideram
descompunerea in componente omogene f(1my) = Ny, +. .. +ng, cung, € Ny, sisubmultimea

finitd Jo = {21, ... 2} a multimii X. Atunci f(mg) = (3 e, fe) (ng), deunde -, fo €
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f 4 Vim,}- Deoarece f(mg) = 0 pentru orice z € X \ Jo, rezultd f(my) = (X, fz) (myg)
pentru orice submultime finita J a lui I pentru care Jy C J. In consecinta » s fo €
f+ Vim,y, asadar Y-y fo = f in topologia finita.

Pentru a demonstra unicitatea afirmata de teorema, presupunem ca {g, | = € X}
este o alta familie de aplicatii liniare astfel incat g, € HOMx r(M,N); si > . cx 9z = [
Consideram un element omogen my € My, un element zo € X si vecindtatea f + Vi, y a
punctului f in topologia finita. Vom gasi atunci multimea finita Jy C X cu proprietatea ca
Yowex fr € 4+ Vimgy 81 X pex 9z € f + Vi, oricare ar fi multimea finita J satisfacand
Jo € J C I. In particular J = Jy U {zo} este o multime finita care satisface aceste
conditii, deci (3, fz) (mg) = f(mg) = (X ,c 9=) (mg). Din unicitatea descompunerii in
componente omogene obtinem fy,(mg) = gz, (mg). Prin urmare f, (my) = gu (mgy) pentru
orice element omogen my € My, de unde f;, = gz,- Cum x¢ a fost ales arbitrar in X,
rezulta f, = g, pentru orice x € X.

(c) Fie f un element al grupului Homg(M, N) si m € M. Deoarece

> fr € @ HOM g(M,N), = HOMx z(M, N),
zeJ rzeX

pentru orice submultime finita J a multimii X, iar familia {f, | * € X} este sumabila la
[, obtinem c& HOMg g, g(M, N) N (f + V{m}) # 0. Asadar HOMg, g r(M, N) este dens in
Hompg(M, N) cu topologia finita. Pe de altd parte Hompg (M, N) este un spatiu topologic
Hausdorff complet cu aceasta topologie, deci el este completarea lui HOMx r(M, N). O

Corolarul 2.4.4. (a) Daca ¢ : X — Y este un homomorfism surjectiv de G-mulfimi,
atunci HOMx r(M, N) este dens in HOMy,r(M, Uy(N)) in topologia finita.

(b) Daca K < H sunt subgrupuri ale grupului G, M € Gr- R si N € Gr-(K\G, R), atunci

HOM\ g r(M, N) este dens in HOM g\ g r (M, Ugig(]\f)) in topologia finitd.

Propozitia 2.4.5. Daca K < H sunt subgrupuri ale grupului G, M € Gr-R si N €
Gr-(K\G, R), iar K\H este o mulfime finita, atunci

HOM e\ #(M, N) = HOM g (M, U G(N) ) .

Demonstratie. Pentru simplitate notam U = Ugsg Alegem un sistem de reprezentanti

{hi,...,hy} = [K\H]| pentru clasele la dreapta ale subgrupului K in H. Deoarece H =
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Uneprvm Kh avem Hg = Upeip\ g Khg = KhigU ... U Khyg, lar K\G = {Khg | g €
[H\G], h € [K\H]}. Atunci

N= D M= D | D Nug

z€K\G g€[K\G] \h€e[K\H]

n n

= @ (@ NKh¢g> = @ @ NKhig
ge[H\G] \i=1 i=1 \ge[H\G]

Vom nota atunci proiectiile canonice corespunzatoare cu p; : N — gE[H\C] Nghig, 1 <

1 < n.

Consideram mai intai un homomorfism omogen f € HOMp\ g r(M, U(N)) -, de grad
H~y cu v € G. Desigur avem atunci p;f : M — @ge[H\G] Nih;g, 1 < i < n. Deoarece
f(Mg) € Np.4 pentru orice g € G, kH € G/H exista un unic indice ¢ € {1,...,n} astfel
incat gh; K C kgH. Atunci f poate fi scris ca Y ;" (pif), unde p;f € HOMg\ g (M, N).
In final, cazul general cand f € HOMg\ g r(M, N) rezultd din cel particular considerat

mai sus, tinand cont ca f poate fi scris ca o suma finita de homomorfisme omogene f =

ngl 4+ ...+ ngs, cu ngj € HOMH\GJ{(M, N)ng, 1 S] <s. O

2.5 Obiecte mici in categoria R-modulelor graduate

Fie A o categorie abeliana cu sume directe. Un obiect A € A este numit mic daca functorul
Homy(A, —) : A — Ab comuta cu sumele directe. Imediat se poate observa ca, pentru ca
un obiect A € A sa fie mic este suficient ca functorul Hom4(A, —) s& comute numai cu
sumele directe numarabile (vezi [72, Chapter V, Exercise 13]), ceea ce este echivalent mai
departe cu faptul ca orice morfism f: A — @, .y An, unde A, € A sunt obiecte oarecare,
factorizeaza printr-o suma directa @, . An, unde F' este o submultime finita a multimii
numerelor naturale [49, Chapter II, Proposition 16.2]. Mai general, supunem ca A € A este
A’-mic - sau mic relativ la A’ - unde A’ € A, dacd Hom 4 (A, —) : A — Ab comuta cu sumele
directe (numarabile) de copii de A’. In particular, pentru A’ = A obtinem conceptul de

obiect auto—mic.

Propozitia 2.5.1. [35, Proposition 1.1] Fie A o categorie abeliand cu sume directe gi

Ae A
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(a) Obiectul A este mic dacd i numai dacd el este mic relativ la orice obiect A’ al cate-

goriei A.

(b) Daca, in plus, categoria A este una Grothendieck, atunci A este mic dacd si numai

daca el este mic relativ la orice obiect injectiv al categoriei A.

Teorema 2.5.2. [35, Theorem 1.3.] Consideram doua categorii abeliene cu sume directe
A i B, iar A€ A gi B € B. Presupunem de asemenea ca este dat un functor care comutd

cu sumele directe F : B — A gi care are un adjunct la stanga U : A — B. Avem atunci:
(a) A este F(B)-mic in A dacad i numai daca U(A) este B-mic in B.
(b) Daca A este mic in A atunci U(A) este mic in B.

(¢) Daca, in plus, presupunem ca FU = 1 4, atunci A este mic (respectiv auto-mic) in A

daca si numai daca U(A) este mic (auto-mic) in B.

Lema 2.5.3. [35, p. 3176-3177] Intr-o categorie Grothendieck A, un obiect A este mic
relativ la un altul A, presupundnd ca topologia finita pe Homy(A, A’) coincide cu cea dis-
cretd. Reciproca este de asemena adevdratd, presupundnd, in plus, categoria A ca fiind
local finit generatd, iar topologia finitd pe Homy (A, A') ca satisfacand prima conditie de
numerabilitate.

In particular, daca M este un R-modul numdarabil generat, unde R este un inel cu
unitate, atunci M este N-mic pentru un R-modul oarecare N, exact atunci cand topologia

finita pe Homg (M, N) este discreta.

Propozitia 2.5.4. Fie R = ®g€G Ry un inel graduat de un grup G, iar ¢ : X — 'Y un
homomorfism surjectiv de G-multimi. Pastram notatiile facute in sectiunea 2.3. Pentru

doud obiecte M, N € Gr-(X, R) Gr- urmadatoarele afirmatii sunt adevarate:
(a) Uy(M) este mic in Gr-(Y, R) daca si numai daca M este mic in Gr-(X, R).

(b) Uy(M) este Ug(N)-mic in Gr-(Y, R) daca si numai daca M este Fy(Ug(N))-mic in
Gr-(X, R).

Demonstratie. (a) Proprietatea lui M de a fi mic in Gr-(X, R) se transmite asupra lui

Uy4(M) in virtutea Teoremei 2.5.2, (b), deoarece adjunctul la dreapta Fy al functorului
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Uy comuta cu sumele directe (vezi Lemma 2.3.5). Implicatia conversa este o consecinta
imediata a faptului ca Homy r(M,N) este un subgrup, in particular o submultime, in
Homy r(M, N) pentru orice N € Gr-(X, R).

(b) Este un caz particular al Teoremei 2.5.2, (a). O

Observatia 2.5.5. Pentru cazul in care ¢ : G — H\G este homomorfismul natural de G-
multimi, afirmatia (a) din teorema de mai sus spune ca un un R-modul G-graduat M este

mic exact atunci cand U}}\GG(M ) este un obiect mic in Gr-(H\G, R).

Lema 2.5.6. Fie R = ®g€G Ry un inel graduat de un grup G, X o G-multime, iar M €
Gr-R si N € Gr-(X, R). Daca M este N-mic in Mod- R, atunci

HOMX7R(M, N) = HOmR(M, N)

Demonstratie. Conform Teoremei 2.4.3, oricarui homomorfism f € Hompg(M,N) de R-
module i se asociaza cate o familie de homomorfisme {f, € HOMx r(M,N), | z € X}, care
este sumabila la f in topologia finita, fiecare element f, al acestei familii fiind definit de
componentele ff : My — N, fl(mgy) = f(mgy)sy oricare ar fi my € My si g € G. Deoarece
descompunerea (unicd) a unui element f(m) € N (m € M) in elemente omogene ale lui
N = @,cx N, este finita, rezulta ca f;(m) # 0 numai pentru un numar finit de elemente
x ale multimii X. Aceasta arata ca aplicatia g : M — @, .x N”, unde N* = N, data de
g(m) = (fz(m))zex pentru orice m € M este bine definita. Se verificad imediat ca g este un
R-homomorphism. Deoarece M este N-mic in Mod- R, exista x1,...,x, € X astfel incat
g(M) C @;-, N*. Prin urmare f, = 0 pentru orice z € X \ {z1,...,2,}. Cum stim ci
[ = ex fe =2 i1 fa;, rezultd f € HOMx (M, N). O

Corolarul 2.5.7. Fie R un inel G-graduat gt K < H < G. Fie M € Gr-R ¢t N €
Gr-(K\G, R). Daca M este N-mic in Mod- R atunci

HOM g (M, N) = HOMg\ g r(M, N).

Teorema 2.5.8. Fie R un inel graduat de un grup G, iar K < H < G doud subgrupuri astfel

incat K este finit si K\H este o multime infinita. Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) M este mic in Gr-(H\G, R) (respectiv Mod- R, Gr-(K\G, R) sau Gr- R).
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(i) HOM g\ r(M, U(N)) = HOMg\q,r(M, N) pentru orice N € Gr-(K\G, R), unde

U= Ugsg este functorul care uita graduarea.

Demonstratie. (1)=(ii) rezulta din Propozitia 2.5.1 gi Corolarul 2.5.7.
(ii)=-(i) Considerdam M = P c; My € Gr- R cu proprietatea ca

HOMp\g,r(M,U(N)) = HOMg\ g r(M, N)

pentru orice N € Gr-(K\G, R). Consideram de asemenea R-modulele G-graduate A; cu
i € N gi alegem un R-homomorfism G-graduat (adicd un morfism in Gr-R) f : M — A,
unde A = @,y Ai. Urmarim sa aratam ca f factorizeaza printr-o suma directa finita
Aiy & ... A;,. Cuacest scop punem N = P, 5 A(7), unde A(7) € Gr- R este suspensia
de grad v a R-modulului G-graduat A. Chiar din constructia lui N rezulta existenta unui
izomorfism G-graduat N = N(v), oricare ar fi v € G. Mai departe, notam cu [K\H]| un
sistem de reprezentanti pentru clasele la dreapta ale lui K in H. Deoarece K\H este o
multime infinita, rezulta ca exista o aplicatie injectiva N — [K\ H]|, de unde deducem ca
existd un monomorfism in Gr-(H\G, R):
a: NN @ N(h).
he[K\H]
Vom nota cu q; : A = A(l) — N si cu p; : A; — A injectiile canonice. Cum Gr-(K\G, R)
este o categorie Grothendieck, morfismul
7=P(@pi): A— N
i€EN

este un monomorfism in Gr- R.

Deoarece un element n € €P),¢x\ g N (h) are o descompunere (unicé) finita n = n(h1)+
...+ n(hg) cun(h;) € N(hj),1 <j <k, putem defini un R-homomorfism

B: @ N(h)— N,
he[K\H]

prin (n) = Zle n(hj) = > e\ n(h). De fapt § este unicul R-homomorfism care face

comutative toate diagramele de forma

N — @neprrm N (h)

~)

)
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avand pe prima linie injectiile canonice. Este clar

Bl P Nhkg| =8| B Ning| S Nug,
he[K\H] he[K\H]
unde Ny este respectiva componeneta omogena a R-modulului H\G-graduat U(N). In
consecinta 8 este un R-homomorfism K\G-graduat, deci si unul H\G-graduat.

Fie acum ¢ = Baqf : M — N. Deoarece
¢ € HOMp\g,r(M, U(N))g = Homm g r(M, U(N))
si, prin ipoteza,

HOM g (M, U(N)) = @5 HOMg\¢r(M,N)gn,
he[K\H]
exista elementele hy,...,h; € [K\H] si ¢; € HOMg\ g r(M,N)gn;, 1 < j < t, astfel
incat ¢ = Z;:l ;. Consideram un element (n(h)),e[x\ ) care este imaginea unui element
omogen my € M, prin morfismul agqf. Desigur, intrucat aqf este G-graduat, avem de

asemenea n(h) € N(h)y = Njq. Pe de alta parte, avem

D> n(h) = v(mg) € Ypr(Mg) + ... +1bi(My) € Nghyg + -+ Nichyg,
he[K\H]
de unde rezulta n(h) = 0 pentru toti h € [K\H] care nu apartin multimii Kh; U...U Kh;.
Prin urmare imaqf C Ngp,g + ... + Ngp,g, ceea ce Impreuna cu finitudinea lui K si cu

faptul ca « si ¢ sunt functii injective, implica factorizarea dorita. O

Ezemplul 2.5.9. Fie K < H doua subgrupuri ale grupului G, astfel incat K\H este o
multime infinita. Consideram inelul grupal R = ZG impreuna cu graduarea naturala. Daca
M = @gGG R(g) este generatorul canonic al categoriei Gr- R, atunci HOM g\ g r(M, M)
este strict inclus in HOM g\, (M, M).

2.6 Subcategorii rigide si topologii Gabriel rigide

Fie G un grup, H < G iar R = ®g€G Ry un inel G-graduat. Notam U = U}{\\GG siF =

pl\e

G In contextul studiului categoriei Gr-(H\G, R) este util si consideram subcategorii
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care sunt inchise, intr-un anume sens, la schimbarea graduarii. Vom spune atunci ca o
subcategorie D C Gr-(H\G, R) este rigida daca UF(M (g)) € D, pentru orice M € D si
orice g € G. De remarcat ca atunci cand H = 1, o subcategorie a categoriei Gr- R este rigida
daca gi numai daca ea este inchisa relativ la orice suspensie, definitie care care coincide cu

cea Intalnita in [36, Section 2.

Propozitia 2.6.1. Fie C C Gr- R $i D C Gr-(H\G, R) doua subcategorii inchise rigide.

(a) Notand cu U(C) clasa formata din obiectele cat ale obiectelor de forma U(M), cu
M € C, avem
U(C) =F(C),

aceasta fiind cea mai mica subcategorie inchisa care contine U(C), care subcategorie
este in plus rigida. Mai mult, aceasta subcategorie este localizantd, presupunand cd C

verifica acceasi proprietate.

—_—~

(b) Notand cu F(D) clasa formata din subobiectele obiectelor de forma F(N), cu N € D,
avem

—

F(D) = U~'(D),

aceasta fiind cea mai mica subcategorie inchisa care contine ¥ (D), care subcategorie
este in plus rigida. Mai mult, aceastd subcategorie este localizanta, presupunand ca D

verifica aceeasi proprietate.

Demonstratie. (a) Deoarece F este exact si comutd cu sumele directe, deducem ca F~1(C)
este o subcategorie inchisa a categoriei Gr-(H\G, R). Desigur, aceeasi exactitate a func-
torului F ne asigurd ca F~1(C) este localizanti atunci cand C este asa.

Dacd N € F~1(C), atunci F(N) € C, iar epimorfismul canonic &£y : U(F(N)) — N
implica faptul ca N € W

Reciproc, daca N = U(M) pentru un obiect M € C, atunci conform Lemei 2.3.7 rezulta
ca F(N) =F(U(M)) = @, cc M(7), iar cum subcategoria C este rigida si inchisa (la sume
directe) obtinem F(N) € C. Aceasta, impreuni cu inchiderea subcategoriei F~1(C), arati
ca U(C) CF~10).

Mai mult, este clar c& orice subcategorie inchisa a categoriei Gr-(H\G, R) care contine

U(C), contine de asemenea si U(C), asadar U(C) este cea mai mica subcategorie inchisa

care satisface aceasta proprietate.
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In final, U(C) = F~!(C) este rigidd, deoarece daci N € U(C), atunci F(N)(y) € C
pentru orice v € G, de unde U(F(N)(v)) € U(C).

(b) Verificarea egalitatii i a minimalitatii afirmate in enunt, este similara cu cea de mai
sus. Pentru a ardta ca U~1(D) = ]57(\25) este rigida, fie M € PT(\YS) si 7 € G. Deoarece exista
un monomorfism M — F(N) pentru un obiect N € D, deducem ca exista unul M (vy) —
F(N)(y). Fie M" = F(N)(y) si N’ = U(M’'). Atunci N’ € D deoarece D este rigida.
Compunand monomorfismul de mai sus cu monomorfismul {5 : M' — F(U(M")) = F(N')

obtinem un altul M(y) — F(N’) in Gr- R, de unde M (v) € 1‘:(\,3 O

Daca C C Gr- R 51 D C Gr-(H\G, R) sunt doua subcategorii inchise rigide, atunci vom
nota C\¢ = F~1(C) C Gr-(H\G, R) si D\¢ = U~Y(D) C Cr- R. Desigur daci C = Gr- R
atunci CH\¢ = Gr-(H\G, R)

Corolarul 2.6.2. (a) Constructiile de mai sus a unei subcategorii inchise rigide a cate-
goriei Gr-(H\G, R) plecand de la una a categoriei Gr- R, respectiv a unei subcategorii
rigide inchise a categoriei Gr- R plecand de la una a categoriei Gr-(H\G, R) sunt

mutual tnverse.

(b) Orice subcategorie inchisd rigidd a categoriei Gr-(H\G, R) este de forma C\C | unde

C este o subcategorie rigidd inchisa a categoriei Gr- R.

Demonstratie. (a) Vom verifica numai prima parte, restul urméand a fi demonstrat in mod
analog. Daca C este o subcategorie rigida inchisa a categoriei Gr- R si M € (CH\G)I\G,
atunci existdi N € C#\% gi un monomorfism M — F(N), conform Propozitiei 2.6.1, (b).
Pe de alta parte, punctul (a) al aceleiagi Propozitii ne spune ca F(N) € C, deci M € C,
deoarece C este inchisa la subobiecte. Reciproc daca M € C, atunci U(M) € \G_ de unde
M e (C"\EYNE conform Propozitiei 2.6.1 (b).

(b) Se aplica prima parte a acestui corolar. O

Observatia 2.6.3. Fixim o subcategorie inchisa rigidd C1\¢ C Gr- R si dou#t subgrupuri K <

H < G. Deoarece ULCE, = UE\CULY & FL\C = FL\C FE\C Propozitia 2.6.1 aratd cd

H\G G rk\¢  me = Yr\et e
perechea de functori adjuncti (Ugig, ngg) intre categoriile Gr-(H\G, R) si Gr-(K\G, R)

se restrictioneazi la o pereche de functori adjuncti, notati in acelasi fel, intre CH\C gi

CK\G Intr-adevir, dacd M e CH\C atunci aplicand 2.6.1 (a) obtinem un epimorfism
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U}(\\GG(L) — M, cu L un obiect din C"\®, deci un epimorfism Ullq\\GG(L) — Ugsg(M),

de unde Ugsg(M) e CH\G. Pe de altd parte, daci N € CH\G, atunci aplicand aceeasi
Propozitie obtinem Fi(\\GG<F§§g(N>) = FE\GG(N) € C, deci FSES(N) € Ccr\G,

Corolarul urmator generalizeaza [36, Corollary 2.5 (i) si Proposition 2.9].

Corolarul 2.6.4. Fie K < H sunt doud subgrupuri ale grupului G si C C Gr- R o subca-
tegorie inchisd rigidd. Dacd un obiect M € CK\C este proiectiv sau generator in categoria
CE\G | qtunci Ugsg(M) are acceasi proprietate in categoria CT\C

Demonstratie. Afirmatia referitoare la proiectivitate rezulta imediat folosind faptul ca Ugig

este un functor separabil (vezi [70, Section 4] pentru definitia si unele caracterizari ale sep-

arabilitatii).
Alegem un obiect N € C\G. Deoarece ngg este exact si comuta cu sumele directe,
obtinem un epimorfism
G/K A G/K 1:G/K &N
U n(MW™ = U (G (V) =5 N,
unde A este o multime convenabil aleasa. O

K\G
H\G

Ca si in [58, Propositions 4.3 — 4.8], vom considera urméatoarea “situatie

Observatia 2.6.5. Consideram doua subgrupuri K < H ale grupului G si notam U =U

o E\G
siF = FH\G'

relativa”.

Fie A si C doua subcategorii inchise rigide ale categoriei Gr- R astfel incat C C A. Este
evident atunci cd CK\¢ C AK\G | Deoarece U}L}\GG si F}}\GG
Propozitiei 2.6.1 se aplica pentru a arata ca, daca C este o subcategorie localizanta a cate-

sunt functori exacti, demonstratia

goriei A, atunci CH\G este de asemenea localizanti in A”\G. Presupunem in continuare ci

acesta este cazul. Conform observatiei 2.6.3, functorii U gi F se restrictioneaza la

AK\G AH\G si CK\G CH\G_
Consideram functorii canonici
K\ aK\G (AK\G) / (CK\G) : ne QAH\G (AH\G) / (CH\G)
A G 8 A G )
iar apoi definim functorii
(AK\G) / (CK\O) ? (AM\G) / (CH\€)

|
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prin U = af\CUIK\C & F = af\CFif\C,
Exact ca gi In cazul tratat in [58], caz in care K = 1 si H = G, se demonstraza
urmétoarele proprietiti ale functorilor U si F.
Propozitia 2.6.6. (a) Uaf\¢ = al\CU,
(b) U si F sunt exacti.
(c) F este adjunctul la dreapta al functorului U si comutd cu sumele directe.

(d) Daca M € (AK\G) / (CK\G) este proiectiv, respectiv generator sau mic, atunci U(M)

este proiectiv, generator sau mic in (AH\G) / (CH\G).

In cele ce urmeazi vom nota cu £ \G(M) laticea submodulelor H\G-graduate ale unui
modul M € Gr-(H\G, R). Mai notam cu G/H mul{imea claselor la stanga definite de H

in G, si cu [G/H] un sistem de reprezentanti pentru aceste clase.

Lema 2.6.7. Daca R = GageG R, este un inel graduat de un grup G, H este un subgrup al
lui G, M este un R-modul H\G-graduat, iar m € My, este un element omogen al lui M,

atunci ann}f (m) € LH\G(R(g™)).

1\G
H\G

homomorfism de R-module H\G-graduate, deci nucleul sau este un submodul H\G-graduat

Demonstratie. Se verificd prin calcul ci aplicatia U\~ (R(¢g71)) — M, r + rm este un

al lui R(g~1). Pe de alti parte este evident ci acest nucleu este annf? (m). O

Dupa cum se vede din lema anterioara, graduarea pe anulatorul unui element omogen
m € h(M) depinde de graduarea existenta pe M. Aceasta explica notatia folosita aici
pentru anulator, in care R-modului H\G-graduat M apare in mod explicit.

Categoria Gr-(H\G, R) este, dupa cum afirma Propozitia 2.3.3, echivalenta cu o cate-
gorie de module peste o categorie preaditivd mica. Specializand definitia data in sectiunea
2.1, vom spune ca o topologie liniara (Gabriel) H\G-graduata (la dreapta) pe R este o
familie

G ={Gyn € LM (R(g™") | g € [G/H]},

satisfacand primele doua, respectiv cele trei, axiome de mai jos:

T1. Pentru orice g € [G/H], Gy este un filtru pe laticea L7\%(R(g71)).
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T2. Dacd I € Gy si a € R(g )y = Ryp+ este un element omogen, unde g,v € G,
atunci (I : a) € Gyg.

T3. Dacd I € LT\ (R(g71)) cu g € [G/H] cu proprietatea ca existd I’ € Gy astfel incat
(I : a) € Gyg pentru orice a € h(I’) cu deg(a) = H~, atunci I € Gyg.

Tinand cont ci dacd I € LT\G(R(g~")), pentru un element g € G, atunci (I : a) =
anngh(gil)/[) (a + I) pentru orice a € h(R(g™!)), Lemma 2.6.7 ne asigurd ci in expunerea
axiomelor T2 si T3, conditia (I : a) € Gyg este consistenta de fiecare data. Desigur ca si
in cazul general al modulelor peste o categorie preaditiva mica, o topologie liniara poate
fi indexatd dupa multimea obiectelor acesei categorii si anume [H\G|. Explicarea alegerii
multimii [G/H] ca multime de indici consta din existenta bijectiei [H\G]| — [G/H], Hg —
g 'H. Preferam aceastd multime de indici deoarece daci g, ¢’ € G atunci ul\¢ (R(g™1)) =

H\G
UQ\GG(R(QI_I)) in Gr-(H\G, R) exact atunci cand gH = ¢'H.

Propozitia 2.6.8. Exista o corespondenta bijectiva intre clase de pretorsiune ereditare in
Gr-(H\G, R) si topologii liniare H\G-graduate. Mai mult, acesta se restrictioneazd la o

corespondentd bijectiva intre clase de torsiune ereditare si topologii Gabriel H\G-graduate.

Demonstratie. Plecand de la o clasa de pretorsiune ereditara 7 in Gr-(H\G, R), definim
G =G(T) = {Ggn | g € [G/H]}, unde Gor = {I € LNY(R(g™ ")) | R(g™ 1)/ € T}

Multimea Gy, formeaza un filtru pe laticea £7\G(R(g™!)), unde g € [G/H] este un

element fixat, deoarece T este inchisa la module cat si la submodule, iar

R(g™H)/INT") = (R(g™")/1) x (R(g~)/T") = (R(g~") /1) @ (R(g™")/T")

este o scufundare pentru orice doud ideale I, I’ € LT\G(R(g~1)).
Fie I € Gy si a € R(g™ 1)+, unde g,7 € G. Atunci nucleul R-homomorfismului H\G-
graduat R(y™1) — R(g~Y)/I, x — ax + I este chiar (I : a). In consecint’, diagrama cu linii

exacte
0—={UT:a)—=R(y ) —=R(HY/(I:a)—=0

R(g~1)/1
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poate fi completata cu un morfism R(y™1)/(I : a) — R(g~!)/I in Gr-(H\G, R), lema ker-
coker aratand atunci ca R(y~1)/(I : a) este izomorf cu un R-submodul H\G-graduat al
modulului R(g~1)/I € T, deci (I : a) € Gyn.

Avand acum o topologie liniara H\G-graduata G = {Gyn | g € [G/H]}, definim T =
T(G) ca fiind clasa acelor module {M € Gr-(H\G, R) cu proprietatea ca ann! (m) € Gyu
pentru orice m € h(M) cu deg(m) = Hg, unde g € [H\G] este un element arbitrar. Din nou
atentiondm asupra faptului ci dacd m € My, atunci ann (m) € LT\ (R(g~")) conform
Lemei 2.6.7. Se verifica usor ca definitia de mai sus a clasei 7g conduce la o clasa de torsiune
ereditara.

Plecand de la o clasa de pretorsiune ereditara 7 in Gr-(H\G, R), pentru a demonstra
egalitatea T = T(G(T)), folosim proprietatile de inchidere ale clasei 7 si scrierea unui
obiect M € Gr-(H\G,R) ca M =}
orice m € Mpy cu g € [H\G]. Pornind cu G o topologie liniara H\G-graduata pe R, scrierea

men(a) ML, unde mR = R(g')/ann¥ (m) pentru
unui ideal I € LI\ (R(g™1)) ca I = anng(gil)/l(l + I) este utila pentru a demonstra ca
Gg(T7(9)=6.

In final presupunem cii 7 este o clasd de torsiune ereditars in Gr-(H\G, R) si fie I €
LAG(R(g™1)) astfel incat existda I’ € G,y cu proprietatea (I : a) € G,y pentru orice
v € [G/H] si orice a % I}{T Pe de o parte avem I'/(INT') = Zae’h(ll)(/a +INI)R =
2 aen(1) R(g;l)/anng /ant ))(a +IN1TI'), unde deg(a) = Hg, si anng /nl ))(a +INnI)=
(INI':a)=(I:a),deci I'/(INI') € T. Deoarece R(g~1)/(I +I') € T, inchiderea clasei

T la extinderi impreuna cu sirul scurt exact in Gr-(H\G, R)
0—I'/(INI') = (R(g™H)/T) = (R(g™)/(I+1') =0

arata cd I € Gyy. Reciproc, daca G este o topologie Gabriel, pentru a arata ca M € T
presupunand cd N,M/N € T unde N < M, aratam ca ann%[(m) € Gyu pentru orice

m € Mp,, folosind axioma T3 in care I’ = ann%ﬂv(m + N). O

In continuare vom ciiuta topologiile asociate unei clase de (pre)torsine ereditare rigide.
Cu acest scop, sa observam mai intai ca, daca “uitam” graduarea, atunci toate multimile
LG (R(g™1)) cu g € [G/H], sunt egale. Mai precis, pentru orice g € [G/H], vom defini o
bijectie

pg 1 LNY(R) — LT\C(R(g7Y),



care aplicd un ideal H\G-graduat I intr-un submodul H\G-graduat I9 al lui R(g~!), cu
proprietatea ci I si I9 sunt egale ca submultimi ale multimii R. Intr-adevir, fie I € £7\G(R)
si fixim g € [G/H]. Atunci R/I € Gr-(H\G, R), iar T = ann’/"(1+ I). S observiim ¢ in
R-modulul H\G-graduat
M=URG (FRGEMD) 6 )) = B M,
~E[H\G]

unde My, = @y (R/I)pg-11hy, elementul 141 are gradul gH, deci conform Lemei 2.6.7,
anulatorul siu, pe care il vom nota I9, este un element al laticii L7\¢(R(g~")) si desigur
ca multime coincide cu I. Nu este greu de vazut ca printr-o constructie similara obtinem
inversa aplicatiei ¢, .

Dacd G = {Gym | g € [G/H]} cu Gy € LT\G(R(g71)) este o topologie liniars (Gabriel)
a H\G-graduata, vom spune ca ea este rigidd daca aplicatia ¢, se restrictioneaza la o

bijectie de la Gy la G, pentru orice g € [G/H].

Propozitia 2.6.9. Corespondenta definita in Propozitia 2.6.8 aplicd clasele de pretorsiune
(torsiune) ereditare rigide din Gr-(H\G, R) in topologii liniare (Gabriel) H\G-graduate

rigide $i reciproc.

}}\GG si F = F;}\GG Consideram o topologie liniara H\G-

graduata rigida pe inelul graduat R, si fie 7 clasa de pretorsiune corespunzatoare, in con-

formitate cu Propozitia 2.6.8. Fie M € T si M’ = U(F(M)(g~')), unde g € G. Un

Demonstratie. Notam U = U

element
m € My, = @ Mpg-1hys
heH
cu v € [H\G] arbitrar, este o suma m = my + ...+ mg, unde m; € My,-1p,,, 1 <i < k.
Dar annJ\Rf[ (m;) € g’v‘l W lgH deoarece M € T. Rigiditatea topologiei de la care am pornit
implica ann]\R/[ / (mi) € Gym. In concluzie anulatorul elementului m apartine filtrului G, g,
deoarece el include ann! (my) N ... Nann¥'(

Reciproc, dacd T este rigidd, atunci R/I € T implicia U(F(R/I)(g~!)) € T, pentru

myg), deci T este rigida.
orice I € Gg. Dupa cum am vazut mai inainte elementul 1 + I este de gradul Hg in
U(F(R/I)(g™ ")), asadar anulatorul sdu I9 apartine filtrului Gyp. O

Fie g1\¢ = {Ql\G | ¢ € G} o topologie liniara (Gabriel) G-graduata rigida pe inelul

G-graduat R si fie T'\C clasa de pretorsiune (torsiune) ereditari asociatd. Pentru a da o



88

topologie liniara (Gabriel) H\G-graduati rigidda G7\¢ = {Q;QG |g € [G/H]} pe R este
suficient sa cunoagtem G, restul fiind completat prin intermediul bijectiilor ¢, cu g €

[G/H]. Definim atunci
Gu = {I € LI\Y(R) | existi J € G, astfel incat J C I},

incluziunea J C [ fiind vazuta ca una de multimi.

Propozitia 2.6.10. Folosim notatiile de mai sus si punem U = UIILI\\GG, F= F}}\GG
(a) GH\C este cea mai micd topologie liniard (Gabriel) H\G-graduatd rigidd pe R care

contine U(J), pentru orice g € G st orice J € Gg.

(b) Daci TH\C este clase de pretorsiune (torsiune) ereditard rigidd asociatd cu GH\G,

atuncs

TH\G — {M € Gr-(H\G,R) | F(M) € T'\%};

reciproc, dacd TH\C este definitd de acastd egalitate, atunci topologia corespondentad

este exact cea datd tnainte.

Demonstratie. Pentru inceput vom arata o parte a afirmatiei de la (a), si anume faptul
cd GH\G este o topologie liniard, cu conditia c& G'\C este asa. intr-adevér, gg\G este in
mod evident un filtru pe laticea EH\G(R). Mai departe, fie I € QE\G, si fie a € Ry, =
D),crr Riy- Prin definitia filtrului G\ existit J € Gy'C, astfel incat J C I. Pe de alté
parte a = a1 + ... +ag, cua; € Ry, 1 <14 < k, unde h; € H. Deoarece GG este o
topologie liniara G-graduata, deducem ca (J : a;) € Q}LZ\S Cu ajutorul bijectiilor ¢, gasim
idealele J; € gi\G, cu proprietatea ca J; si (J : a;) au acceagi multime suport pentru orice
i€{l...k}. Desigur, /1 N...NJx C (I :a).

Acum, corespondentele definite de Propozitiile 2.6.8 si 2.6.9 impreuna cu afirmatia de
la (b), pe care o vom ardta in continuare, completeaza demonstratia. Consideram modu-

lul H\G-graduat M € TH\C g notim M = F(M). Atunci, pentru un element vy € G,

rezulta M(g—l)w = Mg—l,y & Mpg-1,. Deoarece pentru orice element m € M(g*1)7

M H\G .o NG L " o
avem annjy (m) € gg,\bH, exista J € ggilfy aifel incat J C anny (m). Dar anny (m) =
ann]\R/[(m), asadar annAR/[(m) c g;}?w de unde M e TNG.

Reciproc, daca M apartine clasei de pretorsiune ereditara din Gr-(H\G, R) definita de
egalitatea F(M) € TG, atunci existd un epimorfism f : UN) — M, cu N € TIC
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convenabil ales. Pentru un element m € Mpy, exista n € U(N)gy = @y Nig, astfel
incat f(n) = m. Deducem ann®(n) C ann® (m). Fie n = ny + ...+ ng, cu n; € Npyy
descompunerea lui n in suma directa de mai sus. Avem ann® (n;) € Q,Z;G. Folosind bijectiile
g, g € [G/H], aceste ideale dau imagini cu acelasi suport apartinand toate filtrului ggl\G.
7t (

Notand cu J € ggl\G intersectiile tuturor acestor imagini, avem J C ann?, (m).

In final, punand
TH\G = (M € Gr-(H\G, R) | F(M) € TG} = F~1(T1\%),

ea este o clasa de pretorsiune ereditara dupa cum am vazut in Propozitia 2.6.8. Desigur
topologia G \G obtinutd prin procedura indicatd mai sus este chiar cea care corespunde

acestei clase de pretorsiune. ]

Observatia 2.6.11. Fie J un ideal bilateral idempotent G-graduat al inelului R. Atunci J
determini o topologie Gabriel G-graduati rigidsd G1\C pe R, care determini la randul ei o

topologie Gabriel H\G-graduati rigidd G7\¢, unde
H\G H\G
G ={1ecthC )T Cy,

pentru orice g € [G/H].

Nu este greu sa aratam, asa ca in [72, Example 3, p. 200], ca un obiect N € Gr-(H\G, R)
este de torsiune (inchis) relativ la G \G daci si numai dacd JN = 0, sau echivalent, J ®p
N = 0 (respectiv homomorfismul canonic N — HOM g\ g r(J, V) este un izomorfism).

Mai notam si
Lema 2.6.12. Consideram K < H doud subgrupuri ale grupului G si CY\C o subcategorie
inchisa rigida a categoriei Gr- R. Notam tp\q si tig\g preradicalii asociali categoriilor
inchise CH\G | respectiv CK\C gi fie F = ngg, U = Ugtg
(a) Dacd N € Cr-(H\G, R) este C*\C-fard torsiune, atunci F(N) este CK\C-fird torsi-

une.

(b) tm\cU = Utyg.

Demonstratie. (a) Fie M € C¥\C. Atunci

Hom\g,r) (M, F(N)) = Hom(g,r) (U(M), N) =0
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deoarece U(M) € CP\G. In consecinti, F(N) este CK\C-fird torsiune.
(b) Fie GG topologia liniari G-graduati rigids corespunzitoare subcategoriei inchise

C. Atunci
G = {J € LI9(R) | exista I € G astfel incat U(I) < J},

deoarece putem alege I sa fie un ideal G-graduat. Acum, se aplicd argumentul folosit in

[36, Proposition 2.2]. O

2.7 Echivalente pentru categorii de module graduate

Fie R = @
Notam M = @D,cc M(g). Vom considera urmatoarele subcategorii ale categoriei Gr- R

asociate cu M: o\C|M] = o[M], Gen"\é|M] = Gen[M], Pres"\[M] = Pres|M]. Co-

gec ftg un inel graduat de un grup G, H < G si M un R-modul G-graduat.

respunzitor vom defini urmatoarele subcategorii ale categoriei Gr-(H\G, R): o™\¢[M] =
o[U(M)], Gen™\G[M] = Gen[U(M)], respectiv Pres®\G[M] = Pres[U(M)], unde cu U am

notat functorul U}}\GG. Se poate observa ci o!\¢ [M] este o subcategorie inchisa rigida, iar

ol \G[M | este chiar corespondenta aga cum este definitd de Propozitia 2.6.1. Mai mult,

din definitia celorlalte doua perechi de subcategorii, exactitata functorilor U = U}}\GG si

_ pi\&
F=Fie
arita imediat ci functorii U si F induc functori intre fiecare dintre perechile Gen"\¢[M] si
Gen\G[M] respectiv Pres\?[M] si Pres™\G[M].

In acord cu Corolarul 2.6.4 rezultd c& M este proiectiv in o'\¢[M] daci si numai daci el

Lema 2.3.7 si din faptul ca M este izomorf cu orice suspensie a sa, se poate

este proiectiv in o \G[M |, sau echivalent, daca M este un R-modul X-quasiproiectiv. Mai
mult, acelagi Corolar ne spune ca U(]TJ/ ) este un generator al categoriei o/1\G[M] deoarece
M este un generator al categoriei o!\C [M].

Notam E = ENDg(M). Dupa cum am vazut in Lema 2.3.8, functorii
HOM g r(M, ) : Gr-(H\G, R) — Gr-(H\G, E)

—®p M : Gi-(H\G, E) — Gr-(H\G, R)

sunt adjuncti, unitatea si counitatea de adjunctie fiind date de

ug\G : B— HOMp\ g r(M, B®@g M), ug\G(b) :m = b®m,
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UIIL;I\G : HOMH\G’R(M, A)@p M — A, Uf\G(f ®m) = f(m),

pentru orice A € Gr-(H\G, R) si orice B € Gr-(H\G, E).

Presupunem in continuare ca R-modulul G-graduat M este ¥-quasiproiectiv. Fie TNG
clasa de torsiune (ereditard) in o'\G[M] determinati de M, asa ca si in paragraful 1.4,
mai precis 71\¢ = Ker Homg,. R(]T/f ,—). Si observim ci A € T'E daci si numai daci
HOMEg(M, A) = 0, deoarece

Homgy. p(M, A) = [[ Homer- r(M(g7"), A) = [ [ Homer r(M, A),.
geG geaG

Aceasta implicd, in particular, cd 71\ este rigida, pentru ca
oricare ar fi g € G.

Lema 2.7.1. Daca M este un R-modul G-graduat Y-quasiproiectiv gi TNG C UI\G[M]

este teoria de torsiune (ereditard) asociata cu M, atunci:

(a) TH\G _ {N € O-H\G[M] | HOM¢/p,r(M, N) = 0}.

NG 77

(b) TH\G este teoria de torsiune in o™ \G[M] determinatd de UH\G(M).

Demonstratie. (a) Conform Propozitiei 2.6.1, este suficient s& aratam ca pentru orice A €
o"\G[M] avem A € TNC daci si numai daci HOMp\¢,r(M,U(A)) = 0. In altd ordine
de idei, aceasta echivalenta este imediata, deoarece HOM g\ r(M,U(A)) este inclus in
Homp(M, A) care este completarea grupului HOMp(M, A) in topologia finita, asa cum
afirma Teorema 2.4.3.

(b) Folosind Lema 2.3.9 deducem

Homp\g,r(M, A) = [ Homg.r(M(g™h),N)
geG

= H HOmH\G,R(M(g_l)v M)Hg’
geG

de unde A € TH\G exact atunci cand HomH\G’R(M, A)=0. O
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De remercat ci Teorema 2.4.3 implicd de asemenea ci A € TH\G daci si numai daci
Hompg(M, A) = 0.

Ca si in Capitolul 1, vom considera categoriile C1\?[M] = (a'\¢[M]) / (T1\C) respectiv
CH\G M = (e\G[M]) / (TH\G) care pot fi identificate cu subcategoriile pline ale categori-
ilor o"\¢[M] si e\G[M] formate din obiectele T1\C, respectiv TH\C | inchise. Observatia
2.6.5 ne spune ci, daci K < H, atunci existi o pereche de functori adjuncti (U, F) intre
CE\GIM si ¢H\G M.

Considerim de asemenea subcategoriile GF\[M] = GF[M] formati cu acele obiecte
ale categoriei o'\G[M] care sunt M-generate, TH\C-fara torsiune si GF7\[M] = GF[U(M))
definita asemanator.

Notam S = Endgr (M) inelul endomorfismelor R-modulului G-graduat Y-quasiproiectiv
M. Consideram idealul bilateral Jg al inelului S, format din acele endomorfisme care
factorizeaza printr-un submodul finit generat al lui M. Conform [29, Theorem 1.3|, M Jg =
M, Jg este un ideal idempotent care determina o topologie Gabriel pe inelul S = Endg(M),
formata din toate idealele lui S care il contin pe Jg. Mai mult, aceasta topologie, notata

aici cu G, este data de egalitatea
G={I<S|IM=M}.

Lema 2.7.2. Fie M un R-modul G-graduat, S = Endr(M), E = ENDr(M) si Js idealul
inelului S, format din acele endomorfisme care factorizeaza printr-un submodul finit generat

al lui M. Punem J = E N Jg si consideram un subinel S" al lui S care contine E. Atunci:
(a) J este un ideal idempotent G-graduat al inelului E.
(b) S'J=FE.
(¢c) S"®@p M = M.

Demonstratie. (a) Fie a =" | ag, € J cu oy, € E si fie M un submodul finit generat al
lui M astfel incat ima C M’. Inlocuind generatorii lui lui M’ cu componentele omogene
ale lor, putem presupune ca M’ este un submodul G-graduat al lui M. Fie m € M un
element omogen. Atunci ag,(m) € M este de asemenea omogen si, deoarece a(m) =

oy ag(m) € M, rezultd imay, C M', ceea ce Inseamna, oy, € J, 1 <i < n. Ceea ce a
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ramas se demonstreaza ca si [34, Theorem 2.1] si [29, Theorem 1.3], dar lucrand cu elemente
omogene si cu homomorfisme care pastreaza graduarea.

(b) Fie a € J si 8 € S’. Obtinem diagrama comutativa:
«
M , M 3
(0%
\ /
M/
cu M’ un submodul finit generat G-graduat al lui M. Deoarece M’ este finit generat,

Bq € Homp(M', M) = HOMg(M', M) asadar Sa = Bqa’ € HOMg(M, M) = E.
(¢) Folosim (b) si obtinem " ®p M =S @p JM =5"J@g M =FE Qg M = M. O

M

Aga ca in Observatia 2.6.11, idealul bilateral idempotent G-graduat J determina o
topologie Gabriel G-graduata rigida pe inelul E prin

GNG ={IeNR)|J<I}

si una H\G-graduata prin GH\¢ = {1 € LH\G(R) | J C I}, pentru orice subgrup H < G.
Vom nota cu Gr-(H\G, E, G"\G) categoria cét a categoriei Gr-(H\G, E) modulo subcate-

goria localizantd corespunzitoare topologiei GH\C.

Lema 2.7.3. Fie G un grup si H un subgrup al sau. Daca M este un R-modul G-graduat
Y -quasiproiectiv, S = Endgr(M), E = ENDgr(M), Jg este idealul lui S format din acele
endomorfisme care factorizeaza printr-un submodul finit generat al lui M, J = EN Jg, iar
GH\G este topologia Gabriel pe R, H\G-graduata $i rigida determinata de J ca mai sus,
atunct

gie — {I e LH\G(R) | IM = M} .

Demonstrafie. Mai Intai sa aratam ca JM = M. Fie m € M. Din faptul ca JoM = M,
obtinem un endomorfism « : M — M care factorizeaza printr-un submodul finit generat
M’ al lui M, cu proprietatea cA m € ima. Ca si in demonstratia Lemei 2.7.2, putem
considera cd M’ este un R-modul finit generat G-graduat, inlocuind eventual generatorii

lui cu componentele lor omogene. Daca

M5 M



94

este factorizarea endomorfismului «, atunci o € Hompg(M, M') = HOMp (M, M'). Aplicand
functorul exact la stanga HOMpg(M, —) sirului exact 0 — M’ — M rezulta un sir exact
0 — HOMg(M, M') — HOMRg(M, M), deci « € HOMR(M, M) = END(M). Este clar ca
a € Jg, de unde o € J.

Fie acum I € £P\G(E). Este evident ci daci I il contine pe J atunci IM = M.
Reciproc presupunem ci IM = M. Fie M’ un R-modul finit generat G-graduat, generat de
multimea {m; ..., my}. Cum M = M, gasim un homomorfism H\G-graduat 3 : M* — M
satisfacand proprietatile z; € im 3, 1 <1 < k gi B¢; € I pentru orice j € {1,...,t}, unde g; :
M — M?" sunt injectiile canonice. Exista atunci un submodul H\G-graduat N, cu injectia
canonica ¢ : N — M, astfel incat S(N) = M’. Consideram acum o € HOM g\ p(M, M').
Atunci din Y-quasiproiectivitatea lui M deducem existenta unui homomorfism p: M — N
astfel Incat o = Bip. Notand cu p; : M — M proiectiile canonice observam ca o =

ijl Bq;pjip, de unde rezulta o € I, tinadnd cont ca Bq; € I si I este ideal. O

Teorema 2.7.4. Fie G un grup si H un subgrup al sau. Daca M este un R-modul G-
graduat 3-quasiproiectiv, S = Endr(M), E = ENDgr(M), Js este idealul lui S format
din acele endomorfisme care factorizeazd printr-un submodul finit generat al lui M, J =
E N Js, iar GM\G este topologia Gabriel pe R, H\G-graduata si rigida determinata de J,
atunci functorul HOMg\ g r(M, —) : Gr-(H\G, R) — Gr-(H\G, E) se restrictioneazd la

urmatoarele echivalente de categorii:
(a) Pres™\C[M] — Gr-(H\G, E,G"\%) cu inversa — @p M.
(b) GFH\Y[M] — Gr-(H\G, E,G"\C) cu inversa (— ®p M)/t o(— @ M).

(c) CH\G[M] — Gr-(H\G, E, G\ cu inversa a’\C(— @5 M).
NG
H\G
2.3.3, categroria Gr-(H\G, F) este echivalenta cu Mod- Y, unde ) are ca obiecte elementele

multimii A\G, iar Homy(Hg1, Hgs) = E 1y, Functorul f: ) — a\C|M], f(Hg) =

U(M(g)) este atunci deplin fidel deoarece Hom\ g r(U(M(g1)), U(M(g2)) = Eg2_1Hg1.

Demonstratie. Fie U =U : Gr- R — Gr-(H\G, R). Dupa cum am véazut in Propozitia

Acest functor induce perechea de functori adjuncti (HOM H\G, r(M,—),—®pg M), care este
punctata la dreapta. Mai obsevam c& im( ® g M — M) = IM pentru orice ideal G\ E-
graduat I al lui E. Cum U(M(g)) este proiectiv in o7 \G[M], pentru orice g € G, se aplici
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Teorema 2.1.3, tinandu-se cont de faptul ci G\C este tocmai topologia Gabriel definiti

acolo, aga cum se deduce din Lema 2.7.3. 0

Corolarul 2.7.5. Fie K < H doua subgrupuri ale unui grup G, st M un R-modul, G-
graduat, ¥-quasiproiectiv. Fie GK\CG gi GH\G topologiile Gabriel K\G, respectiv H\G, grad-
uatate determinate de J, asa ca in Teorema 2.7.4. Notam cu acelasi simbol U ambii functori
care “uwita” graduarea Gr-(K\G, R) — Gr-(H\G, R) si (Gr-(K\G, E) — Gr-(H\G, E) si la
fel procedam cu adjunctii lor la dreapta F. Atunci obtinem urmadtoarele diagrame comutative
de categorii si functori:

HOMp\ g, r(M,—)

(a) Pres®\G[M] Gr-(K\G, E, GK\6)

M®gp—
F“U FHU
HOM g\, r(M,—)
Pres'\C[M] = Gr-(H\G, E,G"\)
MRg—

HOM \G, (M,f)
(b) CK\C[M)] = Gr-(K\G, E, GK\9)

af\G(—®pM)

mu “U
HOM ¢, (M, —)

CH\GM] _- Gr-(H\G, E,GH\)
aH\G(7®EM)

Demonstratie. (a) Fie N € Pres®\G[M]. Obtinem un sir scurt exact in Gr-(H\G, E)
0— HOMK\G7R(M, N) — HOMH\G,R(M7 N) —-C = 0,

unde C' = coker(HOM\ g r(M, N) — HOM g\ g r(M, N)). Tensorizand cu M, si avand in

vedere ca, in accord cu Teorema 2.7.4
HOMp\g,r(M,N) @ M = N 2 HOMp\q,r(M,N) @ M,

rezulti C @z M = 0, asadar C' apartine clasei de torsiune asociati cu G\, in conformitate

cu Lema 1.6.4. In consecinta, avem izomorfismul

U(HOMf\g,r(M, N)) = HOMp\ g r(M, U(N))

in Gr-(H\G, E, G"\%).
Deoarece liniile sunt echivalente, F este adjunctul la dreapta al lui U si F adjunctul la

dreapta al lui U, este de acum clar ca diagrama comuta.
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(b) Fie B € Gr-(H\G, E,G"\%). Conform celor demonstrate la (a), avem isomorfismul
UB)®p M = U(B®g M), decarce B@p M € Pres™\¢[M] i U(B) @ M € Pres™\%[M].
Pe de alta parte, Propozitia 2.6.6 implica

(Tak\%)(B op M) = (a\CU)(B @5 M) = a\C(U(B) @ M),
de unde rezulta comutativitatea si a acestei diagrame. O

Teorema 2.7.6. Fie G un grup, M este un R-modul G-graduat Y-quasiproiectiv, S =
Endr(M), E = ENDg(M). Daca Jg este idealul lui S format din acele endomorfisme care

factorizeaza printr-un submodul finit generat al lui M,
G={IeL(S)|JsCI}

este topologia Grabriel pe S determinatd de acest ideal, iar prin ©* si @, am notat functorii

de restrictie, respectiv extindere a scalarior induse de incluziunea ¢ : E — S atunci:

(a) S este izomorf cu inelul cdturilor lui E relativ la topologia GGE\G | unde GE\C este

definitd ca si in Teorema 2.7.4.

(b) Exista o diagramd comutativa de categorii gi functori

Hompg(M,-)
Pres®\“[M] = Mod-(E,GHY)
-®pM
ks
Hompg(M,—)
Pres[M] — Mod-(S, G),
—®s

unde @* = bep*j¢\C sig, = b \Cp j, (b,j) si (bG\E, jO\C) fiind perechile de adjuncti

atasate localizarilor categoriilor Mod- S respectiv Mod- E.

Demonstratie. (a) Privind S ca un obiect al categoriei Mod- E, gasim un sir scurt exact de

FE-module

O—>Ei>S—>coker<p—>O,

care induce un sir de asemenea exact

E®Rp M — S®g M — coker p @ M — 0
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in Mod- R. Conform Lemei 2.7.2, avem F ®g M = M = S ®g M, deci coker p @ M = 0,
de unde coker ¢ apartine clasei de torsiune asociatii cu GE\¢. Mai mult, S = Hompg (M, M)
este G&\G-inchis conform conditiei (i) din Teorema 1.6.5 (b), asadar [4, Lemma 2.6] implici
afirmatia noastra.

(b) Faptul ca cea de-a doua linie este o echivalenta rezultd din Teorema 1.7.4 care reia

[28, Theorem 1.3]. Pentru orice N € Pres[M], avem izomorfismele naturale

¢n : Homp(M,N) — Homp(M,N)®g S, on(f)=f®1
IZJN:HOHIR(M,N) ®ES%HOIHR(M,N), wN(f®C¥):fOé.

O verificare simpla ne arata ca YNON = lgomp(r,N), de unde ¢ este un monomorfism. Mai
mult, coker ¢y apartine clasei de torsiune asociate topologiei G. Tntr—adevér, argumentul
folosit in Corolarul 2.7.5 pentru a arata ca C'®@ M = 0 functioneaza si aici, deci coker ¢y ®g
M = 0, ceea ce implica, conform Lemei 1.6.4, ca coker ¢ € G. In concluzie ¢n este un
izomorfism in Mod-(S, G).

Observam de asemenea ca Hompg(M, N) este G-inchis, agsadar el este izomorf in categoria

Mod-(S,G) cu modulul sau de caturi. Din definitia functorului @, rezulta
@, (Homp(M,N)) =2 Hompg(M, N)
asa deci diagrama este comutativa. O

Ezxemplul 2.7.7. Acum gi in cele ce urmeaza pastram in continuare notatiile si ipotezele
asumate In acest paragraf, si anume, M este un R-modul G-graduat Y-quasiproiectiv,
S = Endr(M), E = ENDgr(M), Jg este idealul lui S format din acele endomorfisme care
factorizeaza printr-un submodul finit generat al lui M, iar J = E' N Jg. Remarcam atunci
cad M este finit generat dacad si numai daca J = F, caz in care este valabila si egalitatea
E = S, situatie care a fost discutata in [44, Theorem 3.12]. In particular, dacd M este un

progenerator al categoriei Mod- R, atunci obtinem o echivalenta Morita graduata intre R si

S.

Ezxemplul 2.7.8. Presupunem ca M este un obiect simplu al categoriei Gr- R. Atunci £ = S
si M este un generator proiectiv pentru o[M], asadar o[M] este echivalentd cu Mod- E.

Acesta este principalul rezultat al lucrarii [19], asa numita “Teorema Clifford directd”.
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Acest rezultat a fost generalizat in [36, Corollary 2.11] considerandu-se un obiect M care

este numai semisimplu in Gr- R, dar lucrdnd cu S in locul lui E.

Ezxemplul 2.7.9. Un inel graduat de un grup R = @geG se numeste tare graduat daca
RyRy = Rgyy pentru orice doud elemente g,¢' € G. Presupunem ca inelul E este tare
graduat. Atunci J; este un un ideal bilateral G-invariant al inelului F;. Afirmam ca
el este i idempotent. Intr-adevar, orice element al lui J; se scrie ca o sumd de forma
Ele «;B; pentru anumite elemente «;, 5; € J. Desigur, putem presupune fara a restrange
generalitatea, ca a;, 3; sunt omogene. Alegem i € {1...,k} si fie g gradul lui «;, adica
a; € Ey. Vom avea atunci 8; € E,-1. Deoarece E,-1E; = Ey, vom gasi endomorfismele
e;- € Ey1 51 ¢j € By, 1 < j <t astfel incat Z;Zl e;-e]- = 1. Rezulta atunci aie;,ejﬁi c b,
lar cum a;3; = 2;21(041'69)(@'63‘) afirmatia noastra este imediata.

In mod ananlog, pentru orice subgrup H al lui G, Ey = @,y En este un subinel
al lui E, iar idealul Jy al acestui subinel este idempotent. Functorii — ®pg, E si (—)ng
dau echivalente mutual inverse intre categoriile Gr-(H\G, E) si Mod- E, deci vom avea
un izomorfism natural B = By ®p, E, pentru orice modul H\G-graduat B, o afirmatie

similara fiind valabila pentru module la stanga. In particular, observam ca
B®EMgBH®EHM.

Mai mult, homomorfismul natural de E-module H\G-graduate B — HOMpg\ ¢ g(J, B)
provine, prin intermediul functorului — ®g,, F, dintr-un unic homomorfism de Ex-module

By — Hompg,, (Ju, Br). Din aceste consideratii deducem ca multimea
Gu={l€L(FEy)|JuCIl}={I€L(Eg)|IM=M}

este o topologie Gabriel pe Fy si avem o diagrama comutativa

HOMg\ ¢, r(M,—)

Pres™\C[M] — Gr-(H\G, E,G"\%)
—YE
b
Homm\ g, r(M,—)
Pres'\¢[M] il Mod-(Ex, Gn)
—QeyM

toate sagetile fiind echivalente de categorii.
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Daca R este la randul lui tare graduat, atunci obtinem de asemenea diagrama comuta-

tiva:
HOM\¢,r(M,-)

Pres™\C[M] — Gr-(H\G, E,GM\&)
—YE
®RHR/M()H ®EHEH/()H
Homp  (Mp,—)
Pres[My] _®: = Mod-(Ey, Gr ).
H

Afirmatii asemanatoare sunt valabile daca inlocuim Pres cu C sau GF.

Observatia 2.7.10. Rezultatele noastre generalizeaza pe cele obtinute in [4, Theorems 4.8,
4.12 i 4.15], unde se lucreaza in cazul in care M este generatorul canonic P, .o R(g) al
categoriei Gr- R. De fapt acolo sunt luate in considerare numai relatiile dintre categoriile
Mod- R, Gr- R, Mod- F si Gr- E, cu precizarea ca se lucreaza cu module stagi si nu cu
module drepte ce si aici. intr—adevér, pentru a argumenta aceasta este suficient sa observam

ca idealul J de mai sus coincide cu idealul 7(U) introdus in [4, p. 141].

Observatia 2.7.11. Teorema 2.7.4 gi Corolarul 2.7.5, ar putea fi de asemenea comparate cu
rezultatele din [54, Sections 2 and 3], dar nu nu se poate spune ca le generalizeaza si pe
acestea. Problema este ca, in cazul particular in care M = @, R(g), inelul E poate fi
identificat in mod canonic cu un inel de matrici infinite cu elemente din R si contine un
subinel G-graduat R{G}, care coincide cu E exact atunci cand grupul G este finit. Acest
inel inca retine informatia esentiala despre E si se pot obtine echivalente similare celor din

Teorema 2.7.6. Aceasta abordare a fost generalizata intr-o directie diferita in [1].

Ezemplul 2.7.12. Urmatoarea situatie interesanta a fost discutatd in [3]. Fie J un ideal
bilateral intr-un inel E, cu proprietatea ca E-modulul stang J este pur, ceea ce inseamna

ca functorul — ® g M este exact relativ la sirul scurt exact de E-module stangi
0—-J—E—E/J—D0,

sau echivalent E/J este plat ca E-modul drept. Rezulta imediat ca J este un ideal idem-

potent. In Mod- E considerfm subcategoriile
J ={B € Mod-FE | BJ = B}, K ={B e Mod-E | BJ =0}

si functorii

P

Mod- E Mod- E/J

*

7]



100

unde ¢, (B) = B®g E/J = B/BJ, ¢* este restrictia scalarilor, j(B) = Hompg(J, B) si
b(B) =B ®4 J = BJ. Avem atunci:

(a) J este o subcategorie localizanta, iar KC este o clasa TTF.
(b) ¢* si ¢, induc echivalente Mod- E/J ~ Mod- A/J ~ K = Kerb.

(c) b este adjunctul la dreapta al functorului incluziune J — Mod- E si adjunctul la

stanga al functorului j.

(d) Transformarea naturala bj — 17 esteun izomorfism, agadar b si j induc o echivalenta

intre Mod- E/K si J.

Ca si caz particular, fie J = 3 .\ Epy unde {py | A € A} este o multime nevida de
idempotenti ortogonali ai inelului F. Atunci J este un ideal pur. Presupunem, in plus, ca J
este un ideal bilateral, sau echivalent, ) ., px£ C J. (De notat ca daca, in aceasta ultima
relatie avem chiar egalitate, atunci J este un inel cu suficienti idempotenti.) Atunci J este
izomorfa cu categoria Mod- J a J-modulelor unitale.

Revenind la cazul nostru unde M este un R-modul graduat X-quasiproiectiv, S =
Endg(M), E = ENDg(M), Jg este idealul bilateral al lui S format din endomorfismele
care factorizeaza printr-un submodul finit generat al lui M, iar J = ENJg, presupunem ca
idealul J este pur. Stim atunci ca, pentru H < G, subcategoria localizanta corespunzatoare

topologiei H\G-graduate GH\G este
KI\G = {B € Gr-(H\G, E) | BJ = 0}.

Notam de asemenea

JMNE = (B € Gr-(H\G, E) | BJ = B}.

Folosind o versiune graduati a rezultatului [3, Theorem 1.6], deducem ci JH\C este o

subcategorie localizanta a categoriei Gr-(H\G, F) Gr- si ca avem echivalentele de categorii
Gr-(H\G, E)/J"\C ~ Gr-(H\G, E/J) ~ KH\¢

gi
GI“—(H\G,Eng\G) ~ GI‘—(H\G, E)/]CH\G ~ jH\G
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Daca avem in plus si o egalitate de forma J = 3, .\ pAE, unde {py | A € A} este o
multime nevidi de idempotenti ortogonali din E1, atunci J 7\ este echivalents cu categoria
Gr-(H\G, J) a J-modulelor unitale H\G-graduate.

Dacd mai stim si cd F este tare graduat, atunci Gr-(H\G, E,G"\%) este echivalenti
cu categoria Mod- Jy. De remarcat ca toate ipotezele considerate in acest Exemplu sunt

satisfacute daca M = P . R(g) este generatorul canonic al categoriei Gr- R.
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G-multime, 65

tranzitiva, 66

adjunctie, 17
counitate de, 18
indusa, 52
punctata la dreapta, 53
unitate de, 18

anulator, 26

categorie
k-, 56
cat, 21
de fractii, 18
local finit generata, 52
local mica, 20
scheletal mica, 52
clasa
de pretorsiune, 24
de torsiune, 24
ereditara, 24
fara torsiune, 24
TTF, 24

coreflector, 22

element

omogen, 66

familie

sumabila, 73

filtru, 25

grup

topologic, 25

homomorfism

inel

de G-multimi, 65
graduat, 66

cu suficienti idempotenti, 58
cu unitati locale, 59
de caturi, 27
graduat, 65
tare, 98
topologic, 26

linear, 26

modul
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generalizat, 57

graduat, 66

peste o categorie preaditiva mica, 52

peste un inel fara unitate, 58
unital, 58

pur, 99
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obiect fundamental, 25
R-adstatic, 28 multiplicativ, 19
R-static, 28 spatiu topologic, 25
Y.-quasiproiectiv, 46 complet, 72
auto—mic, 76 Hausdorff, 71
auto-pseudoproiectiv, 35 stabilizator, 66
cogenerat (de un altul), 27 subcategorie
coprezentat (de un altul), 27 coreflectiva, 21
CQF-3, 33 deasa, 20
distins (din punctul de vedere al altuia), localizanta, 22

33 reflectiva, 21
finit generat, 52 rigida, 81
finit prezentat, 52 submultime
generat (de un altul), 27 densa, 72
mic, 76 suspensie, 66

relativ, 76

teorie de torsiune, 24
prezentat (de un altul), 27
ereditara, 24
quasiproiectiv, 46
generata, 32
subgenerat (de un altul), 27

topologie
orbita, 66 °
discreta, 71
preradical, 25 finita, 72, 73
idempotent, 25 Gabriel, 26, 53
graduata, 84
radical, 25

liniara, 26, 54
reflector, 22 graduatd, 84

scufundare Yoneda, 52 produs, 72

sistem

bicalculabil, 19

urma, 28

calculabil la dreapta, 19
calculabil la stanga, 19

de vecinatati, 25



