4. SEMINAR 4

Ezercitiul 4.1. Demonstrati ca daca a, b, c € N*, atunci

(1) (la, b], ¢) = [(a, c), (b, c)];
(2) [(a,b), ] = ([a, ], [b, c]);
(3) [a,b,cl(a, b)(a, c)(b, ¢) = abe(a, b, ).

Indicatie. Se folosesc formulele pentru c.m.m.d.c si c.m.m.m.c care se
obtin din descompunerile numerelor in produse de puteri de numere
prime.

Solutie. Scriem a = pi™* - ... pp*, b:pfl-...-p’gk ste=p" ... pk,
unde k € N*, py, ..., py sunt numere prime distincte doud cate doua,
iar a;, B;,7; € N pentru orice ¢ = 1, k.
(1) Avem
(la,b], ) = pllmin(max(ahﬁl)m) . .pzﬁﬂ(maX(ak,ﬁk)m)
si
[(a,c), (b,c)] = pflnax(min(al7’)/1)7min(51,71)) . _pglax(min(akﬁk)’min(ﬁkﬁk))

si folosim egalitatea min(max(a, ),v) = max(min(a,y), min(g,7)),
care este valabila pentru orice trei numere reale «, 3, .

Pentru demonstrarea acestei egalitati, observam in primul rand ca
ea este simetrica in « i 8, deci putem presupune o < . Avem trei
cazuri: (1) v < «, (ii) a« < < B i (iii) S < 7. Prin calcule directe se
constata ca intoate aceste cazuri egalitatea este adevarata.

(2) Analog cu (1).

(3) Analog cu (1), este suficient sa demonstram ca pentru orice 3
numere reale «, 3, are loc egalitatea

max(a, B,7)+min(a, 8)+min(s,v)+min(y, a) = a+B+y+min(a, 8,7).

Aceasta este simetrica in «, (3 si 7y, deci putem presupune o < 5 < . Se
constata ca in aceasta ipoteza cei doi termeni ai egalitatii au valuarea
2a+ [ + v ¢i demonstratia este completa.

Comentarii. (a) Chiar daca cele trei numere au factori primi diferiti,
putem presupune ca ei aceeasi factori primi daca lasa ca exponentii
sa ia gi valoarea 0 (vezi Corolarul 4.2.4). De exemplu pentru a = 12,
b =45 si ¢ = 250, scriem a = 223'5%, b = 29325! i ¢ = 213953,

(b) Punctul (3) reprezinta versiunea pentru trei numere a Teoremei
3.3.3.

Ezercitiul 4.2. Sa se determine numerele prime care pot fi scrise ca

suma si ca diferenta de cate doua numere prime.
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Indicatie. Folosim faptul ca singurul numar prim si par este 2. Analog,
singurul multiplu de 3 care este prim este 3.

Solutie. Fie a = p+ q¢ = m — n cu a,p.q,m,n numere prime. Cum
a > 2, rezulta ca el este impar. Deci unul dintre numerele p sau q,
respectiv m sau n, este par, iar celalalt este impar. Putem presupune
ca p=2. Mai mult, n = 2 pentru ca a > 3.

Avem asadar a =24+ ¢ =m — 2. Din a > 3 rezulta a = 3z + r, cu
r € {1,2}. Daca r = 1, atunci m = 3z + 3, deci m = 3. Atunci am
acea a = 1, ceea ce este imposibil pentru ca a este prim. Ramane cazul
r=2gigasimg=3gim=".

Solutia cautata este a =5=2+3=7— 2.

Exercitiul 4.3. Daca n = 2% 4 1 este un numar prim, atunci n = 2 sau
k=2 0 e N~

Indicatie. Orice numar k£ > 0 care nu e o putere a lui 2 se poate scrie
k = 2% cu a > 1 impar.

Solutie. Presupunem ca n > 2 si k = 2%a cu a > 1 numar impar.
Atunci 1 < 28+ 1| (292 + 1% = nsi 2° + 1 < n, ceea ce contrazice
faptul ca n este prim.

Ezercitiul 4.4. Gasiti toate numerele prime de forma n™ + 1 care sunt
mai mici decat 10,

Indicatie. Se procedeaza ca in exercitiul precendent ca sa gasim forma
lui n.

Solutie. Se constatd ca n = 2°. Rezolvam inecuatia
(2% < 10", adica 2% < 107,
Aceasta mai poate fi scrisa
2210 < 510 — 1953 . 5 < 128% . 5 = 22! . 5,

asadar 22~21 < 5. Obtinem ¢2¢ < 23, deci ¢ < 2.
Solutiile posibile sunt n = 1, n = 2 sau n = 4. Toate aceste numere
verifca cerinta.

Ezercitiul 4.5. Determinati numerele naturale n cu proprietatea ca n+
Ln+5,n+7,n+11, n+ 13, n+ 17 si n + 23 sunt simultan numere
prime.

Indicatie. Pentru un a € N* bine ales, scriem n = ga+r, r € {0,...,a—
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Solutie. Scriem a = 7¢+1r, ¢ € N, r € {1,...,6}. Avem urmatoarele
cazuri:

(i) Pentru » = 0, numarul n + 7 este prim doar daca ¢ = 0. In acest
caz n+ 1 =1, nu este prim.

(ii) = 1 = n+ 13 nu e prim pentru ca ese multiplu de 7 si este
> T

(iii) Pentru r = 2, numarul n + 5 este prim doar daca ¢ = 0. Avem
n = 2, iar numarul n + 13 nu e prim;

(iv) r =3 = n+ 11 nu e prim;

(v) r=4=n+ 17 nu e prim;

(vi) r =5 = n+ 23 nu e prim;

(vii) Pentru r = 6, numarul n + 1 este prim doar daca ¢ = 0. Avem
n = 6. Numerele din enunt au valorile 7,11, 13,19, 23,29, deci toate
sunt numere prime.

Solutie: n = 6.

Ezercitiul 4.6. Demonstrati c& daca p si p? + 8 sunt numere prime,

atunci p® + 4 este numar prim.

Indicatie. impér‘gim p la un numar convenabil si luam toate resturile
posibile.

Solutie. Observam ca p =3 sau p=3a =+ 1, a € N*,
Pentru p = 3a + 1, avem p? + 8 = M3 + 9, nuar > 3 si divizibil cu
3. Deci p = 3 si rezulti cd p® + 4 = 31 este nur prim.

Exercitiul 4.7. Demonstrati ca exista o infinitate de numere prime de
forma 6k — 1.

Indicatie. Se aplica aceeagi metoda ca in Teorema 4.3.3.

Solutie. Daca p este un numar prim, atunci el este de forma Mg +
1. Presupunem ca py,...,p, sunt numere prime de forma Mg — 1 si
consideram numarul

N=606p;-...-p,— 1.
Evident N > 1, deci el are o descompunere in factori primi N =
qi ... Qm. Se constata usor ca cel putin un factor ¢; este de forma
Mg — 1 si ca acest factor este relativ prim cu fiecare dintre numerele
P1,--.,Pn. Rezulta ca oricum am lua un numar finit de numere prime

de forma Mg — 1 putem sa construim inca un numar prim de aceasta
forma. Concluzia este acum evidenta.

Exercitiul 4.8. Sa se rezolve in Z ecuatiile:
(1) 2y + = + y = 20;



Yy —x — Y = 22;
zyz+xy+yz+zr+rx+y+z=2.
2y —1) +y* e —1)=0;

(z +y) (2 +y?) = day + 3;

(z* +y)(z +9y°) = (z — y)*
(z+y) —2(zy)? =1

Indicatie. Principala metoda consta in cautarea unor exuatii echiva-
lente de forma E(z,y)F(z,y) = G(z,y), unde E(z,y), F(z,y) si G(x,y)
sunt expresii prolinomiale de z gi/sau y sau sunt constante numerice.
Apoi se folosesc proprietatile relatiei de divizibilitate sau descompuner-
ile 1n factori primi.

Solutie. (1) Ecuatia se mai scrie (z + 1)(y + 1) = 21. Avem variantele

{x+1:1 {x+1:—1 r41=3
y+1=21 " |y+1=-21 " |y+1=7 ‘

Sau: = = 2;%13’ €Z,deciy—1|224y. Diny—1|y— 1, rezulta
y—1]23, deciy—1 € {£1,£23} gi obtinem y € {0,2, —22,24}. Avem
multtimea solutiilor:

(z,y) € {(—=22,0),(24,2), (0, —22), (2,24)}.

(4) Observam o prima solutie (banala) z =y =0gi cadinz =0
rezulta gi y = 0 (si reciproc).

Presupunem z,y # 0. Ecuatia se mai scrie 2%(y — 1) = y*(1 — z).
Pentru ca (2%, 2 — 1) = 1, rezulta 22 | y?. Analog obtinem y? | 22, deci
xr==y. Rezultagix —1=1—y. Asadar x = +y si v +y = 2. Avem
r=y=1.

(6) Observam ca (z,y) = (a,0) este solutie pentru orice a € Z.

Pentru y # 0, explicita termenii gi obtinem ecuatia de gradul 2 in y:

2y° + (2° — 37)y + 32 + 2 = 0.

Pentru ca aceasta ecuatie sa aiba solutii intregi trebuie ca discriminan-
tul sdu sa fie patrat perfect. Dupa calcule se obtine z(z + 1)*(z — 8) e
patrat perfect, deci z(x — 8) e patrat perfect. Rezulta ca exisa k € N
astfel incat z2 — 8z — k% = 0. Si discriminantul acestei exuatii in
trebuie s fie patrat perfect, deci 16 + k% este patrat perfect. Rezulta
cd 16 + k? este egal cu unul dintre numerele (k + 1)?, (k + 2)? sau
(k + 3)2.
Se obtine solutiile

(xz,y) € {(—-1,-1),(8,-10),(9,—6), (9, —21) }.
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Comentarii. Ecuatiile in Z se numesc ecuatii diofantice. Exista o mare
varietate de astfel de ecuatii si de metode de rezolvare. Cei interesati
pot consulta In Cucurezeanu, Ecuatii in Z, Editura Aramis.

Ezercitiul 4.9. (Tema) Fie n = [, pp* € N*. Demonstrati ca \/n €
Q daca si numai daca numerele a; sunt pare pentru orice ¢ > 0.

Indicatie. Pentru inceput demonstrati ca /12 si v24 sunt numere
irationale.



