1. SEMINAR 3

Ezercifiul 1.1. Fie n € N un numar natural care impartit la 6, 8, 9, 12
si 16 da acelasi rest 5.

(1) Determinati cel mai mic n cu aceasta proprietate.

(2) Determinati cel mai mic n > 10 cu aceasta proprietate.

(3) Determinati cel mai mic n > 1000 cu aceasta proprietate.

(4) Determinati cel mai mic multiplu de 7 cu aceasta proprietate.

Indicatie. Se aplica teorema Impartirii cu rest (TIR) si proprietatile
C.m.m.m.c.

Solutie. Aplicam TIR si obtinem:
n=6a+5=8+5=9c+5=12d+ 5 = 16e + 5,
unde a, b, c,d € N. Rezulta ca
n—>5==6a=8b=9c=12d = 16e,

deci n — 5 este multiplu comun de 6, 8, 9 si 16. Asadar 144 =
6,8,9,16] | n—5 si deducem ca exista x € N astfel incat n = 144z + 5.
In continuare vom alege = convenabil astfel incat sa satisfaca
cerintele din enunt.
(1) rt=0=n=>5.
(2) Din n > 10 rezulta x > 0, deci alegem = = 1 §i avem n = 149.
(3) Avem n > 1000 < z > 6, deci alegem x = 7 i avem n = 1013.
(4) Din 7 | 144245 = My +4x+5 rezulta 7 | 4o +5. Deci 7 | 82410
i obtinem 7 | z + 3. Rezulta cd x = Ty — 3 cu y € N si de aici avem
n = 144(7Ty — 3) + 5 = 1008y — 427.
Cea mai mica valoare o obtinem pentru y = 1, deci n = 581.

Comentarii. Intrebarea (2) apare des in manuale. Exista profesori care
indica direct solutian = [6, 8,9, 16]+5. Pe langa faptul ca lipseste argu-
mentare, indicarea solutiei nu 1i ajuta pe elevi sa raspunda la intrebari
de tipul celor de la (3) si (4). Mai mult, o rezolvare “direca” nu atinge
scopul unor astfel de exercitii, si anume sa ne obignuim ca un multiplu
(divizor) comun este multiplu (divizor) de c.m.m.m (d).c.

Exercitiul 1.2. Sa se determine toate numerele intregi n astfel incat n
impartit la 7 da restul 3 si n impartit la 11 da restul 2.

Solutie. Ja, b€ Z : n=Ta+3 =110+ 2
Fie b ca mai sus. Rezulta 7 | 116 — 1. Avem:

T1220-2=7|b-2=>3dr€Z : b=To42x € Z : v = 11(Tx+2)4+2 = TTx+24

Solutie: n =77x + 24 cu x € Z.
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Comentarii. Acest tip de problema este de fapt un caz particular al
lemei chineze a resturilor.

Exercitiul 1.3. Sa se determine numerele a,b € N* gtiind ca:
(1) ab = 1200, (a,b) = 10;

2) ab = 6300, (a,b) = 15;

) a+b=96, (a,b) = 12;

) (a,b) = 18, [a, b] = 630;

) a+b=18(a,b), [a,b] = 1925;

) (a,b) =13, [a,b] = 2382;

(7) a+ b= 370, [a,b] = 270(a,b).

(
(3
(4
(5
(6
7

Indicatie. Daca d = (a,b), scriem a = dx, b = dy cu (z,y) = 1 si
m = [a,b] = dxy.

Solutie. (1) Din d?xy = 1200 rezultd zy = 12. Folosim conditia (z,y) =
1 si gasim solutiile
(x,y) € {(1,12),(3,4),(4,3),(12,1)}.
Deci
(a,b) € {(10,120), (30,40), (40, 30), (210, 10)}.
(3) Analog se obtine x +y = 8, deci
(m’ y) E {(17 7)7 (3’ 5)7 (57 3)7 (77 1)}
i
(a,b) € {(12,84),(36,60), (60,36), (84,12)}.

Comentarii. Atentie, conditia (z,y) = 1 este esentiala. La (1) “solutia”
(2,6) nu este corecta. Analog, la (3), nu luam in considerare posibila
vaianta (2,6) pentru (z,vy).

Ezercitiul 1.4. Demonstrati ca oricare ar i k € Z numerele 3k + 1 si
14k + 5 sunt relativ prime. Aceeasi problema pentru numerele 3k 4 13
sik+4, kel

Indicatie. Se considera un divizor comun si se demonstreaza ca el divide
pe 1.

Solutie. Dind | 3k+1sid | 14k+5 rezulta cad | 42k+14 si d | 42k+15.
Prin scadere rezulta d | 1.

FEzercitiul 1.5. Sa se calculeze (3k — 1,14k 4 5) in functie de k € Z.

Indicatie. Se considera un divizor comun d si se cauta un multiplu
(numeric) z al sdu. Se considera apoi toate cazurile posibile.
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Solutie. Dind | 3k—1sid | 14k+5rezultacad | 42k—14si d | 42k+15.
Prin scadere rezulta d | 29. Deci d € {1,29}.

Studiem ce se intampla cand d = 29. Obtinem 29 | 3k — 1, deci
29 | 30k — 10. Obtinem 29 | k — 10 si avem k = 29n + 10.

Pentru & = 29n + 10 se constata prin calcule ca 29 | 3k — 1 si
29 | 14k + 5. Din ceea ce am demonstrat anterionr rezulta ca (3k —
1,14k +5) = 29.

Rezulta ca pentru celelalte cazuri, adica k # Mag + 10, avem (3k —
1,14k +5) = 1.

Ezercitiul 1.6. Demonstrati ca pentru orice k,n € N avem

(2F5R L 41, on s 1) £ 1.
Indicatie. Cautam un divizor comun, eventual folosind criterii de di-
vizibilitate.
Solutie. Se constata ca 3 este un divizor comun.
Ezercitiul 1.7. Sa se determine n € N astfel incat (5" + 1,39) = 1.
Indicatie. Trebuie sa studiem cand divizorii lui 39 divide 5™ + 1.

Solutie. Divizorii posibili sunt 1, 3, 13 si 39. Luam d una dintre aceste
valori gi incercam sa obtinem informatii noi.

Pt d = 1 nu gamsim nimic nou.

Pt d = 39 constatam ca este suficent sa studiem cazurile d = 3 si
d=13.
35" +1<3|(6-1)"+1<3]|(—1)"+ 1< n este impar.
(I) Scriem n =2k +r cu r € {0,1}.

Avem 13 | 5"+ 1 13| (26 - 15"+ 1< 13| (=) +1 e r =
0 si k este impar & n =40+ 2, { € N.

Constatam ca

—_— —

3 daca n este impar;
(5" 4+1,39) =< 13 dacan =40+ 2;
1 1in celelalte cazuri.

Tema
Exercitiul 1.8. Gasiti trei numere aflate in progresie aritmetica a,b, c
astfel incat (a,b,c) =4, [a, b, c] = 240.

Ezercitiul 1.9. Aflati numarul n € N* cu proprietatea ca 1333 da restul
13 prin impartire la n, iar 351 da restul 15 prin impartire la n.

Ezercitiul 1.10. Demonstrati ca daca d = (aq,...,a,),undeay,...,a, €
Z*, atunci exista uq, ..., u, € Z astfel incat d = viay + - -+ + upa,.



