ELEMENTE DE TEORIA CORPURILOR

Toate corpurile considerate aici sunt comutative.

Fie F un corp si f,¢g € F[X]. Spunem ca f divide g (si notam f | g)
daca exista h € F[X] astfel incat ¢ = fh. Mai spunem in aceasta
situatie ca f este divizor al lui g sau ca g este multiplu pentru f.

Polinomul f € F[X] se numeste ireductibil daca f ¢ R (i.e. grad(f) >
1) si din f = gh rezulta g € F sau h € F (adica f nu are divizori
netriviali).

Teorema 1. Dacd F' este un corp, atunci orice polinom din F[X] are
o descompunere intr-un produs cu toti factorii polinoame ireductibile.
Maz mult, descompunerile in polinoame ireductibile au urmatoarea pro-
prietate de unicitate:

daca f = p1...pr = q1-..q, unde polinoamele pi,..., Pk, q1,---, 3
sunt ireductibile, atunci k =1 si dupa o permutare a polinoamelor g;,
1=1,...,k, avem

Vi = L_k, ElOéi e F: q; = Oélfz
Exemplul 2. Pentru f = 1525 — 15 € Q[X] putem gési descompunerile:

f=15(X*—1)(X?+1) = BX —=3)(5X*+5X +5)(X +1)(X? = X +1),
respectiv
f=15(X*-1)(X*"+X?+1) = BX+3)(5X —5)(X*+ X +1)(X*—X +1).

Fie f = a,X" + -+ X + ap € F[X]. Functia f : F — F,
fla) = ana™+-- -+ aja+ ag se numete functia polinomiala asociata lui

f. Pentru comoditatea scrierii vom scrie f(a) in loc de f(a).

Observatia 3. Este posibil ca polinoame diferite sa inducd aceeasi functie
polinomiald. Deex. f =X +1sig= X>+ X?>+ X + 1 din Z,[X]
induc aceeasi functie polinomiala.

Un element a € F este rdaddcind pentru f € F[X] daci f(a) = 0.
Propozitia 4. Un element a € F' este radacindg pentru f € F[X] daca
st numai daca X —a | f.

Proof. Scriem f = (X — a)q+ r, unde r € F (teorema impartirii cu
rest). Conscluzia este acum evidenta. U

Corolarul 5. Un polinom din F[X] de grad 2 sau 3 este ireductibil
ddaca nu are radacini in F'.

Teorema 6. Un polinom de grad n > 0 cu coeficienti intr-un corp

comutativ F are cel mult n radacini in F'.
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Observatia 7. Daca f € F[X] are gradul n si are n rad acini, atunci el
admite o descompunere

f=a, (X —r)... (X =),

unde a,, este coeficientul termenului dominant al lui f siry,...,r, sunt
radacinile lui f (acestea nu sunt neaparat distincte).

Tema: Demonstrati ca daca F[X]/(f) este un corp, atunci f este
ireductibil.

Teorema 8. Fie [ = a, X" + -+ + a1 X + a9 € F[X] un polinom
ireductibil de grad n. Atunci:
(1) F[X]/(f) este un corp (unde (f) = fF[X] este idealul generat
de f);
(2) ¢: F — F[IX]/(f), pla) = a4+ (f), este un morfism injectiv de
coTpUTL;
(3) FIX]|/(f) este un F-spatiu vectorial de dimensiune n fatd de
inmultirea cu scalari a(g + (f)) = ag + (f), iar (1 4+ (f), X +
(f)y ., X" L+ (f)) reprezintd o bazd a acestuia.
(4) Polinomul o(f) = ¢(an)Y "+ - +p(a1)Y +p(ao) € (FIX]/(f))[Y]
are rad acina X + (f).

Daca F' este un subcorp al corpului £, atunci spunem ca E este o
extindere a lui F'.

Fie f € F[X] un polinom de grad n. Spunem ca o extindere E a lui
f este corpul de descompunere al lui f daca f are n radacini in F ¢i E
este generat de F' si de radacinile lui f.

Teorema 9. Orice polinom f € F[X] cu grad(f) > 1 are un corp
de descompunere. Orice doud corpuri de descompunere ale lui f sunt
1zomorfe.

Exemplul 10. 1) f = 2> + 1 € Q[X]. Corpul sa de descompunere este
Q@) ={a+ib|a,be Q}.

2) f=12*+1 € R[X]. Corpul s& de descompunere este C = {a + ib |
a,b e R}.

3) f=(2*—2)(X*—-3) € QX]. Corpul sa de descompunere este
Q(V2,v3) = {a+ V2 + V3 +dV6 | a,b,c,d € Q}.
Ezemplul 11. f = X3 + X + 1 € Zy[X] este un polinom ireductibil
peste Zy. Daca E = Zy[X]/(f), atunci polinomul F =Y3+Y +1€ E

are radacina e = X + (f).
C&utam o descompunere Y2 +Y +1 = (Y —e)q(Y) cu ¢(Y) polinom
de grad 2 peste E. Prin calcule se obtine

Vi4Y +1=[Y — (X + (MY — (X + X + (MY — (X*+ ()]
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Obs. Orice element din E este reprezentat de un polinom de grad
cel mult 2.

1. CORPURI FINITE
Teorema 12. (Wedderburn) Orice corp finit este comutativ.

In continuare prezentam cateva rezultate legate de structura cor-
purilor finite.

Teorema 13. Daca p este un numar prim gi f € Z,[X| este un polinom
ireductibil de grad n > 0 peste Z, atunci F = Z,[X]/fZ,[X] este un
corp cu p" elemente.

Proof. Aplicam Teorema 8. O

Observatia 14. In Z,[X]/ fZ,[X] fiecare element este reprezentat de un
polinom de grad cel mult n—1. Daca g € Z,[X], atunci g-+(f) = r+(f),
unde 7 este restul impartirii lui g la f. Calculele se realizeaza intr-un
mod similar cu calculele din inelele clase de resturi.

Eremplul 15. 1) Polinomul f = X3+ X2 +1 € Z,[X] este ireductibil.
Deci Zo[X]/(X? + X2 + 1) este un corp cu 8 elemente. In acest corp
X34(f) = =X2=1+(f) = X2414(f). Deci X*+(f) = X3+ X+(f) =
X2+ X +1+(f).

'Exemplu de calcul: X2+ (NIX+1+ ()] = X3+ X2+ (f) =
T () =T+ (f). i
X2+ (NXP+14+(N)]=X'"+X°+ () = X*+ X+ 1+ X+ (f) =
X +1+(f)

2) Polinoamele z? +1si X2+ X +2 sunt ireductibile peste Zs. Deci
Zs/(22 4+ 1) si Zs3/(22 + X + 2) sunt corpuri cu 9 elemente.

3) Zs/(x* — 3) este un corp cu 5% elemente.

Propozitia 16. Daca F' este un corp finit, atunci exista p un numar
prim sin € N* astfel incat |F| = p"

Proof. Caracteristica lui F' este un numar natural nenul (pentru ca
F' este finite), deci este un numar prim p (pentru ca F este corp).
Subcorpul prim P(F') al lui F' (vezi Seminarul 13) este un corp cu p
elemente, iar inmultirea cu elementele lui P(F') determina pe F' are o
structura de P(F') spatiu vectorial. Cum F este finit, rezulta ca el are
o baza finita. Daca n este dimensiunea lui F' ca P(F')-spatiu vectorial,
atunci |F| = p™. O

Lema 17. Fie (G,-) un grup abelian finit. Presupunem cd g € G are
proprietatea caVx € G, ord(z) < ord(g). AtunciVx € G, ord(x)|ord(g).
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Propozitia 18. Daca F este un corp finit, atunci (F*,-) este un grup
ciclic.

Proof. Folosind Teorema lui Wedderburn obtinem ca (F™,-) este un
grup abelian finit. Fie m valoarea maxima din multimea ordinelor
elementelor lui F*. Din Lema anterioara deducem ca pentru orice
x € F* avem 2™ = 1. Rezulta ca polinomul X™ — 1 are |F*| = ¢ —1
radacini. Deci ¢ —1 < m. Dar inegalitatea inversa rezulta din Teorema
lui Lagrange. Deci m = ¢ — 1. Am demonstrat ca exista f € F* astfel
incat ord(f) = |F*|. Rezulta cu a F* e cilcic, generat de f. O

Teorema 19. (Structura corpurilor finite) Fie F' un corp finit cu p"
elemente.

a) Ezxista un polinom ireductibil f € Z,[X] astfel incat F = Z,[X]/(f);
b) F' este corpul de descompunere al lui f € Z,[X];

¢) Daca F' este un corp cu |F'| = p", atunci F = F".

Proof. a) Folosind Teorema 8, deducem ca exista un morfism injec-
tiv Z, — F. Pentru simplificarea scrierii, putem presupunem fara sa
restrangem generalitatea ca Z, este subcorp al lui F. Atunci orice
polinom din f € Z,[X] poate fi privit ca avand coeficienti in F.

Fie a un generator pentru grupul (F*,-). Consideram functia ® :
ZyX] — F, ®(f) = f(a). Este evident cd ® este un morfism de
inele. Pentru ca a este generator, rezulta ca pentru orice g € F™* exista
k € N* astfel incat g = a* = ®(X*). In plus ®(0) = 0 si rezulta ca
este surjectiv. Aplicam prima teorema de izomorfism si faptul ca Z,[X]|
este cu ideale principale. Rezulta ca exista f € Z,[X] ireductibil, astfel
incat F = Z(X]/(f).

b) Din Teorema lui Lagrange, rezulta ca pentru orice x € F* avem
2P"~1 = 1. Rezultd ca pentru orice x € F avem 27" — x = 0. Cum
corpul de descompunere asociat polinomului X?" — X are cel putin p”
elemente, se deduce imediat ca F' este acest corp de descompunere.

¢) Rezulta din faptul ca orice doua corpuri de descompunere asociate
aceluiagi polinom sunt izomorfe 0

Notatia 20. Un corp cu p" elemente se noteaza de obicei cu Fyn.

Observatia 21. Se poate demonstra ca pentru orice p prim si orice
n € N* exista un corp cu p” elemente.

In final, prezentam o teorema care descrie subcorpurile unui corp
finit.

Teorema 22. a) Fie K un subcorp in Fpn. Atunci exista d | n astfel
incal K = Fa.



b) Pentru orice divizor d | n existd un singur subcorp al lui Fpn care
are p? elemente.



