
Seminar corpuri finite

Teorema 1 (Wedderburn). Orice corp finit este comutativ.

Teorema 2. Orice două corpuri finite cu acelaşi număr de elemente
sunt izomorfe.
F este un corp finit dacă şi numai dacă există p un număr prim şi

există f ∈ Zp[X] un polinom ireductibil astfel ı̂ncât

F ∼= Zp[X]/(f).

Observaţia 3. Un element din Zp[X]/(f) se scrie h+ (f) şi h1 + (f) =
h2+(f) dacă şi numai dacă h1 şi h2 dau acelaţi rest prin ı̂mpărţire la f .
Deci, dacă r este restul ı̂mpărţirii lui h la f , atunci h+ (f) = r + (f).

Dacă folosim notaţia a pentru elementele lui Zp, atunci putem scrie

h + (f) = ĥ. Calculele ı̂n Zp[X]/(f) se realizează ı̂n acelaşi mod cum
se realizează calculele ı̂n inelele clase de resturi Zn.

Observaţia 4. Pentru simplificarea scrierii, vom folosi notaţia Zp =
{0, 1, . . . , p− 1} cu operaţiile date astfel:

• k + ` = restul ı̂mpărţirii sumei lui k şi ` la p;
• k` = restul ı̂mpr̆ţirii produsului lui k şi ` la p.

Spunem că facem calcule modulo p.
Astfel, teorema de mai sus ne spune că pentru orice corp finit F

există un polinom Xn +an−1X
n−1 + . . .+a1X+a0 ∈ Zp[X], ireductibil

peste Zp astfel ı̂ncât F poate fi scris sub forma

F = {α0 + α1t+ . . .+ αn−1t
n−1 | α0. . . . , αn−1 ∈ Zp},

unde t satiface egalitatea tn +an−1t
n−1 + . . .+a1t+a0 = 0 (adică t este

o rădăcină a polinomului de mai sus) şi toate calculele se realizează
modulo p. Acest corp are pn elemente.

Teorema 5. Orice două corpuri finite cu acelaşi număr de elemente
sunt izomorfe.

Ex. 1. Completaţi tablele operaţiilor pentru corpurile cu 2,4, 8, 16, 3,
9 respectiv 27 de elemente.

Soluţie. Corpurile cu 2, respectiv 3 elemente sunt F2 = (Z2,+, ·) şi
F3 = (Z3,+, ·). (Tema: Scrieţi efectiv tablele operaţiilor!).

Caclulăm F4 astfel: 4 = 22, deci vom cauta un polinom de gradul al
doilea ireductibil peste Z2. De exemplu X2 + X + 1 este un astfel de
polinom (calculele sunt făcute modulo 2, dar scriem simplu 0 sau 1 ı̂n
loc de 0̂ sau 1̂). Atunci

F4 = {α0 + α1t | α0, α1 ∈ Z2, t
2 = t+ 1(= −t− 1)}

= {0, 1, t, 1 + t}.
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Este clar că (F4,+) ∼= (Z2 × Z2,+). Calcuăm ı̂nmulţirea:

0x = 0 pentru orice x ∈ F4

1x = x pentru orice x ∈ F4

t2 = 1 + t

t(1 + t) = t+ t2 = t+ t+ 1 = 1

(1 + t)(1 + t) = (1 + t)2 = 1 + 2t+ t2 = 1 + t2 = 1 + 1 + t = t.

Deci obţinem tablele

+ 0 1 t 1 + t
0 0 1 t 1 + t
1 1 0 1 + t t
t t 1 + t 0 1

1 + t 1 + t t 1 0

· 0 1 t 1 + t
0 0 0 0 0
1 0 1 t 1 + t
t 0 t 1 + t 1

1 + t 0 1 + t 1 t

Analog pentru F9: 9 = 32 deci căutam un polinom de grad 2 peste
Z3. De exemplu X2 + 1 este un asfel de polinom. Prin urmare

F9 = {α0 + α1t | α0, α1 ∈ Z3, t
2 + 1 = 0}

= {0, 1,−1, t, 1 + t,−1 + t,−t, 1− t,−1− t}

Atunci (F9,+) ∼= (Z3 × Z3,+), iar pentru ı̂nmulţire procedem astfel:
ı̂nmulţim elementele din F9 ca polinoame ı̂n nedetreminata t şi apoi
luăm restul la ı̂mparţirea cu 1 + t2 pentru că 1 + t2 = 0 in F9. (Aşa se
procedează ı̂n general, aşa am procedat şi pentru F4, unde am ı̂mpărţit
la t2 + t + 1 = 0, doar ca nu am enunţat ı̂n mod explicit procedeul.)
De exemplu

(1 + t)(1− t) = 1− t2 = −(1 + t2)− 1 = −1,

(−1 + t)t = −t+ t2 = (t2 + 1)− 1− t = −1− t etc. (restul temă).

Pentru F8 = F23 căutăm un polinom ireductibil de grad 3 peste Z2.
De exxemplu X3 +X + 1.

Pentru F16 = F24 căutm̆ un polinom ireductibil de grad 4 peste Z2,
de exemplu X4 +X2 + 1.

Pentru F27 = F33 a se vedea exerciţiul 3 de mai jos.
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Ex. 2. (a). Arătaţi că ı̂ntr-un corp comutativ K ecuaţia x2 = a, unde
a ∈ K este arbitrar, are cel mult 2 soluţii.

(b). În care corpuri comutative este valabilă formula uzuală de re-
zolvare a ecuaţiei de gradul al doilea?

Soluţie. Fie K un corp cumutativ (finit sau infinit!).
(a). Dacă nu există b ∈ K astfel ı̂ncât b2 = a, atunci ecuaţia data

nu are soluţii. Dacă există b ∈ K astfel ı̂ncât b2 = a, atunci

0 = x2 − a = x2 − b2 = (x− b)(x+ b),

iar pentru că un corp nu are divizori ai lui zero x− b = 0 sau x+ b = 0,
deci ecuaţia dată are soluţiile b şi −b (ele pot fi egale sau diferite, dar
sunt cel mult două).

(b). Considerăm o ecuaţie de gradul al doilea

ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ K, a 6= 0.

Scriem ecuaţia ı̂n forme echivalente (̂ımpărţim cu a, apoi formăm pătrat
perfect etc.):

a(x2 + a−1bx+ a−1c) = 0

x2 + a−1bx+ a−1c = 0

x2 + 2(2−1a−1b)x+ a−1c = 0 (aici 2 ı̂nseamnă 1 + 1)

x2 + 2(2−1a−1b)x+ (2−1a−1b)2 − (2−1a−1b)2 + a−1c = 0

(x+ 2−1a−1b)2 − 2−2a−2b2 + a−1c = 0

(x+ 2−1a−1b)2 = 2−2a−2b2 − a−1c = 0

(x+ 2−1a−1b)2 = 2−2a−2(b2 − 22ac)

(x+ 2−1a−1b)2 = (2−1a−1)2∆ unde ∆ = b2 − 22ac.

Conform cu cele discutate la (a) dacă nu există δ ∈ K astfel ı̂ncât
δ2 = ∆ atunci ecuaţia nu are soluţii ı̂n K. Dacă există δ ∈ K astfel
ı̂ncât δ2 = ∆ atunci

x+ 2−1a−1b = ±2−1a−1δ,

deci ecuaţia iniţială are soluţiile:

x1,2 = 2−1a−1(−b± δ).

Revenind asupra argumentului de mai sus, putem constata că am folosit
numai proprietăţi valabile ı̂n general ı̂ntr-un corp comutativ, cu o sin-
gură excepţie şi anume când am considerat 2−1 = (1 + 1)−1. Pentru ca
argumentul să fie valid, trebuie ca să existe 2−1 ı̂n K, deci trebuie ca
2 6= 0 (corpul K să nu aibă caracteristica 2).
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Ex. 3. (a). Demonstraţi că

F = {α0 + α1t+ α2t
2 | α0, α1, α2 ∈ Z3, t

3 = t− 1}
şi

G = {β0 + β1t+ β2t
2 | β0, β1, β2 ∈ Z3, t

3 = t2 − t− 1}
sunt corpuri izomorfe.

(b). Rezolvaţi ı̂n F ecuaţia x3 − x + 1 = 0 (remarcăm ca toate
calculele sunt făcute modulo 3, dar scriem simplu 0 sau 1 ı̂n loc de 0̂
sau 1̂ etc.).

(c) Fie h = X4 + 2X2 − 1 ∈ F [X]. Calculaţi h(1), h(t), h(t+ 1).
d) (c) Fie h = X4 + 2X2 − 1 ∈ G[X]. Calculaţi h(1), h(t), h(t+ 1).

Soluţie. (a). Polinoamele X3−X+1 şi X3−X2+X+1 sunt ireductibile
peste Z3 (verificare directă!) deci F şi G sunt ambele corpuri cu 27
elemente, ceea ce implică F ∼= G.

(b). t este o solutie a ecuaţiei x3 − x + 1 = 0, deci (X − t) divide
X3−X−1. Facem ı̂mpărţirea laX−t (unde ţinem cont că t3−t+1 = 0):

X3 −X − 1 = X3 − tX2 + tX2 − t2X + (t2 − 1)X − t(t2 − 1) + (t3 − t+ 1)

= X2(X − t) + tX(X − t) + (t2 − 1)(X − t) + 0

= (X2 + tX + t2 − 1)(X − t).
Rezolvăm acum excuaţia X2 + tX + (t2 − 1) = 0 (corpul are carac-

teristica 3 6= 2 deci putem aplica formula):

∆ = t2 − 4(t2 − 1) = t2 − t2 + 4 = 4 = 1,

iar posibilele soluţii ale ecuaţiei δ2 = 1 sunt 1 şi −1. Găsim aşadar
soluţiile ecuaţiei de gredul al doilea:

x1,2 = 2−1(−t± 1) = −(−t± 1) = t∓ 1.

În final soluţiile ecuaţiei de gradul al treilea sunt t, t− 1, t+ 1.
c), d) Temă.

Observaţia 6. (Calculul inversului ı̂ntr-un corp finit) Fie p un
număr prim şi Zp[X]/(f) un corp finit. In Zp[X] sunt adevărate multe
dintre proprietăţile aritmetice ale numerelor ı̂ntregi. De exemplu, orice
două polinoame nenule au un cel mai mare divizor comun (acesta se
consideră cu termenul dominant 1) şi are loc relaţia lui Bézout:

c.m.m.d.c(f, g) = uf + vg,

unde u şi v sunt polinoame convenabile din Zp[X].
Pentru că f este ireductibil, dacă 0 ≤ grad(g) < grad(f), atunci

c.m.m.d.c(f, g) = 1. Deci, dacă v este elementul din relaţia lui Bézout
descrisă mai sus, atunci v + (f) = (g + (f))−1.
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Determinarea unei relaţii Bézout poate fi realizată cu algoritmul lui
Euclid:

Fie f , g ∈ Zp[X] cu b 6= 0.
Dacă g | f , atunci c.m.m.d.c(f, g) = g.
Dacă g - f , considerăm identităţile furnizate de teorema ı̂mpăţirii cu

rest:

f = g · q0 + r0, unde r0 < b şi r0 6= 0;(E1)

g = r0 · q1 + r1, unde r1 < r0 şi r1 6= 0;(E2)

r0 = r1 · q2 + r2, unde r2 < r1 şi r2 6= 0;(E3)

. . . . . .

rn−3 = rn−2 · qn−1 + rn−1, unde rn−1 < rn−2 şi rn−1 6= 0;(En)

rn−2 = rn−1 · qn + rn, unde rn < rn−1 şi rn 6= 0;(En+1)

rn−1 = rn · qn + rn+1, unde rn+1 = 0.(En+2)

Atunci cel mai mare divizor comun al lui f şi g este ultimul rest diferit
de zero al acestor ı̂mpărţiri, adică:

(f, g) = rn.

Plecând de la identităţile (E1)–(En+1) putem găsi o reprezentare
Bézout astfel: ı̂nlocuim succesiv resturile, plecând de la (En+1) către
(E1):

rn =rn−2 − qnrn−1 = rn−2 − qn(rn−3 − qn−1rn−2)

=− qnrn−3 + (1 + qnqn−1)rn−2 = · · · ,
iar ı̂n final obţinem pe rn sub forma rn = fu+ gv.


