
Topologie - enuņturi
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1.1. Fie A � Ro muļtime m¼arginit¼a superior şi u 2 R.
a) S¼a se arate c¼a urm¼atoarele a�rmaţii sunt echivalente:
(i) supA = u
(ii) 8a 2 A) a � u şi 8 " > 0 9a 2 A astfel ca a > u� "
(iii) 8a 2 A) a � u şi 9(an)n2N � A astfel ca an ! u
b) supA � u , (8a 2 A) a � u)
c) supA < u) (8a 2 A) a < u)
d) supA > u, (9a 2 A; u < a)
e) supA � u, (9(an)n2N � A; astfel ca 9 limn!1 an � u)
Formulaţi propozi̧tiile analoage pentru inf A.
1.2. Fie muļtimile X;Y; Z;A � X; B � Y; C � Z şi aplicaţiile f : X ! Y; g : Y ! Z. S¼a se arate c¼a:

a) f(f�1(B)) � B , cu �=�dac¼a f este surjectiv¼a.
b) f�1(f(A)) � A , cu �=�dac¼a f este injectiv¼a.
c) (g � f)�1(C) = f�1(g�1(C)).
d) f�1({B) = {f�1(B).
e) Dac¼a f este injectiv¼a atunci f({A) � {f(A).
f) Dac¼a f este surjectiv¼a atunci {f(A) � f({A).
1.3. S¼a se scrie formulele pentru imaginea şi contraimaginea reuniunii şi interseçtiei unei familii de

muļtimi printr-o aplicaţie.
1.4. Fie X = fa; b; c; d; eg şi familiile de muļtimi:
T1 = f;; X; fag; fa; bg; fa; cgg;
T2 = f;; X; fa; b; cg; fa; b; dg; fa; b; c; dgg;
T3 = f;; X; fag; fa; bg; fa; c; dg; fa; b; c; dgg.
S¼a se precizeze care dintre acestea sunt topologii şi s¼a se scrie familiile vecin¼at¼aţilor punctelor e; c şi a.
1.5. Fie f : X ! Y o aplicaţie şi H o topologie pe Y . S¼a se arate c¼a familia ff�1(H) : H 2 Hg este

topologie pe X.
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2.1. în spaţiul topologic R cu topologia natural¼a T0 s¼a se arate c¼a Q = RnQ = R.
2.2. Fie (X; T ) un spaţiu topologic, A;B � X; fAi : i 2 Ig � P(X).S¼a se arate c¼a:

a) A [B = A [B
b) A \B � A \B
c)
T
i2I
Ai �

T
i2I
Ai

d)
S
i2I
Ai �

S
i2I
Ai

Pentru X = R; T = T0 s¼a se dea exemple de incluziuni stricte.
2.3. Fie (X; T ) un spaţiu topologic, A � X. Un punct x 2 X se numeşte punct de acumulare al

muļtimii A dac¼a 8V 2 V (x)) A \ V nfxg 6= ;:
Notând cu A0 muļtimea punctelor de acumulare s¼a se arate c¼a A = A[A0. Este muļtimea A0 închis¼a?
2.4. Fie X o muļtime şi aplicaţia ' : P(X)! P(X) cu propriet¼aţile
a) '('(A)) = '(A) b) '(A [B) = '(A) [ '(B) c) A � '(A) d) '(;) = ;.

1



2

8A;B 2 P(X). Atunci exist¼a o (unic¼a) topologie pe X astfel încât '(A) = A;8A � X. (Kuratowski)
2.5. S¼a se arate c¼a dac¼a A;B sunt submuļtimi ale unui spaţiu topologic atunci
int(A \B) = (A) \ int(B); int(A [B) � int(A) [ int(B)
incluziunea putând � strict¼a.
2.6. Fie (X; T ) un spaţiu topologic, A o submuļtime oarecare a lui X, G o submuļtime deschis¼a şi F

o submuļtime închis¼a.S¼a se arate c¼a:
a) A \G = A \G
b) int(F [ int(A)) = int(F [A)
c) Ar¼ataţi c¼a dac¼a relaţia de la a) are loc 8A � X atunci muļtimea G este deschis¼a.
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3.1. S¼a se determine topologia generat¼a pe R de familia de muļtimi A = f[a; a+ 1] : a 2 Rg.
3.2. Fie X = fa; b; cg . S¼a se arate c¼a familia ffa; bg; fb; cgg nu este baz¼a pentru nici o topologie pe

X.
3.3. Fie X = f1; 2; 3; 4; 5g: a) S¼a se construiasc¼a o subbaz¼a pentru topologia discret¼a pe X care s¼a nu

�e baz¼a. b) S¼a se g¼aseasc¼a o subbaz¼a cu un num¼ar minim de muļtimi pentru topologia discret¼a, �ecare
muļtime având dou¼a elemente.
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4.1. Fie (X; T ) un spaţiu topologic şi A � Y � X. S¼a se arate c¼a :
ATY =A \ Y . Are loc o formul¼a similar¼a pentru interior?
4.2. Fie X;Y spaţii topologice şi Z := X � Y dotat cu topologia produs. S¼a se arate c¼a dac¼a

A � X;B � Y atunci:
a) A�B = A�B
b) int(A�B) = int(A)� int(B)
c) fr(A�B) = (fr(A)�B) [ (A� fr(B)).
4.3. În spaţiul topologic (R; T0 ) se consider¼a A := Q\ [0; 1]. S¼a se calculeze A , int(A); ext(A); fr(A).

S¼a se calculeze apoi aceleaşi muļtimi în spaţiul Q dotat cu topologia indus¼a de T0 .
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5.1. Fie X;Y spaţii topologice şi S o subbaz¼a pentru topologia lui Y . S¼a se arate c¼a o aplicaţie
f : X ! Y este continu¼a ddac¼a 8S 2 S
) f�1(S) este deschis¼a în X.
5.2. Fie X;Y spaţii topologice, A � X, x0 2 A, şi aplicaţia f : X ! Y . S¼a se arate c¼a dac¼a f este

continu¼a în x0 atunci f jA : A! Y este continu¼a în x0 . Dac¼a A este deschis¼a atunci are loc şi reciproca.
5.3. Fie X;Y spaţii topologice, x 2 X şi aplicaţia f : X ! Y . Dac¼a B0 este o baz¼a de vecin¼at¼aţi a

punctului x iar C0 este o baz¼a de vecin¼at¼aţi a punctului f(x), s¼a se arate c¼a f este continu¼a în x dac¼a şi
numai dac¼a: 8C 2 C09B 2 B0 astfel ca f(B) � C.
S¼a se deduc¼a de�ni̧tia "�� a continuit¼aţii pentru o aplicaţie f : R! R, alegând ca sisteme fundamentale

de vecin¼at¼aţi familiile intervalelor centrate în punctele x respectiv f(x).
5.4. Fie X şi Y spaţii topologice. O aplicaţie f : X ! Y se numeşte închis¼a (respectiv deschis¼a) dac¼a

8A � X închis¼a (respectiv deschis¼a) ) f(A) închis¼a (respectiv deschis¼a).
S¼a se dea exemple de funçtii :
a) continue care nu sunt nici închise nici deschise.
b) închise şi continue care nu sunt deschise.
5.5. Fie X, Y spaţii topologice şi aplicaţia f : X ! Y . S¼a se arate c¼a f este continu¼a ddac¼a

8A � X ) f(A) � f(A):
S¼a se caracterizeze funçtiile cu proprietatea: 8A � X ) f(A) = f(A):
5.6. Fie X;Y spaţii topologice şi aplicaţiile (numite proiecţii)
p1 : X � Y ! X; p2 : X � Y ! Y; p1(x; y) := x; p2(x; y) := y;8(x; y) 2 X � Y:
S¼a se arate c¼a:
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a) Aplicaţiile p1 şi p2 sunt continue şi deschise.
b) Pentru X = Y = R cu topologia natural¼a, p1 nu este închis¼a.
c) Un şir de puncte (xn ; yn )n2N converge la (x; y) în topologia produs dac¼a şi numai dac¼a xn ! x şi

yn ! y.
d) Dac¼a T este un spaţiu topologic, o aplicaţie f : T ! X � Y este continu¼a într-un punct dac¼a şi

numai dac¼a p1 �f şip2 � f sunt continue în acel punct.
5.7. S¼a se arate c¼a aplicaţiile �+�,���: R�R! R sunt continue (R�R �ind dotat cu topologia produs).

S¼a se deduc¼a faptul c¼a dac¼a (X; T ) este un spaţiu topologic, x0 2 X şi f; g : X ! R sunt dou¼a funçtii
continue în x0 atunci f + g şi f � g sunt continue în x0
5.8. Fie X = fa; bg şi T = f;; X; fagg.
a) Ar¼ataţi c¼a în spaţiul topologic (X; T ) şirul a; b; a; b; a; :::
este convergent c¼atre b dar nu converge c¼atre a.
b) Spaţiul topologic (X; T ) are aceleaşi şiruri convergente ca şi spaţiul topologic (X; T1 ) unde T1 =

f;; Xg (topologia indiscret¼a) şi ambele spaţii sunt (@0I). Comparaţi cu §5.12.
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6.1. Fie (X; T ) un spaţiu topologic T1, A � X, x 2 X.
S¼a se arate c¼a x este punct de acumulare pentru A ddac¼a 8V 2 V(x), muļtimea V \A este in�nit¼a.
6.2. Fie X = R şi T topologia conum¼arabil¼a pe X. S¼a se arate c¼a:
a) xn ! x ddac¼a 9n0 2 N astfel ca 8n 2 N; n � n0 implic¼a xn = x.(Adic¼a şirurile convergente coincid

cu cele staţionare).
b) 8A � X, A nenum¼arabil¼a ) A = X:
c) (X; T ) este spaţiu T1 dar nu este T2.
d) Aderenţa muļtimii Rnf0g nu poate � caracterizat¼a secvenţial.
e) Funçtia f : (R; T )! (R; T0), f(x) = x ,(x 2 R) este secvenţial continu¼a dar nu este continu¼a.
6.3. Fie X;Y spaţii topologice Y �ind Hausdor¤ şi f; g : X ! Y dou¼a aplicaţii continue. S¼a se arate

c¼a muļtimea fx 2 X : f(x) = g(x)g este închis¼a.
6.4. Ar¼ataţi dac¼a pe muļtimea X exist¼a dou¼a topologii Hausdor¤ şi (@0I) pentru care şirurile conver-

gente sunt aceleaşi , atunci cele dou¼a topologii sunt egale.(A se compara cu #5.8.)
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7.1. Fie (X; d) un spaţiu semimetric, x0 2 X; r > 0.
a) S¼a se arate c¼a B[x0; r] este o muļtime închis¼a şi B(x0; r) � B[x0; r]:
b) Dac¼a d este metrica discret¼a atunci Td este topologia discret¼a iar pentru r = 1 incluziunea precedent¼a

este strict¼a (dac¼a X are mai mult de un punct).
c) Este topologia indiscret¼a generat¼a de o semimetric¼a? Dar topologia conum¼arabil¼a?
7.2. Fie (X; d) un spaţiu semimetric. S¼a se arate c¼a topologia Td este Hausdor¤ ddac¼a d este metric¼a.
7.3. Fie (X; d); (X 0; d0) spaţii semimetrice şi o aplicaţie f : X ! X 0. Aplicaţia f se numeşte uniform

continu¼a dac¼a 8" > 0 9� > 0 astfel încât 8x; y 2 X cu d(x; y) < � implic¼a d0(f(x); f(y) < ".
Aplicaţia f se numeşte L-lipschitzian¼a , unde L 2R, L � 0, dac¼a 8x; y 2 X are loc inegalitatea

d0(f(x); f(y)) � Ld(x; y).
S¼a se exprime continuitatea funçtiei f în termeni "-� şi s¼a se deduc¼a faptul c¼a :
f lipschitzian¼a ) f uniform continu¼a ) f continu¼a.
7.4. Fie (X 0; d0); (X 00; d00) spaţii semimetrice. S¼a se arate c¼a topologia produs pe X = X 0 �X 00 este

generat¼a de semimetrica d : X �X ! R+ , d((x0; x�); (y0; y�)) = d0(x0; y0) + d00(x00; y00):
S¼a se g¼aseasc¼a şi alte semimetrici care genereaz¼a topologia produs. S¼a se deduc¼a faptul c¼a topologia

produs în R2 este genera t¼a de metric¼a euclidian¼a.
7.5. Fie (X; d) un spaţiu semimetric. S¼a se arate c¼a aplicaţia
d : X �X ! R este continu¼a în raport cu topologia produs pe X �X.
7.6. Fie d1, d2 semimetrici pe muļtimea X. d1 şi d2 se vor numi echivalente dac¼a Td1 = Td2 :
a) S¼a se arate c¼a d1 , d2 sunt echivalente dac¼a şi numai dac¼a aplicaţia identic¼a 1X : (X;Td1)! (X;Td2)

este omeomor�sm.
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b) Dac¼a d este o (semi)metric¼a pe X atunci d=(1 + d) este o (semi)metric¼a echivalent¼a cu d. (Deci
orice semimetric¼a este echivalent¼a cu o semimetric¼a m¼arginit¼a!).
c) Fie X = R; d(x; y) = jx�yj; d0(x; y) = j arctg x�arctg yj. S¼a se arate c¼a d0 este o metric¼a echivalent¼a

cu d şi totuşi (R; d0) nu este complet.
7.7. Dou¼a (semi)metrici d1 ; d2 pe muļtimea X se numesc uniform echivalente dac¼a aplicaţia identic¼a

1X : (X; d1)! (X; d2) este un omeomor�sm uniform (adic¼a este uniform continu¼a şi are inversa uniform
continu¼a).
a) S¼a se arate c¼a dac¼a (X; d1 ) este complet iar d2 este uniform echivalent¼a cu d1 atunci (X; d2 ) este

complet.
b) Fie d1 , d2 dou¼a (semi)metrici pe X astfel încât (X; d1) şi
(X; d2 ) au aceleaşi şiruri fundamentale. Sunt (semi)metricile uniform echivalente? Dar echivalente?
7.8. Fiie X o muļtime nevid¼a. Not¼am cu B(X) muļtimea funçtiilor reale, m¼arginite de�nite pe X şi

�e � : B(X)�B(X)! R,
�(f; g) := supfjf(x)� g(x)j : x 2 Xg.
S¼a se arate c¼a (B(X); �) este un spaţiu metric complet. (De remarcat faptul c¼a în B(X) convergenţa

unui şir de funçtii în sensul metricii � revine la convergenţa uniform¼a. Acesta este motivul pentru care de
obicei � poart¼a numele de metric¼a uniform¼a).
7.9. Fie (X1; d1), (X2; d2) spaţii semimetrice. O aplicaţie f : X1 ! X2 se numeşte izometrie dac¼a

d2(f(x); f(y))) = d1(x; y), 8x; y 2 X1.
S¼a se arate c¼a dac¼a f este o izometrie bijectiv¼a şi (X1; d1) este complet atunci (X2; d2) este complet.
7.10. Fie (X; d) un spaţiu metric şi a 2 X.
a) S¼a se arate c¼a aplicaţia ' : X ! B(X)de�nit¼a prin
'(x) := fx , (x 2 X), unde fx : X ! R, fx(u) := d(x; u)� d(a; u),
este corect de�nit¼a şi este izometrie. (B(X) este dotat¼a cu metrica uniform¼a).
b) S¼a se deduc¼a urm¼atoarea teorem¼a a lui Hausdor¤:
Pentru orice spaţiu metric (X; d) exist¼a un spaţiu metric complet (Y; �) şi o izometrie ' : X ! Y

astfel încât '(X) = Y .
(Un astfel de spaţiu metric complet (Y; �) se numeşte completatul spaţiului ini̧tial (X; d), şi se arat¼a

uşor c¼a este unic �pân¼a la o izometrie�. Identi�când spaţiile metrice izometrice se poate spune c¼a: orice
spaţiu metric este conţinut într-un unic spaţiu metric complet în care este dens.)
7.11. Fie (X; d) un spaţiu semimetric, şi (xn) un şir fundamental în X. S¼a se arate c¼a şirul (xn) este

convergent dac¼a şi numai dac¼a el conţine un subşir convergent.
7.12. Fie f : R+ ! R+ astfel încât : a) f(x) = 0() x = 0;
b) f este cresc¼atoare
c) f(x+ y) � f(x) + f(y), 8 x; y 2 R+ ;
d) f este continu¼a în 0.
S¼a se arate c¼a dac¼a (X; d) este un spaţiu metric, atunci f � d este o metric¼a echivalent¼a cu d. Este

aceasta uniform echivalent¼a?
S¼a se arate c¼a c) poate � înlocuit¼a cu condi̧tia mai tare dar mai uşor de veri�cat ca f s¼a �e concav¼a.
7.13. Fie (X; d) un spaţiu semimetric complet, (Y; T ) un spaţiu topologic Hausdor¤ iar f : X ! Y o

aplicaţie continu¼a.
S¼a se arate c¼a dac¼a (Fn ) este un şir descendent de muļtimi închise, nevide din X cu diam(Fn) ! 0,

atunci f(
T
n2N Fn) =

T
n2N f(Fn).

7.14. Fie (X; d) un spaţiu metric, (Y; d0) un spaţiu metric complet, A � X dens¼a (adic¼a A = X) şi
f : A ! Y uniform continu¼a. S¼a se arate c¼a exist¼a o unic¼a prelungire uniform continu¼a f : X ! Y a lui
f .
S¼a se arate pe un exemplu c¼a prelungirea poate s¼a nu existe dac¼a f este numai continu¼a.
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8.1. S¼a se arate c¼a dac¼a într-un spaţiu topologic (xn)n2N este un şir convergent c¼atre x atunci muļtimea
fxn : n 2 Ng [ fxg este compact¼a.
8.2. Fie (X; d) un spaţiu semimetric şi Y � X. S¼a se arate c¼a Y este precompact¼a dac¼a şi numai dac¼a

8" > 0; 9F � Y �nit¼a astfel încât Y �
S
y2F B(y; "). S¼a se deduc¼a faptul c¼a muļtimea Y este precompact¼a

dac¼a şi numai dac¼a spaţiul semimetric (Y; djY�Y ) este precompact.
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8.3. Fie spaţiul metric X = B([0; 1]) = fx : [0; 1] ! R : x m¼arginit¼ag dotat cu metrica uniform¼a
(�(x; y) = supfjx(t)� y(t)j : t 2 [0; 1]g).
S¼a se arate c¼a muļtimea Y = fy 2 Y : �(y; 0) � 1g este m¼arginit¼a şi închis¼a dar nu este (pre)compact¼a.
8.4. Fie X şi Y spaţii topologice şi f : X ! Y continu¼a. S¼a se arate c¼a dac¼a X este secvenţial compact

atunci f(X) este secvenţial compact.
8.5. (Teorema lui Cantor). Dac¼a (X; d) este spaţiu semimetric compact iar (Y; d0) este spaţiu semi-

metric atunci orice aplicaţie continu¼a f : X ! Y este uniform continu¼a.
8.6. a) Fie (X; T ) un spaţiu semimetrizabil. S¼a se arate c¼a X este compact dac¼a şi numai dac¼a orice

submuļtime in�nit¼a a lui X are cel puţin un punct de acumulare.(Bolzano-Weierstrass)
b) Fie X = N, A = ff1; 2g; f3; 4g; f5; 6g; :::g şi T topologia generat¼a de familia A. S¼a se arate c¼a

(X; T ) nu este compact deşi veri�c¼a propritatea de la a).
8.7. Fie (X; d) un spaţiu semimetric şi A;B � X, nevide disjuncte. S¼a se arate c¼a dac¼a A este închis¼a

şi B compact¼a atunci
inffd(a; b) : a 2 A; b 2 Bg > 0. Dac¼a ambele muļtimi sunt compacte atunci in�mul precedent este

atins. S¼a se dea un exemplu de muļtimi închise disjuncte în R pentru care acest in�m nu este atins.
8.8. Fie (X; T ) un spaţiu topologic şi Y1; Y2 submuļtimi compacte. S¼a se arate c¼a:
a) Y1 [ Y2 este submuļtime compact¼a.
b) Dac¼a X este spaţiu Hausdor¤, Y1 \ Y2 este submuļtime compact¼a.
c) Dac¼a X este o muļtime in�nit¼a, a; b dou¼a elemente distincte din X şi T = fG � X : XnG este

�nit¼ag [ fG � X : a 62 G; b 62 Gg , atunci muļtimile Y1 = Xnfag, Y2 = Xnfbg sunt compacte dar Y1 \Y2
nu este compact¼a.
8.9. S¼a se arate c¼a dac¼a X este spaţiu topologic compact şi Y este spaţiu topologic Hausdor¤ atunci

orice bijeçtie continu¼a f : X ! Y este un omeomor�sm.

E9

9.1. Fie (X; T ) un spaţiu topologic. Dou¼a muļtimi A;B din X se numesc separate dac¼a A \ B = A
\ B = ;.
S¼a se arate c¼a o submuļtime Y � X este conex¼a dac¼a şi numai dac¼a Y nu poate � exprimat¼a ca

reuniune a dou¼a muļtimi nevide separate.
9.2. Se consider¼a funçtia f : (0; 1] ! R dat¼a prin f(x) = sin(1=x). S¼a se arate c¼a urm¼atoarele spaţii

topologice dotate cu urma topologiei euclidiene din R2 au propriet¼aţile menţionate:
a) G = f(x; f(x)) : x 2 (0; 1]g este conex.
b) G este spaţiu conex dar nu este local conex şi nu este conex prin arce.
c) G [ ([0; 1]� f1g) este spaţiu conex prin arce dar nu este local conex.
9.3. S¼a se arate c¼a o muļtime deschis¼a A � Rm este conex¼a dac¼a şi numai dac¼a 8a; b 2 A exist¼a o linie

poligonal¼a de extremit¼aţi a şi b. S¼a se deduc¼a faptul c¼a pentru muļtimile deschise din spaţiul euclidian,
conexitatea şi conexitatea prin arce coincid.
9.4. S¼a se arate c¼a un spaţiu topologic (X; T ) este conex dac¼a şi numai dac¼a 8A � X,; 6= A 6= X )

fr(A) 6= ;.
9.5. S¼a se arate c¼a pentru m 2 N, m � 2, spaţiile euclidiene R şi Rm nu sunt omeomorfe.
9.6. S¼a se arate c¼a dac¼a A � R2 este cel mult num¼arabil¼a atunci muļtimea R2nA este conex¼a.
9.7. Utilizând faptul c¼a R este local conex s¼a se deduc¼a structura muļtimilor deschise din R: orice

muļtime deschis¼a din R se reprezint¼a în mod unic ca reuniune cel mult num¼arabil¼a de intervale deschise
disjuncte.
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10.1. S¼a se arate c¼a într-un spaţiu topologic o muļtime A este rar¼a dac¼a şi numai dac¼a exist¼a o muļtime
deschis¼a G astfel încât A � fr(G).
10.2. O muļtime A dintr-un spaţiu topologic (X; T ) se numeşte mulţime de tip G� dac¼a A se poate

reprezenta ca interseçtie num¼a rabil¼a de muļtimi deschise; A se numeşte mulţime de tip F� dac¼a A se
poate reprezenta ca reuniune num¼arabil¼a de muļtimi închise.
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a) S¼a se arate c¼a într-un spaţiu semimetric orice muļtime închis¼a este de tip G� şi orice muļtime deschis¼a
este de tip F� .
b) Q nu este muļtime de tip G� în R.
10.3. Consider¼am (X; T ) un spaţiu topologic (Y; d) un spaţiu semi metric, x0 2 X şi aplicaţia

f : X ! Y . De�nim aplicaţia !f : X ! [0;1] prin !f (x) = inffdiam f(V ) : V 2 V(x)g.
(!f se numeşte oscilaţia funçtiei f). S¼a se arate c¼a:
a) f este continu¼a în x0 dac¼a şi numai dac¼a !f (x0) = 0.
b) 8� 2 R, muļtimea fx 2 X : !f (x) < �g este deschis¼a.
c) Muļtimea punctelor de continuitate ale funçtiei f este de tip G�.
10.4. Exist¼a funçtii f : R! R având muļtimea punctelor de continuitate Q? Dar RnQ ? (v.#26.4).
10.5. S¼a se arate c¼a orice spaţiu metric complet, nevid şi f¼ar¼a puncte izolate este nenum¼arabil. S¼a se

deduc¼a: cardR > @0 .
(Un punct al unei muļtimi se numeşte izolat dac¼a nu este punct de acumulare al acesteia.)
10.6. Fie (X; T ) un spaţiu metric complet şi fi : X ! R (i 2 I) aplicaţii continue astfel încât 8x 2 X,

muļtimea ffi(x) : i 2 Ig este m¼arginit¼a. S¼a se arate c¼a 9G � X deschis¼a nevid¼a şi 9M 2 R astfel încât
8x 2 G;8i 2 I; jfi(x)j �M .
(Acest rezultat poart¼a numele de �principiul m¼arginirii uniforme�).

E14

11.1. a) Pentru X = fa; b; c; dg, T = f;; X; fag; fa; bg; fa; b; cgg, spaţiul topologic (X; T ) nu este
metrizabil.

b) Fie X=R, şi Vn(x) =
�
(x� 1=n; x+ 1=n) dac¼a x 6= 0
(�1=n; 1=n)nf1=k : k 2 Ng dac¼a x = 0

, atunci fVn(x) : n 2 Ng constituie

un sistem fundamental de vecin¼at¼aţi ale lui x 2 X pentru o topologie T iar (X; T ) nu este metrizabil.
11.2. Fie X = R, T = fG � R : 0 62 G sau {G este cel mult num¼arabil¼ag . S¼a se arate c¼a:
a) X este spaţiu T4.
b) X nu este compact.
c) X nu este metrizabil.(Se va ar¼ata c¼a punctul 0 nu are un sistem fundamental num¼arabil de

vecin¼at¼aţi).
11.3. Fie (X; T ) un spaţiu topologic. S¼a se arate c¼a:
a) Dac¼a T are o baz¼a num¼arabil¼a atunci X este separabil.
b) Dac¼a X este spaţiu semimetrizabil separabil atunci topologia sa are baz¼a num¼arabil¼a.
c) Dac¼a X este semimetrizabil separabil iar Y � X atunci Y este separabil (în raport cu toplogia

indus¼a). S¼a se dea un exemplu prin care s¼a se arate c¼a semimetrizabilitatea spaţiului este esenţial¼a.
(În terminologia clasic¼a un spaţiu topologic cu baz¼a num¼arabil¼a se spune c¼a satisface a doua axiom¼a

a num¼arabilit¼aţii -sau axioma (@0II)-)
11.4. a) Fie X un spaţiu topologic semimetrizabiul. S¼a se arate c¼a dac¼a orice funçtie real¼a continu¼a

f : X ! R este m¼arginit¼a atunci X este compact.
b) S¼a se construiasc¼a un exemplu de spaţiu topologic necompact astfel încât orice funçtie real¼a continu¼a

este m¼arginit¼a (chiar constant¼a).
(Un spaţiu topologic cu proprietatea de la a) se numeşte pseudocompact).
11.5. Fie (X; T ) un spaţiu topologic semimetrizabil. S¼a se arate c¼a X este compact dac¼a şi numai

dac¼a orice semimetric¼a d care îi induce topologia este m¼arginit¼a.

E12

12.1. Fiind date A �  !R şi u 2  !R ; s¼a se arate c¼a urm¼atoarele a�rmaţii sunt echivalente:
(i) supA = u
(ii) 8a 2 A) a � u şi 8u0 < u9a0 2 A astfel ca a0 > u0
(iii) 8a 2 A) a � u şi 9(an)n2N � A astfel ca an ! u:
Formulaţi caracteriz¼arile similare pentru inf A.
12.2. Fie (xn )n2N, (yn )n2N şiruri de numere reale astfel încât (yn)n2N este strict cresc¼ator având

limit¼a +1. S¼a se arate c¼a:
lim infn!1

xn+1�xn
yn+1�yn � lim infn!1

xn
yn
� lim supn!1

xn
yn
� lim supn!1

xn+1�xn
yn+1�yn
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(Generalizare a lemei Stolz-Cesaro).
12.3. Fie Ts = f

 !
R g[f;g[f[�1; �) : � 2 Rg:Ts este topologie pe

 !
R (numit¼a topologia superioar¼a a

dreptei reale extinse). (X; T ) �ind un spaţiu topologic şi x0 2 X s¼a se arate c¼a o funçtie f : (X; T )!
 !
R

este continu¼a în x0 dac¼a şi numai dac¼a:
lim supx!x0 f(x) = f(x0). (adic¼a ddac¼a f este s.s.c. în x0 )
(În mod analog se de�neşte topologia inferioar¼a a dreptei Ti , şi se obţine caracterizarea i.s.c).
12.4. Fie (xn)n2N un şir de numere reale cu proprietatea xn+m � xn + xm;8m;n 2 N:
S¼a se arate c¼a în

 !
R 9 limn!1

xn
n = infn2N xn

n .

12.5. Fie (X; T ) un spaţiu topologic compact şi f : X !  !R o aplicaţie inferior semicontinu¼a. S¼a se
arate c¼a 9 x0 2 X astfel încât f(x0) = inf f(X). (Generalizarea teoremei lui Weierstrass).
12.6. Fie (X; T ) un spaţiu topologic, A � X şi f : X ! R,

f(x) =

�
1 dac¼a x 2 A
0 dac¼a x 2 XnA (funcţia caracteristic¼a a muļtimii A).

S¼a se arate c¼a
a) f este i.s.c. , A deschis¼a .
b) f este s.s.c , A este închis¼a.
12.7. S¼a se arate c¼a dac¼a X este un spaţiu topologic şi fi : X !

 !
R sunt funçtii i.s.c. şi gi : X !

 !
R

funçtii s.s.c. (i 2 I) atunci supi2I fi este o funçtie i.s.c. iar infi2I gi este o funçtie s.s.c.
12.8. S¼a se arate c¼a dac¼a (X; d) este un spaţiu metric, şi f : X ! [a; b] �  !R este o funçtie i.s.c.

atunci exist¼a un şir cresc¼ator de funçtii continue având limita punctual¼a f .
(Problema se poate reduce la cazul [a; b] = [0; 1], unde se poate lua fn(x) = infff(z)+nd(x; z) : z 2 Xg;

fn este n-lipschitzian¼a).


