
TOPOLOGIE

I. Exemple
� Baz�a num�arabil�a �̂n (R; T0 ).
� Funct�ie f : R! R continu�a care nu este uniform continu�a.
� Familie centrat�a de mult�imi �̂nchise �̂n R având intersect�ie vid�a.
� Spat�iu topologic compact care nu este Hausdor�.
� Mult�ime nevid�a, �̂nchis�a, conex�a din R2 având interior vid.
� S�ir fundamental �̂n Q, neconvergent �̂n Q.
� Funct�ief : [0; 1)! R continu�a care nu are prelungire continu�a la R.
� Spat�iu topologic local conex care nu este conex.
� Metric�a �̂n R2 diferit�a de metric�a euclidian�a �si care induce topologia euclidian�a.
� Mult�ime complet�a care nu este �̂nchis�a.
� Mult�ime �̂nchis�a care nu este complet�a.
� Semimetric�a pe R care nu este metric�a.
� Mult�ime complet�a din R care nu este precompact�a.
� Mult�ime precompact�a �̂n R care nu este compact�a.
� Mult�ime compact�a care nu este �̂nchis�a.
� Mult�ime din (R; T0 ) care este de categoria I dar nu este rar�a.
� Submult�ime conex�a A � R2 pentru care int(A) nu este conex�a.
� S�ir �̂ntr-un stat�iu topologic convergent c�atre dou�a puncte distincte.
� Mult�ime neconex�a din R având aderent�a conex�a.
� Mult�ime nevid�a din R ce coincide cu frontiera sa.
� Mult�ime compact�a num�arabil�a �̂n R.
� S�ir �̂n R având limita inferioar�a -1 �si limita superioar�a +1.
� S�ir �̂n R având limita inferioar�a 1 �si limita superioar�a +1.

II. Intreb�ari
� Exist�a �̂n (R; T0 ) mult�imi nevide f�ar�a nici un punct aderent? Dar f�ar�a nici un punct frontier�a?
� Pentru un spat�iu topologic discret, care este num�arul minim de mult�imi dintr-un sistem funda-

mental de vecin�at�at�i ale punctului x?
� Precizat�i funct�ia de vecin�at�at�i a topologiei discrete.
� Precizat�i funct�ia de vecin�at�at�i a topologiei indiscrete.
� Exist�a mult�imi din R2 având un num�ar �nit (nenul) de puncte interioare?
� O topologie T1 pe o mult�ime �nit�a este oare T2?
� Imaginea unei mult�imi deschise printr-o funct�ie continu�a f : R! R este deschis�a?
� Imaginea unei mult�imi �̂nchise printr-o funct�ie continu�a f : R! R este �̂nchis�a?
� Într-un spat�iu metric diametrul unei bile deschise B(x; r) este egal cu diametrul bilei �̂nchise

B[x; r]?
� Un spat�iu metric discret este complet?
� Exist�a mult�imi �nite care nu sunt compacte?
� Dac�a suma �si produsul a dou�a funct�ii f; g : R! R sunt continue, rezult�a c�a f �si g sunt continue?
� Este posibil ca o bil�a �̂nchis�a a unui spat�iu metric s�a �e mult�ime deschis�a?
� Este mult�imea f0; 1g � R conex�a �̂n R2 ?
� Exist�a spat�ii conexe având dou�a elemente?
� Este posibil ca �̂ntr-un spat�iu metric, reuniunea a dou�a bile deschise disjuncte s�a �e o bil�a �̂nchis�a?
� Exist�a mult�imi nevide, m�arginite A � R2 pentru care int(A) = A ?
� Exist�a mult�imi compacte deschise?
� X = [0; 1] cu topologia discret�a este compact?
� Este mult�imea Z rar�a �̂n (R; T0 )?
� X = R cu topologia discret�a este precompact?

III. Probleme de examen
� S�a se enumere toate topologiile pe mult�imeaX = fa; bg �si toate topologiile Hausdor� pe mult�imea

Y = fa; b; cg ,unde a 6= b 6= c 6= a.
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� Fie A = f(x; y) 2 R2 : jxj + jyj = 1g . S�a se arate c�a mult�imea A este conex�a �si �̂nchis�a �̂n R2 .
Precizat�i int(A).

� Fie X un spat�iu topologic, Y un spat�iu topologic Hausdor� �si A o submult�ime dens�a din X.
Ar�atat�i c�a dou�a funct�ii continuef; g : X ! R sunt egale dac�a �si numai dac�a restrict�iile funct�iilor f

�si g la mult�imea A coincid.
Este esent�ial�a condit�ia ca Y s�a �e Hausdor�?

� Fie d : N � N ! R; d(x; y) = j1=x � 1=yj: Ar�atat�i c�a d este metric�a �si c�a topologia indus�a de d
este cea discret�a. Este (N; d) complet?

� În spat�iul metric R2 cu metrica euclidian�a, not�am
D = f(x; y) 2 R2 : x2 + y2 � 1g , S = [0; 1]� f0g; A = DnS.
a) S�a se calculeze A ,int(A), fr(A). (Justi�care).
b) Este mult�imea Snf1=2; 0g conex�a?

� Fie(X; T ) un spat�iu topologic, A o submult�ime oarecare a lui X, G o submult�ime deschis�a �si F
o submult�ime �̂nchis�a.S�a se arate c�a:

a) A \G = A \G
b)int(F [ int(A)) = int(F [A)
c) Ar�atat�i c�a dac�a relat�ia de la a) are loc 8A � X atunci mult�imea G este deschis�a.

� Fie X;Y spat�ii topologice �si Z := X � Y dotat cu topologia produs. S�a se arate c�a dac�a
A � X;B � Y atunci:
a) A�B = A�Bb)int(A�B) = int(A)� int(B)
c) fr(A�B) = (fr(A)�B) [ (A� fr(B)).

� Fie X = fa; bg �si T = f;; X; fagg.
a) Ar�atat�i c�a �̂n spat�iul topologic (X; T ) �sirul a; b; a; b; a; :::
este convergent c�atre b dar nu converge c�atre a.
b) Spat�iul topologic (X; T ) are acelea�si �siruri convergente ca �si spat�iul topologic (X; T1) unde

T1 = f;; Xg .

� Fie X �si Y spat�ii topologice �sif : X ! Y continu�a. S�a se arate c�a dac�a X este secvent�ial compact
atunci f(X) este secvent�ial compact.

� Fie (X; d) un spat�iu semimetric �si A;B � X, nevide disjuncte. S�a se arate c�a dac�a A este �̂nchis�a
�si B compact�a atunci inffd(a; b) : a 2 A; b 2 Bg > 0. Dac�a ambele mult�imi sunt compacte atunci
in�mul precedent este atins. S�a se dea un exemplu de mult�imi �̂nchise disjuncte �̂n R pentru care acest
in�m nu este atins.

� S�a se arate c�a �̂ntr-un spat�iu topologic o mult�ime A este rar�a dac�a �si numai dac�a exist�a o mult�ime
deschis�a G astfel �̂ncât A � fr(G).

� Fie (xn )n2N , (yn )n2N �siruri de numere reale astfel �̂ncât (yn )n2N este strict cresc�ator având
limit�a +1. S�a se arate c�a:
lim infn!1

xn+1�xn
yn+1�yn � lim infn!1

xn
yn
� lim supn!1

xn
yn
� lim supn!1

xn+1�xn
yn+1�yn

TEORIA M�ASURII

I. Exemple
� Algebr�a A � P (N) care nu este �-algebr�a.
� S�ir descendent de mult�imi An pentru care limita �sirului �(An ) nu este egal cu m�asura intersect�iei

mult�imilor An .
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� M�asur�a exterioar�a pe N care nu este m�asur�a.
� Mult�ime in�nit�a din R având m�asur�a exterioar�a Lebesgue nul�a.
� Funct�ie integrabil�a Lebesgue care nu este integrabil�a Riemann.
� Mult�ime din R care nu este �̂nchis�a �si are m�asur�a Lebesgue nul�a.
� Funct�ie f : (0; 1)! R continu�a care nu este integrabil�a Lebesgue.
� Funct�ii f,g:R!R nem�asurabile Lebesgue a c�aror sum�a este m�asurabil�a Lebesgue.
� Funct�ie m�asurabil�a Lebesgue f : R! R care este limita unui �sir de funct�ii nem�asurabile Lebesgue.
� S�ir de mult�imi An din R pentru care �sirul funct�iilor caracteristice �An

converge punctual dar nu
converge �̂n m�asur�a.
� M�asur�a � : L(R)! R pentru care �(R) = 1.
� Inegalitate strict�a �̂n lema lui Fatou.
� Funct�ie f : R! R neintegrabil�a Lebesgue pentru care jf j este integrabil�a Lebesgue.
� Funct�ie f : R! R nem�arginit�a �si integrabil�a Lebesgue.

II. Intreb�ari
� Exist�a mult�imi din R nem�asurabile Lebesgue având m�asura exterioar�a Lebesgue nul�a?
� Exist�a mult�imi din R cu interior vid �si de m�asur�a Lebesgue nenul�a?
� Exist�a funct�ii etajate �si continue f : R! R care nu sunt constante?
� Este orice funct�ie f : R! R continu�a m�asurabil�a Lebesgue? Dar integrabil�a Lebesgue?
� Este m�asura exterioar�a Lebesgue pe R o m�asur�a (de�nit�a pe P(R))?
� Este o mult�ime �nit�a din R m�asurabil�a Lebesgue?
� Este aderent�a unei mult�imi nem�asurabile Lebesgue din R o mult�ime m�asurabil�a Lebesgue?
� Este interiorul unei mult�imi nem�asurabile Lebesgue din R o mult�ime m�asurabil�a Lebesgue?
� Dac�a un �sir de funct�ii integrabile Lebesgue fn :R!R converge uniform c�atre 0, este �sirul

(
R
fnd�)n2N convergent?
� Poate � o mult�ime de nivel a unei funct�ii nem�asurabile Lebesgue f:R!R o mult�ime m�asurabil�a

Lebesgue?
� Exist�a mult�imi boreliene din R care nu sunt nici deschise nici �̂nchise?
� Poate � scris�a o mult�ime nem�asurabil�a Lebesgue din R ca reuniune nenum�arabil�a de mult�imi

m�asurabile Lebesgue?
� Exist�a algebre care nu sunt �-algebre?
� Exist�a �̂n R2 mult�imi nenum�arabile având m�asur�a Lebesgue nul�a?
� Este produsul a dou�a funct�ii integrabile Lebesgue o funct�ie integrabil�a Lebesgue?
� Dac�a f este o funct�ie A-etajat�a care nu se anuleaz�a, este funct�ia 1=f A-etajat�a?
� Exist�a �̂n Rm mult�imi deschise, nevide având m�asura Lebesgue nul�a?
� Poate � scris�a funct�ia f : R ! R, f(x) = x ca limita punctual�a a unui �sir cresc�ator de funct�ii

etajate?
� Poate � reuniunea a dou�a mult�imi nem�asurabile Lebesgue din R o mult�ime m�asurabil�a Lebesgue?
� Este m�asura de num�arare o m�asur�a complet�a?
� Este limita punctual�a a unui �sir descresc�ator de funct�ii integrabile nenegative o funct�ie integra-

bil�a?
� Exist�a funct�ii nenule f pentru care f+ = f� ?

III. Probleme de examen
� S�a se arate c�a funct�ia f:[0,1)!R, f(x) := e�[2x] este m�asurabil�a Lebesgue( [�] �ind funct�ia "parte

�̂ntreag�a" ).
S�a se calculeze

R
fd�.

� S�a se calculeze:
a) limn!1

R
(0;1)

n ln(1 + e�x

2n )d�(x)

b) h0(0), unde h(t) =
R
(1;1)

(x100 + t)�1d�(x), (t > �1)

� Fie f : R! R; f(x) =
P1

n=1
x

n(n+1)2�[n;2n](x):

S�a se arate c�a f este m�asurabil�a Lebesgue �si s�a se calculeze
R
fd�

3



� a) S�a se arate c�a familia mult�imilor boreliene din Rm coincide cu �-algebra generat�a de familia
mult�imilor compacte.
b) S�a se arate c�a :
B(R) = �f(a; b) : a; b 2 R; a < bg = �f[a; b) : a; b 2 R; a < bg .

� Fie A � R o mult�ime m�asurabil�a Lebesgue având m�asura �nit�a. S�a se arate c�a aplicat�ia f : R!
R, f(x) = �(A \ (�1; x]) este continu�a. Calculat�i limitele acestei funct�ii �̂n -1 �si +1.

� a)S�a se arate c�a funct�iile monotone �si funct�iile derivate de�nite pe R sunt m�asurabile Lebesgue.
b) O funct�ie f : R! R pentru care f(R) este �nit�a este m�asurabil�a Lebesgue?

� Fie (X;A) un spat�iu m�asurabil �si fn : X ! R un �sir de funct�ii A-m�asurabile. S�a se arate c�a
mult�imea punctelor din X �̂n care �sirul fn are limit�a este m�asurabil�a (i.e. apart�ine lui A).

� Fie E � R un interval nedegenerat �si f; g : E ! R dou�a funct�ii continue. S�a se arate c�a dac�a
f = g �-a.p.t. atunci f = g.

� Fie (X ; A; �) un spat�iu cu m�asur�a �nit�a �si fn : X ! R un �sir de funct�ii integrabile uniform
convergent c�atre funct�ia f : X ! R. S�a se arate c�a f este integrabil�a �si

R
fnd� !

R
fd�. R�amâne

valabil rezultatul dac�a �(X) =1 ?

� Fie Y = L1([0; 1];L; �) �si d : Y � Y ! R,
d(f; g) =

R jf�gj
1+jf�gjd� . S�a se arate c�a:

a) d este semimetric�a.
b) Dac�a fn ! f �-a.p.t atunci fn ! f �̂n sensul semimetricii d. Are loc �si reciproca?

� Fie f :! [0; �=2] f(x) =

�
sin(x2) dac�a cosx 2 Q
x4 dac�a cosx 2 RnQ : S�a se studieze integrabilitatea Riemann

�si Lebesgue a funct�iei f .

Observat�ii:
1. Pentru exemple va trebui precizat (dac�a este cazul) �si spat�iul topologic sau spat�iul cu m�asur�a.
2. Pentru intreb�ari se va da o justi�care (scurt�a) in caz a�rmativ sau un contraexemplu �̂n cazul

când r�aspunsul este negativ.
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