South Eastern European Mathematical
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Fie n un numér natural nenul gi f: R — R\ {0} o functie satisfacand f(2014) = 1 — f(2013).

Fie x1,...,x, numere naturale distincte. Daca
L+ f(z1)  f(=2) f(z3) f(zy)
flx) 1+ fz2)  flzs) f(zy)
f(x1) flz2) 1+ f(xs) fl@n) =9
fa)  fa) S 1+ )

aratati cd f nu este continué.
Se considera girul (x,) definit de

T1 =2, Tpi =

Tp+ 1+ /22 +22,+5
2 b

Demonstra‘gi ci sirul y, = >0, x2 7, n > 2 este convergent si calculati limita sa.
Fie A € M, (C) si a € C, a # 0 astfel incat A — A* = 2al,,, .unde A* este transpusa conjugatei matricei
A (adlca A* = (A)).
a) Ardtati cd |det A| > |a|”
b) Aritati ci dacd |det A| = |a|™ atunci A = al,.
" arctg £
a) Ardtati ca lim, n/ A dor = 72r
0

2(a? +1) 2
" arctg s
leulati lim,, o ~ ).
b) Calculati lim,, n (/0 @2 D) dz 2)

Solutii.
(neoficiale; am decis postarea lor intrucdt din pacate solutiile oficiale nu au fost difuzate).

Determinantul se calculeaza simplu adunénd ultimele n — 1 coloane la prima coloana obtinand

1 fx) flzs) oo f(za)
o1+ f(ze)  flws) ... flxn)

L+ fz) +-+ flza) | b @) 1+ f@s) o flan) | =
1 fx) flzs) oo 14 f(zy,)
1 0 0 . 0
1 1 0 . 0
1 0 1 0

(14 f(z1) + -+ flzn) =14 f(z)+ -+ f(zn).
1 00 ... 1
(S-a adunat prima coloand inmultitd cu —f(x2) la a doua coloani etc.)
Din conditia 1+ f(z1) + -+ f(z,) = 0 deducem ci existd k € {1,...n} astfel incat f(xy) < 0, iar din
conditia f(2013)+ f(2014) = 1 obtinem cd f(2013) > 0 sau f(2014) > 0. Daca f ar fi continud, din proprietatea
lui Darboux ar rezultd ci f ia gi valoarea 0 ceea ce contrazice ipoteza f : R — R\ {0}.

[2.] Notam f : [0,00) — [255, 00), f(z) = TtleyV/zE2ess

Avemf( )>r+1 = pp1 >+l = 2, 20+ 1 = 3, — 00.
2

Se constatd ugor cd f este bijectiva si cd f(z) =y < x = y_Ty_l

2
: : _ y y 1 _ -1 1y oy—141 1
Din relatia x = ¥—— — z 4+ 1= TR ey fry s v fie iy §

11 _ :
Deci 75 = 17— y+1 Inlocuind aici # = x, si y = f(xx) = o1 obtinem

1 1 1

w%+171_xk+1_xk+1+1

oY) . n 1 _ 1 1 : :
Prin insumare (,telescopica”) obtinem ), _, pr B lrres Sl s i deci



- rn+1°

wn

n 1 _ 1 11 1,1 _ 1 _

D k=1 z7-1 7 ai-1 T o T 37T 3 T w1
n 1 2

Darxn—M)o — Zk:lﬁ_)?

3.]A— A" =2al, = A* = A—2al, = AA* = A*A.

Asadar matricea A este normald si deci existd o matrice unitard U (adica UU* = I,,) si o matrice diagonald
D astfel incat A = U~'DU.

Rezultd A* = U*D*(U~Y)* = U~ 1D*(U*)* = U~ D*U.

Avem deci A— A* = 2al,, <= U YD-D*)U =2al,, <= D—D*=U(2al,)U~! <= D-D*=2al,.

Daci notam cu dj, elementele de pe diagonala matricei D rezulta dy, — dj, = 2a, Vk € {1,...,n}.

Egaland partile reale si imaginare obtinem 0 = 2Rea, 2Im dy, = 2Ima. Asadar existd oy € Rgi 8 € R astfel
incat a = if i dx, = ay + 0.

a) Avem |det Al = |dy - --dy| = |ay + 8]~ | + 8] = \Ja? + 52—y [a2 + 2

> |8]--18] = B]" = lal”

b) In inegalititile precedente avem ,=" ddaci oy, =0, Vk € {1,...,n}

— d,=i8=a = D=ual, = A=U"'al,U=0aU U =al,.

sl 0<t<1
a) Considerdm functia f: [0,00) = R, f(t) =< 1, t=0

0, t>1
Avem 0 < f < 1si f este continui pe [0, 1].

. " arctg 0o f(2)
Obglnem n\/o W f 2+1 dx.
%)

2+1 241
Cu teorema convergentei dominate utilizand f(£) — f(0) = 1 obtinem:

lim,, o foo §§+i dx = fo 2+1 dz = 7.

Avem

si functia z — m%ﬂ este integrabild pe [0, 00).

b) Folosind notatia de la a), cu schimbarea de variabild z/n = t avem:

)
" arcte, .o 1) o £(2) )
e n/o (5527+n1) do—§ = fg iy do— [ ol do = [ gy do— [§ ooty do— [T oy do
f 1 1
= f: (2+1 dz —arctg - = n [, fz?z_H arctg%.
Definim functia g(t) = % = a“tt%t L (0<t<1)sig(0)=limyg arCtt%t—t - _
g este continud pe [O 1].
Rezultd a,, = fol n®9(t) gy arctg% si deci

1
3

2t2+1
1
nan, = |, T,Ilzttzgfl dt — narctg +.
Dar Z;ﬁz—l)’ <g(®)] si limy,— oo %zg_i_(tl) = g(t) pentru 0 < ¢t < 1.

Aplicand din nou teorema convergentei dominate rezulta
hmn_,oonan—fo ydt—1= fg%dt—lz(—%—ké)—l:—’%z
(ultima integrald s-a calculat simplu prin pérti).

V. Anisiu (UBB Cluj)



