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1. Fie n un număr natural nenul şi f : R→ R�{0} o funçtie satisfăcând f(2014) = 1− f(2013).
Fie x1, . . . , xn numere naturale distincte. Dacă∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 + f(x1) f(x2) f(x3) f(xn)
f(x1) 1 + f(x2) f(x3) f(xn)
f(x1) f(x2) 1 + f(x3) f(xn)
...

...
...

. . .
...

f(x1) f(x2) f(x3) 1 + f(xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

arătaţi că f nu este continuă.
2. Se consideră şirul (xn) definit de

x1 = 2, xn+1 =
xn + 1 +

√
x2n + 2xn + 5

2
, n ≥ 2.

Demonstraţi că şirul yn =
∑n
k=1

1
x2k−1

, n ≥ 2 este convergent şi calculaţi limita sa.

3. Fie A ∈Mn(C) şi a ∈ C, a 6= 0 astfel încât A−A∗ = 2aIn, .unde A∗ este transpusa conjugatei matricei
A (adică A∗ = (Ā)t).

a) Arătaţi că |detA| ≥ |a|n .
b) Arătaţi că dacă |detA| = |a|n atunci A = aIn.

4. a) Arătaţi că limn→∞ n

∫ n

0

arctg x
n

x(x2 + 1)
dx =

π

2
.

b) Calculaţi limn→∞ n

(∫ n

0

n
arctg x

n

x(x2 + 1)
dx− π

2

)
.

Solu̧tii.
(neoficiale; am decis postarea lor întrucât din p̆acate soluţiile oficiale nu au fost difuzate).

1. Determinantul se calculează simplu adunând ultimele n− 1 coloane la prima coloană obţinând

(1 + f(x1) + · · ·+ f(xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 f(x2) f(x3) . . . f(xn)
1 1 + f(x2) f(x3) . . . f(xn)
1 f(x2) 1 + f(x3) . . . f(xn)
...

...
...

. . .
...

1 f(x2) f(x3) . . . 1 + f(xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(1 + f(x1) + · · ·+ f(xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 . . . 0
1 1 0 . . . 0
1 0 1 . . . 0
...
...
...
. . .

...
1 0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1 + f(x1) + · · ·+ f(xn).

(S-a adunat prima coloană înmuļtită cu −f(x2) la a doua coloană etc.)
Din condi̧tia 1 + f(x1) + · · · + f(xn) = 0 deducem că există k ∈ {1, . . . n} astfel încât f(xk) < 0, iar din

condi̧tia f(2013)+f(2014) = 1 obţinem că f(2013) > 0 sau f(2014) > 0. Dacă f ar fi continuă, din proprietatea
lui Darboux ar rezultă că f ia şi valoarea 0 ceea ce contrazice ipoteza f : R→ R�{0}.

2. Notăm f : [0,∞)→ [ 1+
√
5

2 ,∞), f(x) = x+1+
√
x2+2x+5
2 .

Avem f(x) > x+ 1 =⇒ xn+1 > xn + 1 =⇒ xn ≥ n+ 1 =⇒ xn →∞.
Se constată uşor că f este bijectivă şi că f(x) = y ⇐⇒ x = y2−y−1

y .

Din relaţia x = y2−y−1
y =⇒ x+ 1 = y2−1

y =⇒ 1
x+1 = y

y2−1 = y−1+1
y2−1 = 1

y+1 + 1
y2−1 .

Deci 1
y2−1 = 1

x+1 −
1
y+1 . Înlocuind aici x = xk şi y = f(xk) = xk+1 obţinem

1

x2k+1 − 1
=

1

xk + 1
− 1

xk+1 + 1

Prin însumare („telescopică”) obţinem
∑n
k=2

1
x2k−1

= 1
x1+1

− 1
xn+1

şi deci

1



∑n
k=1

1
x2k−1

= 1
x21−1

+ 1
x1+1

− 1
xn+1

= 1
3 + 1

3 −
1

xn+1
= 2

3 −
1

xn+1
.

Dar xn →∞ =⇒
∑n
k=1

1
x2k−1

→ 2
3 .

3. A−A∗ = 2aIn =⇒ A∗ = A− 2aIn =⇒ AA∗ = A∗A.
Aşadar matricea A este normală şi deci există o matrice unitară U (adică UU∗ = In) şi o matrice diagonală

D astfel încât A = U−1DU.
Rezultă A∗ = U∗D∗(U−1)∗ = U−1D∗(U∗)∗ = U−1D∗U.
Avem deci A−A∗ = 2aIn ⇐⇒ U−1(D−D∗)U = 2aIn ⇐⇒ D−D∗ = U(2aIn)U−1 ⇐⇒ D−D∗ = 2aIn.
Dacă notăm cu dk elementele de pe diagonala matricei D rezultă dk − dk = 2a, ∀k ∈ {1, . . . , n}.
Egalând păŗtile reale şi imaginare obţinem 0 = 2 Re a, 2 Im dk = 2 Im a. Aşadar există αk ∈ R şi β ∈ R astfel

încât a = iβ şi dk = αk + iβ.

a) Avem |detA| = |d1 · · · dn| = |α1 + iβ| · · · |αn + iβ| =
√
α21 + β2 · · ·

√
α2n + β2

≥ |β| · · · |β| = |β|n = |a|n
b) În inegalităţile precedente avem „=”ddacă αk = 0, ∀k ∈ {1, . . . , n}
=⇒ dk = iβ = a =⇒ D = aIn =⇒ A = U−1aInU = aU−1U = aIn.

4. a) Considerăm funçtia f : [0,∞)→ R, f(t) =


arctg t
t , 0 < t ≤ 1

1, t = 0
0, t > 1

.

Avem 0 ≤ f ≤ 1 şi f este continuă pe [0, 1].

Obţinem n

∫ n

0

arctg x
n

x(x2 + 1)
dx =

∫∞
0

f( xn )

x2+1 dx.

Avem
∣∣∣ f( xn )x2+1

∣∣∣ ≤ 1
x2+1 şi funçtia x 7→

1
x2+1 este integrabilă pe [0,∞).

Cu teorema convergenţei dominate, utilizând f( xn )→ f(0) = 1 obţinem:

limn→∞
∫∞
0

f( xn )

x2+1 dx =
∫∞
0

1
x2+1 dx = π

2 .

b) Folosind notaţia de la a), cu schimbarea de variabilă x/n = t avem:

an = n

∫ n

0

arctg x
n

x(x2 + 1)
dx− π

2 =
∫ n
0

f( xn )

x2+1 dx−
∫∞
0

1
x2+1 dx =

∫ n
0

f( xn )

x2+1 dx−
∫ n
0

1
x2+1 dx−

∫∞
n

1
x2+1 dx

=
∫ n
0

f( xn )−1
x2+1 dx− arctg 1

n = n
∫ 1
0
f(t)−1
n2t2+1 dt− arctg 1

n .

Definim funçtia g(t) = f(t)−1
t2 = arctg t−t

t3 , (0 < t ≤ 1) şi g(0) = limt→0
arctg t−t

t3 = − 13 .
g este continuă pe [0, 1].

Rezultă an =
∫ 1
0
nt2g(t)
n2t2+1 dt− arctg 1

n şi deci

nan =
∫ 1
0
n2t2g(t)
n2t2+1 dt− n arctg 1

n .

Dar
∣∣∣n2t2g(t)n2t2+1

∣∣∣ ≤ |g(t)| şi limn→∞
n2t2g(t)
n2t2+1 = g(t) pentru 0 < t ≤ 1.

Aplicând din nou teorema convergenţei dominate rezultă
limn→∞ nan =

∫ 1
0
g(t) dt− 1 =

∫ 1
0
arctg t−t

t3 dt− 1 =
(
−π4 + 1

2

)
− 1 = −π+24

(ultima integrală s-a calculat simplu prin păŗti).

V. Anisiu (UBB Cluj)

2


