Concursul ,,Traian Lalescu”
Universitatea ,,Babeg-Bolyai”, Cluj-Napoca, 10 mai 2011

Rezolvati la alegere 5 din cele 7 probleme propuse, fiecare pe o foaie separata.
Timp de lucru: 2 ore.

Fie (G,-) un grup cu proprietatea ca Vz,y,a,b,u € G pentru care xuy = aub, rezultd
xy = ab.
Aratati ca grupul G este comutativ (abelian).

Fie m € N (m > 1) si functia f : R™ — R™ cu proprietatea ca oricare ar fi elementele
x,y € R™ pentru care ||z — y|| € Q rezulta ||f(z) — f(y)|| = |l — y]| -
a) Pentru m = 1 gésiti un exemplu de functie f discontinud cu proprietatea de mai sus.
b) Aratati ca pentru m > 2, Vo, y € R™ = ||f(z) — f(y)|| = ||z —v|| .
(||z|| noteaz& norma euclidiana i.e. ||(zy,...,7n)|| = V22 + ... + 22)).

n—1 n
k
Se considera girul de numere reale z,, = g <— , n > 1. Ardtati ca sirul este convergent
n

k=1
si calculati limita sa.

Se noteaza cu Z multimea triunghiurilor isoscele din plan. Pentru 7' € 7 se noteaza cu
h(T') lungimea indltimii corespunzitoare bazei triunghiului 7" si cu e(7) lungimea inaltimii
corespunzatoare laturilor congruente.

Arétati ¢ nu existd nicio functie f : Ry — R astfel incat h(T) < f(e(T)), VT € Z.

Fie k,n numere intregi astfel incat 2 < k& < n. Se noteaza cu F' multimea functiilor strict
crescatoare f: {1,2,....k} — {1,2,....,n}.

Calculati max <1Srin§i’£1_1 (fli+1)— f@))

O matrice 3 x 3 are elemente aleatoare din corpul Zy = {0, 1}. Care este probabilitatea ca
matricea si fie inversabild in inelul M3(Zy)?

Pe multimea permutarilor de ordin n (notatd cu S,,) definim functia f : S, x S, — R,
flo,7) = > |o(k) — 7(k)| . Precizati multimea valorilor functiei f, adicd f(S, x S,).
k=1



Solutii.

Avem zx~ly = yr~lz. Rezultd zy = yx.

b) Fie z,y arbitrare. Notdm z = (z + y)/2 (mijlocul segmentului). Exista z, — z astfel
incat ||z, — | = ||z, — y|| € Q.

1 (@) = FWI < 1 (@) = )l + 17 (zn) = F@ = Nz = zall + |20 — ]

o=+ e -yl =Tl -yl

Asadar(|f(z) = f(y)]| < [z —yll.

Fie acum y,, — y cu ||z — y,|| € Q (e usor de vazut folosind densitatea lui Q in R c& astfel
de y,, exista).

Avem [|f(x) = fFW)Il = I/ (x) = )l = I1f (wn) = FWI = Nz = ynll = 1f (wm) = FW)I =

2 = ynll = llyn — yll = llz = yl|. Deci are loc si |[f() — f(y)[| = [l= =yl q.e.d.

n—1 n n
k k
T, = E (1 - —) . Avem (1 — —) <eFsideciz, <e'+e 4. +e ™D Rezultd
n n

k=1
limsupz, <Y oo e =1/(e—1).
1\" 2\" n
Pentru p € N fixat si n > p avem z,, > <1 — —) + <1 — —> + ...+ (1 — B) . Rezulta
n n n
liminfz, > e*+e?+..4+¢e? Pentru p - oo = liminfz, > 1/(e — 1). Deci
limz, =1/(e —1).

Fie T = AABC cu [AB] = [AB]. Notand a = ||BC|| si u = m(B), rezulti h(T) =
a/2tan(u), e(T) = asin(u).

Rezulta a/2tan(u) < f(asin(u)), Va > 0, u € (0,7/2). Ludnd @ = 1/sin(u) se obtine
tan(u)/(2sin(u)) < f(1), iar pentru u — 7/2 = oo < f(1), contradictie.

Pentru f € F, notdm My = min (f(i+1) — f(4)). Rezulta (k — 1)M; < f(k) — f(1) <

1<i<k—1
n —1sideci My < [” 1}.

Rezulta ca pentru maximul cautat M avem M < [ - 1] =: h. Aratam M = h deci ca exista
[ € F astfel incat My = h = [#=1]. Luam f(1) =1, f(2) =1+h, f(3) =1+ 2h,..., f(k) =
1+ (k—=1)h.

Matricea este inversabila ddaca are coloanele liniar independente peste Zs. Prima coloana
poate fi aleasd in 23 —1 moduri. A doud coloana in 2% —2 moduri (pentru a fi liniar independenta

de prima). Pentru ultima coloand avem 23 — 4 posibilitati dacd primele doud sunt deja alese.
Probabilitatea este 7 - 6 - 4/2% = 21/64.

fz
g(o) = ;I() kl.

g(0) este numdr par cici g(o) = > (o(k) — k) = 0 (mod 2) si max g se obtine pentru per-
k=1

2 2
mutarea oo(k) =n+1—k (k € {1,2,...,n}); g(0p) = {%} . Se obtine g(S,,) = {0,2, o {%} } :
aratand cd dacd m = g(o) € g(S,), m >0 = m —2 € ¢(S,), modificand convenabil per-

mutarea o.

f(t7'0,e) unde e este permutarea identica deci e suficient a calcula g(S,), unde



Problema suplimentara (ne-propusa)

Gasiti un polinom monic f(x) astfel incat ecuatia f(z) = 0 nu are rddacini in Z dar pentru
orice p numar prim ecuatia f(z) = 0 are solutii in Z,.
Solutie.

a) Dacd p =2, fi(z) = 2? + 1 are ridécini in Z, (e.g. x = 1)

b) Dacd p = 4k + 1 atunci fi(z) = 2 + 1 are radécini in Z, cici

¢) Dacd p = 8k + 7 atunci fa(z) = 2* — 2 are radécini in Z, cici (7%) =
d) Dacd p = 8k + 3 atunci f3(z) = 22 + 2 are radécini in Z,

cici | (37) =1 <= p= M8+ 1sau M8 +3

Deci se poate lua f(x) = (22 + 1) (22 — 2) (22 + 2).




