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Rezolvaţi la alegere 5 din cele 8 probleme propuse, �ecare pe o foaie separat¼a.
Timp de lucru: 3 ore.

1. Fie (G; �) un grup �nit având elementul neutru e pentru care exist¼a un automor�sm f cu
propriet¼a̧tile
(1) Pentru x 2 G; f(x) = x () x = e:
(2) f(f(x)) = x; 8x 2 G:
a) G¼asi̧ti un exemplu de grup şi un automor�sm care s¼a veri�ce condi̧tiile (1) şi (2).
b) Demonstra̧ti c¼a grupul G este comutativ.

2. Fie n � 2 un num¼ar natural �xat şi
D = f(x1; x2; : : : ; xn) 2 Rn : 0 � x1 � � � � � xn; x1x2 + x2x3 + � � �+ xn�1xn + xnx1 = 1g:
G¼asi̧ti minimul funçtiei f : D ! R; f(x1; : : : ; xn) = x1 + � � �+ xn:

3. Fie (an) un şir de numere reale pentru care seria
1X
n=1

an
n
converge.

Ar¼ata̧ti c¼a lim
n!1

a1 + a2 + � � � an
n

= 0:

4 Pentru n 2 N� se noteaz¼a cu h(n) num¼arul k-uplelor (a1; a2; : : : ; ak); unde k 2 N�; şi
a1; : : : ak 2 N veri�c¼a
a1 � a2 � � � � ak � 2 şi a1a2 � � � ak = n: (De exemplu h(20) = 4 deoarece exist¼a 4 astfel de

k-uple: (20); (10; 2); (5; 4) şi (5; 2; 2)). Calcula̧ti
1X
n=1

h(n)

n2
:

5. Fie (an) un şir descresc¼ator cu termeni pozitivi cu proprietatea c¼a exist¼a o in�nitate de

indici n pentru care an �
1

n
:

Ar¼ata̧ti c¼a exist¼a N 2 N astfel încât a1 + a2 + � � � aN > 2009:

6. Fie matricele A;B;C 2Mn(C) satisf¼acând rela̧tia

ABC + AB +BC + AC + A+B + C = O

Ar¼ata̧ti c¼a A comut¼a cu B + C dac¼a şi numai dac¼a A comut¼a cu BC:

7. La un turneu de tenis particip¼a n juc¼atori, �ecare doi juc¼atori jucând un singur meci
împreun¼a. Notând cu a1; a2; :::; an num¼arul victoriilor celor n participaņti şi cu b1; b2; :::; bn
num¼arul înfrângerilor, ar¼ata̧ti c¼a a21 + a

2:
2 + � � �+ a2n = b21 + b22 + � � �+ b2n:

8. Fie f : R! R o funçtie derivabil¼a cu proprietatea c¼a lim
x!1

(f(x) + f 0(x)) = 1: Ar¼ata̧ti c¼a

lim
x!1

f(x) = 1:
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