Concursul ,, Trajan Lalescu” - anul I
Universitatea ,,Babes-Bolyai”, Cluj-Napoca, 5 mai 2009

Rezolvati la alegere 5 din cele 8 probleme propuse, fiecare pe o foaie separata.
Timp de lucru: 3 ore.

Fie (G,-) un grup finit avand elementul neutru e pentru care exista un automorfism f cu
proprietatile

(1) Pentruz € G, f(z) =2 <= z=e.

(2) f(f(x)) ==, V2 eG.

a) Gasiti un exemplu de grup si un automorfism care sa verifice conditiile (1) si (2).

b) Demonstrati cd grupul G este comutativ.

Fie n > 2 un numar natural fixat si
D = {(Il;l‘%...,l’n) ER": 0z <+ < T, T1T9 + ToX3 + -+ + Tp 1Ty + Tpxy = 1}
Gasiti minimul functiei f: D - R, f(xy,...,2,) =21+ - + Xp.
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Fie (a,) un sir de numere reale pentru care seria E — converge.
n

n=1
T ¢ W e
Aratati ca lim " =0.
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Pentru n € N* se noteaza cu h(n) numarul k-uplelor (aq,as,...,ax), unde k € N* si
ai, . ..ay € N verifica
a; > ag > ---ap > 2 si ajag - -ax = n. (De exemplu h(20) = 4 deoarece exista 4 astfel de

k-uple: (20),(10,2), (5,4) si (5,2,2)). Calculati ZK;)
n

n=1

Fie (a,) un sir descrescitor cu termeni pozitivi cu proprietatea cd existd o infinitate de

indici n pentru care a, > —.
n
Aratati ca exista N € N astfel incat aq; + as + -+ - ay > 2009.

Fie matricele A, B,C € M, (C) satisficand relatia

ABC+AB+BC+AC+A+B+C=0

Aratati ca A comuta cu B + C daca gi numai daca A comuta cu BC.

La un turneu de tenis participa n jucatori, fiecare doi jucatori jucdnd un singur meci
impreuna. Notand cu ay,as, ..., a, numarul victoriilor celor n participanti si cu by, b, ..., b,
numarul infrangerilor, ardtati ca a? + a3 + -+ + a2 = b? + b3 + -+ - + b2.

Fie f : R — R o functie derivabild cu proprietatea ca lim (f(z)+ f'(x)) = 1. Aratati ca

lim f(z) = 1.



