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Prefata

Prezenta carte poate fi consideratd deopotriva o editie noua a lucrarii
FEcuatii cu derivate partiale, Transilvania Press, Cluj, 1997, cat si un
nou tratat consacrat ecuatiilor cu derivate partiale.

Practic, intregul continut al lucririi din 1997 se regiiseste intre coperti-
le actualei carti, dar intr-o formé noud datorate unei ample restructuriri
si regandiri a materialului. Acestea au fost facute din dorinta de a oferi
studentilor care iau contact prima data cu aceasta disciplina un material
introductiv, unitar, accesibil, dar totodata suficient de bogat. Am dorit
s& rispundem acestui scop in Partea I a cirtii. Cititorul giseste aici o
introducere elementard in ecuatii cu derivate partiale liniare, in cadrul
analizei matematice clasice, fara folosirea notiunii de distributie. Totusi,
am considerat util ca in aceastd primi parte si explicim necesitatea in-
troducerii notiunii de solutie generalizata sau slaba a problemelor la
limita. Aceste solutii se cauta in spatii de functii mai largi decat spatiile
uzuale de functii continuu diferentiabile, obtinute prin completare in ra-
port cu norma energetica atagata problemei la limita corespunzatoare.

Existd in literaturd un numir apreciabil de manuale de introduce-
re in teoria ecuatiilor cu derivate partiale. Dintre acestea recomandim
lucririle in limba roméans: Barbu [3], Haimovici [17], Harfigus [18], If-
timie [21], Kalik [23], Mihlin [29], Precup [39], Sobolev [50], Szilagyi [52],
Tihonov-Samarski [55], Trif [56] si Vladimirov [57]. Dintre tratatele
in limbile englezi si francezd indicdm: Di Benedetto [10], Dieudonné
[11], Egorov—Shubin [13], Folland [14], Hérmander [19], John [22], Logan
[28], Mikhailov [30], Mizohata [31], Nirenberg [34], Rauch [43], Schwartz
[48] si Shimakura [49], De asemenea indicam culegerile de probleme
Vladimirov s.a. [58] si Pikulin—Pohozaev [37].

Partea II se adreseaza studentilor care urmeaza un al doilea curs
de ecuatii cu derivate partiale, masteranzilor si doctoranzilor in Ecuatii
diferentiale, Analiza functionald neliniara si Matematica aplicata. Aici
se prezinta teoria distributiilor, teoria spatiilor Sobolev si rezultate avan-
sate in domeniul ecuatiilor cu derivate partiale neliniare. Cititorul care
va parcurge pana la capat aceastd parte va constata preferinta autorului
pentru modul de abordare operatorial. Acesta permite tratarea unitara
a problemelor la limita neliniare, fie ca este vorba de probleme de evolutie
(parabolice sau hiperbolice), fie de ecuatii de echilibru. Teoria liniara
servegte construirii ecuatiilor operatoriale si identificarii proprietatilor



operatorilor solutie asociati problemelor la limita pentru ecuatii neo-
mogene. Aceste proprietati sunt mai apoi combinate cu proprietatile
termenilor neliniari perturbatori ai ecuatiilor, pentru a face posibila apli-
carea rezultatelor de teoria operatorilor neliniari. Prin aceasta parte am
dorit s& introducem cititorul interesat in teoria moderna a ecuatiilor cu
derivate partiale si de a-1 sensibiliza in legituri cu cercetarea actuald in
domeniu. O panorama extrem de interesanta asupra marilor teme ale
teoriei ecuatiilor cu derivate partiale si asupra contributiilor majore la
aceasta teorie poate fi gasita in lucrarea Brezis-Browder [6].

Credem ca structurarea pe doua parti, va face cartea utila si acce-
sibila unui numar cat mai mare de cititori: studenti, masteranzi, doc-
toranzi si cercetatori interesati de Ecuatii cu derivate partiale, Analiza
functionala neliniara, Matematica aplicata si Modelare matematica.
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Capitolul 1
Generalitati

1.1 Operatori diferentiali fundamentali

a) Operatorul de derivare partiala D

Fie a € N, a = (a1, a2, ..., a) un multi-indice. Notam |a| = 377, a;
si definim operatorul

dloly,

o3} a2 on
0x]"'0x5°... Oxy

DYl (Q) - C(Q), D% =

care unei functii u ii atageaza derivata partiala de ordinul || in raport
cu z1 de oy ori, cu x9 de ay ori, ..., cu z,, de a,, ori.
v _ . . _ . o o
De exemplu, daca o = 0 pentru j # k si a; = 1, atunci D = I

v . . . 2
De asemenea, daca a; = 0 pentru j # k si o, = 2, atunci D = 88?.
k

. . . b
In general, D® se poate obtine prin compunerea operatorilor 9y
j=1,2,...,n, anume

o 0\ 0 \*? o \*

D% = f

Ecuatia

este cea mai simpla ecuatie cu derivate partiale de ordinul |« .

b) Gradientul

Ou Ou Ou
:CL(Q) - C (R == = .., — |-
Vi@ - C@RY, V= (gt L )

13
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c¢) Divergenta
div: CY (U R?) — C(Q), divv= zn:%
. ) 9 = 3%
unde v = (vq, Vo, ..., V) .
d) Operatorul lui Laplace (laplaceanul)
Laplaceanul se defineste ca fiind divergenta gradientului, adica
" 0%u

A:C?*(Q)—C(Q), Au=divVu= 5 -
Ox7

j=1
Ecuatia
Au=f
se numeste ecuatia lui Poisson, iar
Au=20

este ecuatia lui Laplace. O solutie oarecare u € C?(Q) a ecuatiei lui
Laplace, se spune ca este functie armonicd pe ).

e) Operatorul de derivare dupd o directie

Fie v € R", [u| = 1 un vector unitar (versorul unei directii in R™).
Definim operatorul

0 i ou B
S CHO) - C(Q), oo (@)= (Vul@), ).
Este ugor de aratat ca
8—u(x) = lim u(@+tv) —u(x)’ x € Q.
ov t—0+ t

Numarul %Z () se numeste derivata lui u dupa directia v, in punctul z.

Un rol important il are derivata dupi directia normalei intr-un punct
al suprafetei 9. Pentru a putea insi vorbi de normala intr-un punct al
frontierei 92, este necesar ca € si aibi o anumiti ,,netezime” in sensul
pe care il precizim mai jos.
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Fie k un numar natural nenul. Spunem ca o multime deschisa 2 C
R"” este de clasd C* daci pentru orice punct zg € 9 existd r > 0 si o
functie ¢ € C* (B, (x9) ; R) astfel incat

Ve (z) #0 pentru orice z € B, (zg),
QN By (z0) = {z € By (w0) : ¢ (x) <0},
(R"\ Q)N B, (z9) ={x € By (xg) : ¢ (x) >0}.

Se spune ci Q este de clasd C>, daci Q este de clasd C* pentru orice
k€ N\ {0}.
Daca Q este de clasa C', atunci vectorul

1
v(z) = va (x)

se numeste versorul nmormalei (exterioare) la dQ in punctul z (z €
B, (x9) N 09Q). In plus v € C (B, (zo);R"). Daci Q este de clasa C*
(2 <k <o0), atunci v € C¥~1 (B, (z9) ; R").

Urmatorul rezultat de analiza matematica, teorema divergentei sau
teorema lui Gauss—Ostrogradski, este fundamental pentru teoria clasica
a ecuatiilor cu derivate partiale.

Teorema 1.1 (Gauss—Ostrogradski) Fie Q@ C R"™ o multime deschisa,
mdrginitd si de clasa O si fie v € CH(Q; R™). Atunci

/{m (v,v)do = /Qdiv vdz. (1.1)

In particular, dacd v; = 0 pentru j # k si vi; = wv, unde u,v €
CY(Q), atunci (1.1) devine

ou ov
wv vy do = — v+ u—> | dx, 1.2
/89 g /Q <3$k &”Uk) (12

adica formula integrarii prin parti pentru functii de mai multe variabile.
Alici vy, este componenta k a versorului normalei exterioare v.

Conditiile de netezime impuse de Teorema 1.1 lui Q si v (care, in
fapt, pot fi relaxate, a se vedea, de exemplu, Dautray—Lions [9, Vol. 2]
sau Barbu [3], se vor rasfrange asupra tuturor formulelor integrale care
vor fi deduse din (1.1).
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1.2 Ecuatii liniare si cvasiliniare cu derivate
partiale

O ecuatie liniard cu derivate partiale este o ecuatie de forma
Lu=f (1.3)
unde L este un operator diferential liniar, adica

L:C™(Q)—C(Q), Lu= Y an(zr)D (1.4)

laj<m

in care aq, f € C (Q) sunt functii date, iar u este functia necunoscuta.
Se presupune ci existd un multi-indice @ € N™ astfel incit |o] = m
si aq # 0; in acest caz, se spune ca operatorul (1.4), respectiv ecuatia
(1.3), este de ordinul m.

Cele mai frecvent intalnite ecuatii, cu un rol important in fizica
matematica, sunt ecuatiile de ordinul al doilea (m = 2); acestea sunt
studiate in mod exclusiv in prezenta carte. Pentru m = 2, ecuatia (1.3)
se poate rescrie in felul urmator:

n 2., n u
Zajk(a:)a—i—ij(m)ng—i-c(x)u:f(x). (1.5)

0x;0x
k=1 ¥k 53

Vom presupune ca aji, bj, ¢, f € C(Q) si aj, = ax; oricare ar fi j si k.
Daca f = 0, se spune ca ecuatia este omogend.
O ecuatie de forma

° 0%u ou Ou ou
; F _— ., — | = 1.

in care F € C (Q X R”+1) , se numeste ecuatie cvasiliniara de ordinul
doi. Asadar, o ecuatie de ordinul doi este cvasiliniara, daca partea ei
principala ce contine derivatele partiale de ordinul al doilea este liniara

Ecuatiei (1.6), in particular ecuatiei (1.5), mai precis partii ei princi-
pale, i se asociazd, in fiecare punct z € Q, un polinom omogen de gradul
al doilea in variabilele &1, €9y oy &y

n

P(z,6) = Z ajk (7) §;€ks

J,k=1



GENERALITATI 17

unde £ = (£4,&,, .-+, §,,) , numit polinom caracteristic (sau simbol princi-
pal).

Una din temele de baza ale teoriei clasice a ecuatiilor cu derivate
partiale constd in a asocia proprietiti ale operatorului diferential ce in-
tervine in ecuatie, cu proprietati algebrice sau geometrice ale polinomu-
lui caracteristic. In legatura cu aceasta este si clasificarea traditionala
in ecuatii eliptice, parabolice si hiperbolice.

Spunem ca ecuatia (1.6) este:

a) elipticd in  dacd P (z,€) # 0 pentru orice £ € R™\ {0};

b) parabolicd in x dacd P (x,£) > 0 pentru orice & € R” (sau
P (z,€) < 0 pentru orice £ € R") si existid &, € R™\ {0} astfel incat
P(z, 60) =0; R

¢) hiperbolicd in x dac existd £,& € R™ cu P (z,€) > 0si P (2,¢) <
0.

Se spune ca ecuatia (1.6) este eliptica (parabolicd, respectiv hiper-
bolica) pe Q' C €, dacid ea este eliptica (parabolica, respectiv hiper-
bolicil) in orice punct x € V.

Subliniem faptul ca o aceasi ecuatie poate sa-gi schimbe tipul de la
o submultime la alta a lui 2. De exemplu, ecuatia lui Tricomi

2 2
xgg{;%—i-gxg_o, (231,(132) €R2
este eliptica in semiplanul z2 > 0, hiperbolica pentru zo < 0 gi parabolica
pe dreapta xo = 0.

Daci insi coeficientii a;, sunt constanti pe €, atunci ecuatia (1.6)
are acelagi tip pe intregul Q. Intr-adevir, in acest caz, polinomul carac-
teristic P nu depinde de z.

Urmatoarele ecuatii remarcabile sunt reprezentative pentru cele trei
tipuri de ecuatii:

1) Ecuatia lui Poisson:

Au=f(x), ze€.

Pentru aceasta avem P (z,£) = P (€) = |€|*, de unde rezulti c& ecuatia
este eliptica pe ).
2) Ecuatia caldurii:

%—cﬁAu:f(SU,t)a (z,t) € 2 x (0,00).



18 CAPITOLUL 1

In aceasta ecuatie u = u (z,t), Au="> iar a este un coeficient

n 9%y
j=1 8:0? ’

nenul.

Pentru aceasta ecuatie in care functia necunoscuta u depinde de n+1
variabile (n variabile spatiale x1,x9, ..., x, plus variabila timp t), avem
P (&) = —a? 2?21 §?, unde & € R"!. Rezultd ci ecuatia cildurii este
parabolica pe Q x (0,00).

3) Ecuatia undelor:

—— —a*Au = f(x,t), (z,t)€Qx(0,00).

Cu aceleasi precizari ca la ecuatia caldurii, avem P (§) = 5,21 H—aQ Z;‘:l 5?,
¢ € R, Rezulta ci ecuatia undelor este hiperbolica pe 2 x (0, 00).

1.3 Solutii ale catorva ecuatii particulare

0) Pentrun =1, Q = (a,b), —co <a<b< +oosi f € C(a,b), ecuatia
lui Poisson este

W= f(z), z€/(ab).

Solutiile ei sunt functiile

x t
u(x)—clx—i-cz-l-/ (/ f(s)ds) dt, c1,c €R,
o zo

unde z este un punct fixat din intervalul (a,b).
Pentru n = 1 ecuatia lui Laplace este v” = 0, iar solutiile ei, adica
functiile armonice pe intervalul (a,b), sunt functiile liniare pe (a,b).

1) Consideram ecuatia lui Laplace pe o multime deschisa 2 din plan

0%u  O%*u
gu, du_ Q.
0x? O3 0, (z1,22) €

Observam ca functiile liniare u (1, x2) = c121 + cax2 + ¢3, ca si functiile
u(z1,22) = ¢ (2§ — 23) , sunt solutii ale ei. Putem determina alte solutii
cautandu-le sub forma u(x1,x2) = A(x1) B (x32), adica cu variabilele

separate. Atunci

A" (33‘1) B (1‘2) + A (1‘1) B ($2) =0, (33‘1, JJQ) e Q.
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Presupunand ca functiile A i B nu sunt identic nule, obtinem

A" (z1) B _B// (22)
A(z1)  B(a)

=\,

unde A este o constanta oarecare. Rezulta ca
A" (1‘1) — M (:L'l) =0 si B” (1’2) + AB (xg) =0.

Rezolvand aceste doui ecuatii in cazul A\ = ¢2 si apoi A = —c?, gisim c&
functiile e®! sin cxo, € coscry, e“*2sincxrq, €“2 coscxry, unde ¢ € R,
sunt functii armonice pe €). Este clar ca orice combinatie liniara de
functii armonice este tot o functie armonica. Solutiile prezentate mai
sus nu epuizeazd insi multimea tuturor functiilor armonice pe Q.

2) Putem determina solutii cu variabilele separate si pentru ecuatia
caldurii in cazuln =1 :

ou 282
5% Y2 =0 z€(ap), te(0,00).

Fie u (x,t) = A () B (t). Inlocuind in ecuatie obtinem
A(z) B (t) —a*A" (z) B (t) = 0.
Rezulta

A'(z) _ B'(1)
A(x)  a?B(t)

=,

unde A este o constanta. Procedénd ca la punctul 1), obtinem solutiile:

ceta?c®t  g—ertac®t  o—a’ctgip cp e=0"t cogex, unde ¢ € R. Ecuatia
fiind hmara si omogena orice combinatie hmara de solutii este de aseme-
nea solutie. Nici in acest caz nu am epuizat insd toate solutiile ecuatiei.

e

3) Consideram ecuatia omogena a undelor incazuln =1:

0%u 282
o ¢ 8952_07 z € (o, 0), t€(0,00).

Efectudm schimbarile de variabile x + at = y ¢i x — at = s. Avem

Ut = UyYt + UsSt = AUy — QUs, Uy = UyYz + UsSy = Uy + Us,
_ 42 _
U = 0 (Uyy — 2Uys + Uss) Upy = Uyy — 2Uys + Uss.
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Rezulta ca in noile variabile y si s, ecuatia se scrie sub forma

0%u B

oyds
Solutiile ei sunt u (y, s) = ¢ (y)+¢ (s), unde @ si ¥ sunt functii arbitrare
de clasi C?. Asadar, toate solutiile ecuatiei omogene a undelor pentru
n =1 sunt

w(a,t) = o (¢ +at) + v (x — at),

cu ¢ si ¢ functii arbitrare de clasa C?.

1.4 Probleme la limita

Asga cum se cunoagte din teoria ecuatiilor diferentiale ordinare si dupa
cum rezultd din exemplele prezentate in paragraful anterior, multimea
solutiilor unei ecuatii diferentiale in general, cu derivate partiale in par-
ticular, este, in general, extrem de bogatd. Pentru a selecta o solutie
anume este necesar sa fie impuse conditii suplimentare functiei necunos-
cute u. De reguld aceste conditii se impun la limita, pentru x — 0€2,
unde {2 este multimea deschisa care reprezinta domeniul ecuatiei. Amin-
tim cd in cazul ecuatiilor diferentiale ordinare, astfel de conditii sunt:
conditia lui Cauchy (pe un punct) si conditiile bilocale (pe doua puncte).

Motivarea conditiilor la limita pe frontiera, provine din interpretarea
ecuatiilor ca modele matematice care descriu procese reale (fizice, chimi-
ce, biologice, economice, etc.) ce se desfagoara intr-o portiune € din
spatiu. Este agsadar natural ca modelul matematic sa tina cont si de anu-
mite conexiuni cu procesele care au loc in afara lui Q. Aceste conexiuni
se exprima matematic prin valorile functiei u si ale unora din derivatele
ei partiale, pe punctele frontierei 0f2.

In continuare formulam principalele probleme la limita pentru ecuatia
lui Laplace/Poisson, ecuatia caldurii si pentru ecuatia undelor, probleme
pe care le vom studia in cele ce urmeazi.

1. Probleme la limita pentru ecuatia lui Poisson

a) Problema Dirichlet. Fie @ C R™ o multime deschisd si marginita.
Se cauta u € C? (Q) N C(Q) astfel incat

Au=f pef
{ u=gq pe 092 (1.7)
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unde f € C'(Q) si g € C(09Q) sunt functii date.

b) Problema Neumann. Fie Q C R" o multime deschisd, marginita
si de clasa CL. Se cautd u € C? (2) N C1(Q) astfel incat

Au=f peQ
{ %:g pe 052 (18)
unde f € C' () sige C(09).

¢) Problema Robin. Aceastd problema, numita si a treia problemd la
limita, difera de problema Neumann prin conditia pe frontiera care este
mai generala:

{ Au=f pe Q 1.9)

%—i—au:g pe 0f.
Aici feC(Q),geC(0Q) siae C(09Q).

d) Probleme la limita exterioare. Se considera o multime deschisa
1 C R" avand complementara compacta (asadar € este nemarginita).
Atunci, problemele Dirichlet, Neumann si Robin exterioare se definesc
ca mai sus, addugandu-se conditia la limita spre infinit

u(x) — 0 pentru |z| — oo,
sau conditia de marginire
lu(z)| <M, x€f.

Mentionam faptul ca problemele la limita Dirichlet, Neumann si
Robin pot fi formulate, mai general, relativ la orice ecuatie eliptica (1.6).

2. Probleme la limita pentru ecuatia caldurii

a) Problema Cauchy-Dirichlet. Fie @ C R™ o multime deschisa si
marginita si 0 < 7' < co. Notam cu @ multimea cilindrica Q x (0,7) si
cu X suprafata sa lateralda 0Q x (0,7). Consideram clasa de functii

CPMQ) ={u:Q —>R: u, w, Uy, Up,z, € C(Q)}.
Se cautd u € C>1(Q) N C(Q) astfel incat

%—a2Au:f(a:,t) pe Q
u=0 pe X (1.10)
u(z,0) = go (2) pe €.
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unde f € C(Q), iar go € C ().

Subliniem faptul ci in acest caz, cele doud conditii suplimentare
atagate ecuatiei cdldurii sunt formulate relativ la o parte a frontierei lui
@, anume X U (2 x {0}).

b) Problema Cauchy. Sa se determine u € C?>H(R™ x (0,00)) N
C(R"™ x [0,00)) astfel incat

{ 9u — a?Au= f(z,t) pe R" x (0,00) (1.11)

u(x,0) = go (x) pe R".
3. Probleme la limita pentru ecuatia undelor

a) Problema Cauchy-Dirichlet. Sa se determine u € C?(Q)NC(Q)
cu % € C(Q), astfel incat

o4 —a’Au= f(z,1) pe Q
u=20 pe X (1.12)

U(xao)zgo (x)> %(JZ,O) =g1(x) peQ.

b) Problema Cauchy. Si se determine u € C2 (R™ x (0, 00))NC(R™x
[0,00)) cu ‘?9—7; € C(R™ x [0,00)), astfel incat

== g0 pe < 0,

Mentiondm c& in (1.10) si (1.12) conditia la limit# Dirichlet poate fi
inlocuitd cu o altd conditie pe frontieri; astfel putem vorbi, de exemplu,
despre problema Cauchy—Neumann pentru ecuatia caldurii, sau pentru
ecuatia undelor.

Din exemplele de mai sus se observa ca numarul si tipul conditiilor
la limita difera de la o ecuatie la alta. Pe de alta parte, cititorul i§i
poate pune pe buna dreptate problema de a formula si alte conditii
la limita decat cele mentionate. Intrebarea care se pune este cat de
larga este aceasta libertate de a alege conditiile la limita. Legat de
aceastd intrebare este conceptul de problemd la limita corect formulata
(in engleza well-posed boundary-value problem). Acest concept a fost
introdus de Hadamard si are in vedere cerinte minimale pentru ca un
model matematic s fie satisfacator pentru procesul real analizat. Astfel,
daca numarul conditiilor impuse este insuficient, atunci problema poate
avea solutii care nu au legatura cu procesul (fenomenul) studiat. Daca
insi conditiile sunt excesive, atunci problema poate si nu aib solutie.
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Rezulta ca o conditie este ca problema la limita sa aiba solutie si ea sa
fie unica, atunci cand datele problemei apartin unei multimi precizate.
Existenta gi unicitatea solutiei nu sunt insi totdeauna suficiente. Cum
in practica datele unei probleme se determin prin mésuritori, fiind deci
numai aproximative, rezulta ca este important pentru modelul matem-
atic ca solutia si fie stabild, in sensul ca mici variatii ale datelor s&
conduca la o variatie mica a solutiei.

Asadar, o probleméa la limita este corect formulatd dacd existd o
clasa de date, fie ea D, astfel incat pentru orice alegere a datelor in D,
solutia exista, este unica si este stabila (depinde continuu de date). In
caz contrar se spune ca problema este incorect formulata (in engleza 4l
posed).

Asadar, existenta, unicitatea si dependenta continua de date
a solutiilor problemelor la limita, reprezinta trei teme fundamentale ale
teoriei ecuatiilor cu derivate partiale.
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Capitolul 2
Modelare matematica prin
ecuatii cu derivate partiale

Ecuatiile cu derivate partiale reprezintd un instrument fundamental in
studiul unor procese reale din fizica, chimie, biologie, economie, etc.
Aceasta se explica prin faptul ca ele permit exprimarea dependentei
unei marimi de un numar mare de parametri de naturi diferite.

Modelarea matematicd a unui proces real incepe cu identificarea unei
mirimi care il caracterizeazi si a parametrilor de care aceasta depinde.
O astfel de marime poate fi densitatea, temperatura, viteza etc. Pasul
urmétor constd in alegerea si formularea legilor specifice (fizice, chimi-
ce, biologice, economice, etc.) care pot fi aplicate procesului analizat.
Aceste legi reprezinta, de regula, rezultatul prelucrarii si generalizarii
informatiilor obtinute prin observatii si experimente.

O ecuatie cu derivate partiale se obtine atunci cand o astfel de lege
poate fi exprimati sub forma unei relatii intre méirimea analizati si
derivatele ei partiale in raport cu parametrii de care depinde. Posibili-
tatea unei astfel de exprimari deriva din caracterul local al interactiunilor
care au loc.

2.1 Legi de conservare. Ecuatia de continuitate

O sursa importanta de ecuatii cu derivate partiale o reprezinta legile de
conservare. O lege de conservare este expresia matematica a faptului
cd rata variatiel unei cantititi intr-un domeniu dat, este egald cu rata
cantitatii care patrunde in acel domeniu prin frontiera, plus rata cu care
cantitatea este produsd, sau distrusi, in acel domeniu. De exemplu, s&
considerdm o populatie dintr-o anumit# specie de animale intr-o regiune

25
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geografica fixata. Atunci rata cregterii populatiei de animale este egald
cu rata imigrarii, minus rata emigrarii, plus rata nasterilor, minus rata
mortalitatii. Aceasta este expresia verbala a legii conservarii populatiei.
Astfel de legi pot fi formulate pentru numeroase alte cantitati: energie,
concentratia unei anumite substante chimice, etc.

Sa exprimam matematic o astfel de lege. Pentru aceasta, consideram:

— un domeniu ,,spatial” € (din R?, R?, sau R) marginit de ,,suprafata”
I' =04,

— functia scalara u = u (z,t) a carei valoare u (x, t) reprezinta densi-
tatea unei anumite cantitati (masa, energie, populatie, etc.) in punctul
x € Q si la momentul ¢, adica marimea cantitatii pe unitatea de volum
(de suprafata, sau de lungime);

— functia vectoriala v (z,t) reprezentand viteza in punctul x € € si
la momentul ¢;

— functia f = f (x,t) reprezentand densitatea surselor, adicd marimea
cantitatii produse (creata, sau distrusa) de catre surse, pe unitatea de
volum gi de timp.

Atunci

o [, u(x,t)dr reprezintd marimea cantititii totale din domeniul €,
la momentul ¢;

o — fr uv - vdo este mirimea cantititii patrunse in Q prin T, pe
unitatea de timp (fluxul prin I'). Notatia v este folosita ca peste tot
pentru a desemna versorul normalei exterioare;

o [ f(x,t)dx este marimea cantitatii produse de surse in Q, pe
unitatea de timp.

Legea de conservare se exprima atunci prin

gt/ﬂu(g:,t)d:c:—/Fuv-uda—i—/gf(:n,t)dx.

Aceasta ecuatie reprezinta expresia integrald, sau globala a legii de con-
servare.

Presupunand ca putem deriva sub semnul integralei si ca putem
aplica teorema divergentei, deducem

0
/Q((;;—i- div (uv)—f) dx = 0.

Este clar ca o astfel de ecuatie se poate atunci scrie pentru orice sub-
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domeniu V al lui . Deci

ou )
/V <8t + div (uv) —f> dx = 0.

Daca presupunem ca functia de sub integrala este continua pe 2, atunci
aplicand teorema de medie pentru integrala Riemann, simplificand cu
p (V) (masura lui V') si facand ca V sa se contracte la un punct z € Q
oarecare, obtinem

Gu + div (uv) — f = 0. (2.1)
ot

Aceasta este expresia diferentiala, locala, a legii de conservare. O numim
legea fundamentala de conservare sau ecuatia de continuitate. Termenul
f se numeste termenul sursd, iar termenul & = uv se numeste termenul
fluz. Sa mai observam ca div (uv) = udivv + v-Vu.

Termenii flux gi sursa sunt functii de x si de ¢, dar dependenta lor
de x si t poate fi realizata si prin intermediul densitatii u (x,t) . In astfel
de cazuri, ecuatia (2.1) este, de cele mai multe ori, o ecuatie neliniara
in raport cu u.

In ecuatia fundamentala de conservare, de regulé, se presupune cunos-
cut termenul sursd f, in timp ce fluxul uv este intim legat de natura
procesului real (fizic, chimic, biologic, etc.). In functie de expresia sa
se obtin din ecuatia (2.1) diferite tipuri de ecuatii cu derivate partiale.
Vom prezenta cateva dintre ele:

Convectie. Daca viteza este constanta, adica v = vg, sau ® = uvy, se
spune ca (2.1) este ecuatia convectiei. Asadar, ecualia convectiei este

ou
a"i‘VQ'V’LL—f.

2.2 Ecuatia difuziei
Difuzie. Daca fluxul este proportional cu gradientul lui u, adica
® = —a’Vu, (2.2)

ceea ce inseamna ca miscarea are loc urmand gradientii densitatii, atunci
ecuatia de continuitate (2.1) devine ecuatia difuziei
ou

i a’Au = f. (2.3)
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In situatii concrete, proprietatea (2.2) este garantata de legi specifice,
empirice. Sa ilustram aceasta printr-un exemplu.

Fie u temperatura unui corp material omogen ce ocupa regiunea 2
si fie ¢ capacitatea termica a materialului. Atunci cu (x,t) este energia
termic# stocatd in punctul z la momentul ¢. Conform legii lui Fourier,
energia variaza urmand gradientii de temperatura, adica

cuv = —kVu,

unde k este conductibilitatea termica. Atunci ecuatia (2.3) devine ecuatia
caldurii

ou k

ot (:Au =7

O astfel de ecuatie guverneaza, de asemenea, dinamica unei populatii
in arealul Q. Si in acest caz, fluxul urmeazi gradientii densititii, populatia
deplasandu-se dinspre regiunile dens populate spre cele cu densitate mai
mica.

In regim stationar, adica atunci cand functiile f si v nu depind
de timp, ecuatia difuziei devine ecuatia lui Poisson, care, in absenta
surselor, se reduce la ecuatia lui Laplace.

Mentionam faptul ca ecuatia lui Laplace este satisfacuta de potentialul
campului electric stationar, ca si de potentialul campului gravitational.

Convectie-difuzie. Daci ® = uvy—a?Vu, unde v este un vector dat,
atunci ecuatia de continuitate devine ecuatia de convectie-difuzie

%—{—Vo' Vu —a’Au = f.

In toate cazurile de mai sus densitatea surselor a fost una oarecare,
care poate depinde chiar de u. De exemplu, daca f = —Au si A > 0,
atunci sursele au ca efect diminuarea sau descompunerea. Daca, din
contra A > 0, atunci sursele sunt pozitive, de crestere sau adaugare.
Astfel de situatii apar in dinamica populatiilor, atunci cand se actioneaza
prin diminuare (de exemplu, prin vanatoare), sau adaugare (de exemplu,
de puieti).

Tatd un alt exemplu, in care f depinde de u, de aceasti datd in mod
neliniar. Este vorba de ecuatia lui Fisher

gz;dAu:ru(llzé).
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In context ecologic, u este densitatea unei populatii, iar termenul sursa
f =ru(l —u/K) reprezinta procesul nasteri-decese. Atat timp cat den-
sitatea u a populatiei se mentine sub pragul K, f este pozitiv, adica rata
nagterii este superioara ratei mortalitatii. Din contra, daca u depasgeste
pragul K, rata nagterii devine inferioara ratei mortalitatii. Pragul K
se numeste capacitatea mediului si tine de resursele limitate pe care le
oferd mediul speciei in cauzi. O astfel de lege de crestere a populatiei
care tine seama de capacitatea mediului, se numeste lege logistica.

2.3 Sisteme de ecuatii de reactie-difuzie

Putem generaliza cazul de difuzie discutat in sectiunea anterioars pre-
supunand ca avem, spre exemplu, mai multe substante (sau specii de
animale) care difuzeaza in domeniul € si care, in plus, interactioneaz.
Notand cu u vectorul ale carui componente u;, ¢ = 1, 2, ..., m reprezinta
densitatile celor m substante considerate, suntem condusi la ecuatia,
vectoriala de aceasta data,

ou

— —DAu=f,

ot /
unde D este matricea diagonala a coeficientilor d; de difuzie, iar f =
(f1, f2, .-y fm) . Faptul ca substantele interactioneaza (reactioneaza une-

le fata de altele) se exprima matematic prin aceea ca termenul sursa
fi al fiecarei ecuatii depinde nu numai de u;, ci de toate densitatile
U1, U9, ..., Uy. Un astfel de sistem se numeste sistem de reactie-difuzie.

Sistemele de reactie-difuzie modeleazi numeroase procese din fizica,
chimie si biologie. De exemplu, in context ecologic (a se vedea Leung
[25] si Murray [32]), coexistenta a doua specii, prada si pradator se
modeleaza printr-un sistem de forma

{ % — dyAuy = uy (a+ g1 (ur,u2)) (2.4)
% — doAug = ug (—b + 92 (u17u2)) .
In cazul clasic: dy =dy = a=0=1, g1 = —u1 — 2ug, iar go = 2u; — us.

2.4 Obtinerea ecuatiei unidimensionale a
undelor

Consideram o coarda elasticd omogena avand densitatea liniard con-
stanta p, ale carei capete sunt fixate in punctele de abscisa 0, respectiv
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1. Presupunem ci ea vibreaza in planul (z,y), = € [0,1]. Fie u (z,t)
coordonata y a punctului coardei de abscisa z, la momentul ¢ (u (z,t)
este abaterea punctului = de la pozitia de echilibru stabil). Urmaé&toarele
ipoteze sunt rezonabile din punct de vedere fizic i simplifica considerabil
expresiile matematice:

(i) Sectiunea coardei este neglijabild in raport cu lungimea sa; astfel,
la fiecare moment ¢, coarda poate fi privitda ca o curba reprezentand
graficul functiei u (.,t).

(ii) Fie T (x,t) forta elasticd de tensiune, adica suma fortelor in-
terne per unitatea de lungime datorate deformarii coardei. Se presupune
ci T (z,t) este un vector tangent la coardd in punctul (z,u (z,t)). De
asemenea, se presupune ca lungimea 7" a vectorului T depinde numai de
xz, nu si de t.

(iii) Rezistenta materialului la deformare este neglijabila in raport
cu forta elastica de tensiune. Asupra coardei pot actiona forte exterioare
orientate numai dupa directia axei ordonatelor.

(iv) Vibratiile sunt mici in sensul c& |u|® si [uz|, pentru 6 > 1, sunt
neglijabile in raport cu |u| si |ug|.

Fie z € (0,1) si t fixati. Consideram tangenta la graficul lui u (., )
in punctul de abscisi z. Aceasta formeazi cu axa absciselor un unghi
a € (0,7/2) dat de

Uy
V1+u2

Componenta verticala a vectorului T (z,t) este atunci

sino =

Uy
VIt

Fie acum o portiune a coardei corespunzatoare intervalului elementar
[£1,29] C (0,1) care il contine pe z. Conditia ca aceastd portiune a
coardei s3 fie in echilibru instantaneu, este ca suma fortelor care actionea-
za asupra ei sa fie nula. Componentele verticale ale fortelor care actioneaza
sunt urmatoarele:

1) Diferenta componentelor verticale ale fortelor de tensiune la ex-
tremitati, adica

(Tﬁﬂ) (z1,t) — (Tﬁ) (z2,1)

_ _/“8 L D
o 0\ T+ 42 '

Tsina=1T
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2) Forta newtoniana datorata acceleratiei ugy (x,t) ,

T2 aQu
/x P o (z,t)dx.

1
3) Componenta verticala (singura posibil nenula) a fortelor exte-
rioare de densitate — f,

- / fo (2, 1) da.

Asadar, conditia de echilibru instantaneu implica
72 9%y 210 U
— (x,t dm:/ — | T—== | (z,t) + fo (z,1)]| dz.
| oGs @nde= | [&( m)( )+ o )]

Daca se imparte la x9 — x1 si se trece la limita cu xo — 1 — 0, obtinem
ecuatia

d%u 0 Uy B

Faptul ca si componenta orizontala a fortei totale este nula, revine la

(T cos ) (z1,t) = (T cos ) (xa,t),

L V= () @t
V142 7 1+u? 7

2 0 T
/ O L Na=o
x1 Ox 1+ U?E
de unde se deduce ca functia T'/1/1 4 u2 este constanta in raport cu

x. Folosind ipotezele (ii) i (iv), putem presupune ca T'/+/1 + u2 este o
constanta pozitiva Ty. Atunci ecuatia devine

adica

Rezulta ca

uy — @* gy = f
unde a? = Ty /p iar f = fo/p.
Mentionam ca pentru n = 2, ecuatia undelor modeleaza micile vibratii
ale unei membrane elastice; pentru orice ¢, graficul functiei x — u (z,t)
reprezinta configuratia membranei la momentul ¢. La modul general,
ecuatia undelor modeleaza fenomenul de propagare a undelor acustice,
electromagnetice, etc. intr-un mediu izotrop Q C R™.
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2.5 Alte ecuatii din fizica matematica

Prezentam aici cateva din ecuatiile cu derivate partiale de ordinul doi
care intervin frecvent in matematica aplicata.

1) Ecuatia lui Schrodinger

% =iAu, (z,t)e R"xR
este ecuatia fundamentali a mecanicii cuantice. Functia |u (x, t)|* repre-
zinta densitatea probabilitatii ca o particola sa se gaseasca la momentul
t in punctul z.

Evident ca solutia se cauta ca functie cu valori complexe. Astfel
daca u = u1 + tue, unde uj si uo sunt functii reale, atunci ecuatia lui
Schrédinger se poate scrie sub forma sistemului tare cuplat (a se compara
cu (2.4))

Our _
{ ;Bt = AUQ
(0 R—
ot Aul.

2) Ecuatia lui Ginzburg—Landau

0
6—1: — (A tia)Au+ (k+i8) [uffu—~yu=0, (z,t)eQxR.
(A, o, B,7,k € R) este o ecuatie Schrodinger neliniara care intervine in
probleme de hidrodinamica, in studiul sistemelor chimice guvernate de
ecuatii de reactie-difuzie, etc.

3) Ecuatia lui Klein—-Gordon

0%u 9
w—Au—i—m u=f, (z,t) e A xRy
(m € R\ {0}) este o ecuatie hiperbolica liniara.
4) Ecuatia sine-Gordon
0%u ou

ﬁ+aE—Au+ﬂsinu:f, (z,t) € QA x Ry

este un exemplu de ecuatie neliniara de tipul ecuatiei undelor.
5) Sistemul Navier—Stokes

%v—uAv+(v-V)v+Vp:f
divv = 0.
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Sistemul intervine in studiul fluidelor vascoase incompresibile. Necunos-
cutele sunt functiile viteza v = (vq, v, v3) si presiune p.
6) Ecuatia lui Boussinesq

ou
7 — a Aul
5 aAu

intervine in modelarea procesului de infiltrare a apei. Remarcim nelinia-
ritatea specific acestei ecuatii, in care operatorul lui Laplace se aplici
patratului functiei w.

Numeroase alte ecuatii ce intervin in mecanics si mai general in fizici
pot fi giisite in monografia Temam [54].
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Capitolul 3
Probleme la limita eliptice

3.1 Formulele lui Green

Teorema 3.1 (formulele lui Green) Fie  C R™ o multime deschisa,
mdrginitd si de clasa C.
1) Dacd v € CH(Q) siv € C*(Q), atunci

(G1) / uavdaz/(uAv—l—Vu'Vv)dx.
oo OV Q

2) Dacd u,v € C*(Q), atunci

ov ou
(G2) /39 (uay—vay>do—/ﬂ(uAv—vAu)dx.

Demonstratie. Cum u € C1(Q) si v € C%(Q), avem
v =uVv € C'(Q;R").

Pe de alta parte,

ov
(v,v)=u—, divv=uAv+ Vu-Vo.

Ov
Mai departe, formula (G1) este o simpla consecinta a teoremei divergentei.
Formula (G2) se obtine prin scaderea, membru cu membru, a relatiilor
obtinute prin aplicarea formulei (G1) cuplurilor de functii [u, v] si [v, u] .
[

Relatiile (G1) si (G2) se numesc formulele lui Green si au un rol

important in teoria clasica a problemelor la limita.
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Corolarul 3.1 (Gauss) Fie Q@ C R"™ o multime deschisa, marginitd
si de clasd C'. Daca u € C?(Q) este o functie armonicd pe Q (adicd
Au (z) = 0 pentru orice x € ), atunci

Demonstratie. Se aplica formula (G1) cuplului de functii [1,u]. m

Teorema lui Gauss exprima o proprietate a functiilor armonice, anume
aceea ci fluxul campului vectorial Vu prin suprafata inchisi € este nul,
daca functia u este armonica pe ).

3.2 Solutia fundamentala a ecuatiei lui Laplace

Definitia 3.1 Numim solutie fundamentald a ecuatiei lui Laplace, functia
N:R"\ {0} - R,

N (z) = —
N (z)

W pentru n > 3 (3 1)
> In |z| pentru n = 2 '

unde w, = 27"/%/T (n/2) este misura sferei unitate din R™ (I' este

1/
functia lui Euler) si |z = <Z?:1 w?) este norma euclidiana a spatiului
R™

Propozitia 3.1 Functia N apartine spatiului C*° (R™\ {0}), este local
integrabild Lebesgque pe R™ (u € Li (R™)) si este armonicd pe R™\ {0},
adicd

AN (z) =0, ze€R"\{0}. (3.2)

Demonstratie. Un calcul simplu arata ca

ON x; PN 1 ( 1 na’ )

aixj = o |x‘n ) 8£J2 = win |x|n - |$|n+2
pentru z # 0, de unde (3.2) rezultd imediat. Faptulca N € C* (R™\ {0})
este aproape evident. Faptul ca u € LIIOC(R”) rezulta pe baza lemei care

urmeaza. W

Lema 3.1 Daci A < n, atunci |z| ™ € LL (R").
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Demonstratie. Este suficient s& demonstrim ci |z| ™ € L'(Bg),
unde Br = Bpg (0). Pentru aceasta se folosesc coordonatele sferice in
R", obtindu-se

R n—A>A
, wp R
/ 2|~ da :/ r_’\r”_ldr/ do = ~"—— < c0.
Br 0 0By n—A

Observatia 3.1 Avem

ON 1
al‘j wn|x’

Folosind Lema 3.1, deducem ca pentru orice functie f masurabila si
marginita intr-un deschis marginit €2, functiile

wH/QN(w—y) y) dy, xH/ax] fy)dy

sunt definite pentru orice z € R".

Solutia fundamentald a ecuatiei lui Laplace intervine in numeroase
formule legate de laplacean. Un prim exemplu este urmatoarea formula
de reprezentare integrala a functiilor netede.

Teorema 3.2 (Riemann-Green) Fie Q C R" o multime deschisa, mar-
ginitd si de clasa C' si fie u € C?(2). Atunci

/ Au(y) N (x —y)dy (3.3)

/aﬂ(u( )gi\; (m_y)—N(fE—y)g:y(y)>day
B {3,@)’ PR\ D

unde s-a notat cu v, versorul normalei exterioare lui €, in punctul y €

of.

Demonstratie. 1) Fie z € R" \ Q. Concluzia rezultd imediat daci
se aplicd a doua formula a lui Green cuplului de functii [u (y) , N (z — y)]
si se foloseste (3.2).
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2) Fie x € Q. Aplicam (G2) cuplului de functii [u (y), N (x — y)] pe
deschisul Qs = Q \ Bs(x), unde § > 0 este astfel incat Bs(z) C Q.
Tinand cont de (3.2), obtinem

~—

/395 <u ) gi\; (@=y) - N(z-y) gyuy (y)> do, (3.4)

= — N (z —y) Au(y) dy.
Qs

Insa 05 = 0Q U 0B; (z) , iar pentru y € 9B; (z), avem

1
N@z-y) = —— 3.5
ON _ dN(z—-y) 1
vy (@-y) = dlz—yl  wuo" b

Notand B = Bs (x), din (3.4) si (3.5) deducem

-/, Au(y) N (z —y)dy (3.6)

= /c’m <u(y)glj/vy(x—y)—N(ﬂU—Z/)gZ/(y))de

1 / do + 1 / ou d
_ udo + ——————— —do.
wnd™ 1t Jon (n — 2)wn,d" 2 Jop Ov

Tinand cont de faptul c& masura lui 9B este w, 0" ' si folosind teorema
de medie a integralei Riemann, gasim

1
5"_1/ udo = wpu(€s) — wpu(x)
ou
—do = wn5$ ((s)—0
pentru 6 — 0, unde &5, (5 € 0B sunt punctele care intervin in teo-

rema de medie. Pe de alta parte, pe baza Lemei 3.1, functia y —
Au (y) N (z — y) este integrabila Lebesgue pe Q. Deci,

Au(y)N(m—y)dye/Au(y)N(x—y)dy
Qs Q

pentru § — 0. Trecénd la limit& in (3.6), obtinem concluzia dorits. m
Urmatorul rezultat este o consecinta imediata a Teoremei 3.2.
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Corolarul 3.2 Fie 2 C R" o mulfime deschisa, marginita si de clasa
C'. Daci u € C%(Q) este o functie armonicd pe €, atunci

ON ou
ww)= [ (06 G @) =N @) 5 ) oy we 9
(3.7)

Relatia (3.7) reprezinta o formuld de reprezentare integrala a functiilor
armonice. Ea exprima faptul ca o functie armonica pe €2 este complet
determinata de valorile sale gi ale derivatei sale normale pe punctele lui
on.

O consecinta imediata a formulei (3.7) este proprietatea de infinit
diferentiabilitate a functiilor armonice.

Corolarul 3.3 Fie Q C R" o multime deschisd. Daci u € C? (Q) este
o functie armonicda pe Q, atunci u € C™ () si pentru orice o € N™,
functia D*u este armonica pe §2.

Demonstratie. Fie z¢ € Q0 un punct oarecare. Exista atunci
0 > 0 astfel incat Bg(zp) C Q. Concluzia rezultd daca se aplica for-
mula (3.7) lui Bs (zo) in locul lui €2 si se foloseste faptul ca N (z — y)
ON

si o (z —y) sunt infinit diferentiabile in raport cu z, € Bj(z0).

Asadar, u este infinit diferentiabil intr-o vecindtate a lui zo. In final se
arata ca DYN (z —y) si DgQTNU (x — y) sunt armonice pe Bs (zp). ®
Se poate aridta mai mult, anume ci orice functie armonica pe ) este

analitica pe €; a se vedea sectiunea de Probleme.

3.3 Teorema de medie a functiilor armonice

Daca u este o functie liniara (deci armonica) pe un interval al axei reale,
atunci valoarea sa pe orice punct este media aritmetica a valorilor pe
extremitatile oricarui subinterval centrat in acel punct. Aceasta proprie-
tate triviala admite o generalizare interesanta pentru functii armonice
de mai multe variabile.

Teorema 3.3 (teorema de medie a functiilor armonice) Fie u o functie
armonica pe o multime deschisa 0 C R™. Atunci, oricare ar fi bila
inchisd B, (x) C Q, u(x) este media valorilor functiei u pe punctele
sferei OB, (x), adica

1
u(z) = oo /aBT(x) u(y)do. (3.8)
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Demonstratie. Aplicam formula (3.7) pentru B, (z) pe pozitia lui
Q. Relatia (3.8) rezulta atunci, daca se tine cont de faptul ca pentru
y € 0B, (x), avem

ON ON (z —y) 1
—(x—vy) = 7 = constant
Ovy dlz —y| Wy

N (z—y) = constant

si se foloseste Corolarul 3.1. m

O aplicatie interesanta a Teoremei 3.3 este urméatoarea teorema a
lui Newton: Cdampul gravitational al unui corp sferic omogen este, in
exteriorul acestuia, identic cu campul unui corp punctiform de masa
egald, plasat in centrul sferei. Acest principiu fundamental permite ca
in studiul interactiunii corpurilor sferice, de exemplu planete, acestea
s& fie inlocuite cu puncte materiale. Intr-adeviir, mirimea campului
gravitatio-nal al unei sfere de razi R si de centru o, intr-un punct
exterior z, este egala cu

c
v (x :/ ——do
(=) OBr(zo) T —yl 7

unde c este produsul densitatii de masa cu constanta gravitatiei. Functia
u(y) = c|z —y|™" este armonici pe R3 \ {z} i deci, conform cu (3.8),
v(z)/ (4mR*) = u(z0) . Asadar

c

x)=47rR>———
v (@) = — o]

ceea ce trebuia demonstrat.

3.4 Principiul de maxim

Daca v € C?(a,b), v (x) > 0 pentru orice € (a,b) (u este con-

vexa pe intervalul (a, b)) si daca exista xg € (a,b) astfel incat u (zg) =
sup u (x),atunci este clar ca functia u este constanta pe (a, b) . Aceasta

z€(a,b)

proprietate admite o generalizare pentru functii de mai multe variabile

avand laplaceanul nenegativ pe un domeniu, adica pe o multime deschisa

si conexa.

Teorema 3.4 (principiul tare de maxim) Fie Q C R"™ un domeniu si
fie u € C?(Q) o functie satisficand Au(z) > 0 pentru orice x € €.
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Dacd existd xo € Q astfel incit u(zg) = supu, atunci functia u este
Q

constanta pe €.

Demonstratie. Notam m = sup u gi consideram multimea
Q

M={zeQ: u(x)=m}.

Este clar ca M C Q este nevida (xg € M). De asemenea, u fiind
continuii, M este inchisd in . S artdm cd M este totodatd deschisi.
Intr-adevir, fie 2* € M un punct oarecare. Existd R > 0 astfel incat
Bpg (2*) C Q. Aplicind teorema lui Riemann-Green bilei B = B, (z*),
unde 0 < r < R, obtinem

/BAU(Q)N(x*—y)dy
[ (0 G @ =0 =N ) doy

Cum pentru y € 9B, avem

1
Nz -y) = ——
(" —y) (n — 2) wyrn—2
ON dN (z* —y) 1
v, @ —y) = d|z* — - n—1
Y y| WnT

iar pe baza formulei (G1) a lui Green,

da—/ Au dy
OB 81/

obtinem

1 1 1
A — d
/B u (y) (n _ 2) Wn, |:,r.n2 |ZC* _ y|n—2 Y

1
do.
—I-w”?m_l /8Bu(y) o

Functia de sub prima integrala fiind nepozitiva, avem mai departe

1
< - d
< oo /aBU(y) o
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de unde rezulta u (y) = m pentru orice y € 0B. In final, data fiind
alegerea arbitrara a lui r, » < R, se constata ca u (y) = m pentru orice
y € Br(z*). Aceasta arata ca z* este interior lui M. Asadar, M este
o submultime nevidj, in acelasi timp deschisd si inchisi in Q. Dat fiind
faptul ca  este conex, rezultd M = €, adicd u este constantd pe 2. m

Corolarul 3.4 (principiul tare de minim) Fie Q C R™ un domeniu i
fie uw € C?(Q) o functie satisfacand Au < 0 pe . Dacd existd xo € §
astfel incat u (xg) = igf u, atunci functia u este constanta pe 2.

Demonstratie. Se aplica Teorema 3.4 functiei —u. m
In cazul in care, in plus domeniul €2 este marginit i functia u este
continua pe ), au loc urmatoarele rezultate.

Corolarul 3.5 Fie Q C R" un domeniu mdrginit si fie u € C? () N
C(Q2) o functie neconstanta pe Q. Atunci
1) Au>0 pe Q = u(x) < max u pentru orice x € §2;

)
2) Au<0 peQ = u(zx)> ng})nu pentru orice x € €,
) A

3) Au=0 pe Q = |u(x)| < r%%x|u] pentru orice x € ).

Are loc gi urmatoarea forma slaba a implicatiilor 1)-2) din Corolarul
3.5.

Corolarul 3.6 Fie Q) C R™ o multime deschisa gi marginita $i fie u €
C? () NCO(Q). Atunci

1) Au>0 peQ, u <0 pedQ) = u <0 peQ (principiul slab de
mazxim);

2) Au <0 pe, u>0 pedQ = u>0 peQ (principiul slab de

Este clar ca principiile de maxim stabilite in acest paragraf pot fi ex-
tinse la cazul operatorilor eliptici generali (a se vedea sectiunea de Com-

plemente). Pentru alte generalizari recomandam Proter—Weinberger [41]
si Rus [45].

3.5 Unicitatea si dependenta continua de date
a solutiei problemei Dirichlet
Teorema 3.5 (de unicitate) Daca Q@ C R™ este o multime deschisa si

marginita, f € C () si g € C(0), atunci problema (1.7) are cel mult
o solutie in C? (Q) N C(Q).
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Demonstratie. Fie u; si ug doua solutii oarecare pentru (1.7).
Atunci functia v = w1 — uo satisface Au = 0 pe Q si u = 0 pe 9.
Folosind Corolarul 3.6, deducem ca u = 0 pe €2, de unde u; = us. ®

Teorema 3.6 (de estimare a priori) Fie Q C R™ o multime deschisa
si marginitd. Dacd f € C(Q), g € C(09Q) siu € C*(Q)NC(Q) este
solutia problemei (1.7), atunci

lule@) < 19lewa) + clfle@ (3.9)

unde ¢ este o constantd pozitiva depinzand numai de €.

Demonstratie. Multimea €2 fiind marginita, exista § > 0 astfel
incat |z1| < 0 oricare ar fi € ), unde z; este prima componenta a lui
x. Consideram functia

v (x) = |9lcan) + (626 - 611%) flo@y, =€

Este clar ca v > 0 pe Q. Avem

A (u—v) (x):f(ar)+ex1+5|flc(§) >0 pe Q
(u—v) () =9(@) = lglc@a) — (€2 —emt?) fle@) <0 pe 0N

Aplicand Corolarul 3.671), obtinem u — v < 0 pe Q. In mod analog, se
deduce —u —v < 0 pe Q. Asadar, |u| <wv pe Q, de unde se gaseste (3.9)
cu ¢ = max (626 — e$1+5) .

€N

Teorema 3.7 (de dependenta continua de date) Fie @ C R"™ o multime
deschisa gi marginita. Daca f, f € C(); g, g € C(0R), iar u, u €
C?Q)N C(Q) sunt solutiile problemei (1.7) corespunzatoare datelor f gi

g, respectiv f si g, atunci
=l < lo = Bleiom o[~ 1] -

Demonstratie. Se observa ca u — u este solutia problemei (1.7)
corespunzatoare datelor f — f gi g — g si se aplica (3.9). m

Teorema 3.7 aratd ca la mici variatii ale datelor corespund variatii
mici ale solutiilor.
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3.6 Functia lui Green a problemei Dirichlet

In conditiile Teoremei 3.2, daci u € C?(Q) este solutia problemei Dirich-
let (1.7) corespunzitoare datelor f € C(2) si g € C(09), avem

u(z) = /Q f )N (@ —y)dy (3.10)

A (s E ey -Ne—p 2 w)) do,
/89( vy vy

pentru orice x € §2. Aceasta formula de ,,aproape reprezentare” a solutiei
contine un termen neprecizat, anume acela in care intervine du/Jv. In-
troducerea functiei lui Green are ca scop eliminarea acestui termen.

Definitia 3.2 Fie Q C R” o multime deschisa, mirginita si de clasa C'.
Notam cu A diagonala lui Q, adicd multimea {(z,x) : z € Q}. Functia
lui Green a problemei Dirichlet (pentru operatorul lui Laplace si pentru
Q) este functia

G:OxOQ\A—R, G(z,y) = (z,y) — N (v —v),
unde @ : Q x Q — R satisface urmitoarele conditii:

P (z,.) € C%(Q);
Ay® (z,y) =0 pentru orice y € §;
® (z,y) = N (z —y) pentru orice y € 012,

oricare ar fi z € Q.

Asadar, pentru orice x € € fixat, functia ® (x,.) este solutia proble-
mei Dirichlet speciale, corespunzatoare datelor 0 si N (x —.). In conse-
cinta, daca functia lui Green exista, ea este unica. Existenta functiei lui
Green va fi demonstrata ulterior.

Teorema 3.8 (de reprezentare) Fie u € C?(Q) solutia problemei (1.7)

corespunzatoare datelor f € C(Q) si g € C(0Q). Daca functia lui Green
exista, atunci

u<z>:—/Qf@)a@,mdy—/mg(y)gg<x,y>day, reQ.

(3.11)
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Demonstratie. Aplicim a doua formula a lui Green functiilor u (y)
si @ (x,y). Tinand cont de faptul ca A,® (z,y) = 0 pentru orice y € €2,
obtinem

/BQ <U(y)gf;(x,y) —‘P(%y)(?a;z/(y)) doy, = —/Q(I)(:E,y)Au(y)dy

adica
0= - / £ () ® (x,y) dy (3.12)
Q
0P ou
[ (50 g e =N @) 5 w) do,

Concluzia rezulta acum din (3.10) si (3.12), prin adunare membru cu
membru. =

3.7 Formula lui Poisson

Determinarea efectiva a functiei lui Green nu poate fi faicuta decat pen-
tru domenii 2 avand o geometrie simpla. S& construim, spre exemplu,
functia lui Green in cazul in care Q = B, unde B este bila deschisi de
razi R, centrati in origine, a spatiului R".
Aplicatia numita inversiune in raport cu sfera,
R2

T

transforms B \ {0} in R" \ B si invariazi punctele sferei B. Daci
xz € B\ {0} si y € 9B, atunci (3.13) arata ca triunghiurile determinate
de punctele y, 0, T si respectiv z, 0, y, sunt asemenea. In consecinta,

2]

1zl il
R

=k x € B\ {0}, y € 0B.

lt —yl=T—yl—= =17 -yl

Atunci, pentru orice z € B\ {0} fixat, solutia problemei

Ay® (x,y) =0, y€e B



46 CAPITOLUL 3
este data de

R n—2
( ) N (z —y) pentru n >3

[

@ (z,y) =
=1In (]T—y[ %) pentru n = 2
iar pentru x = 0, ea este constanta

—W pentru n Z 3

®(0,y) =
% InR pentru n = 2
Asadar, pentru n > 3, functia lui Green este
~N(@—y)+R" 22> "N@—y), 0<|z|<R
1 _
-N (y) T m—2)wnR"2 z=0
(3.14)

iar pentru n = 2, ea este

Cloy) £ (~mlz—yl+m(jT-yl ). 0<lal <R

5 (—Inly|+InR), z=0.

In continuare vom determina derivata normald exterioara la sfera a
functiei lui Green. S& presupunem n > 3. Avem

ON Tj —Yj ON
—(r—yy=—"—"""5=—"—x—-y
Ox; ( ) wn, |7 — Y| Y, ( )
de unde
1
Vol (z —y) = (z—y)=-VyN(z—y). (3.15)

.
Wn |QS‘ - y|
Pe punctele y ale sferei, se are

0G 1
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Folosind (3.15) obtinem

<—VyN (z—1y), 1y> _ -y y)

R7)  wyR|z—y|"
n— -n — 1 n— -n (f_ Y, y)
(Vy (R 22PN (@ - y)) ,Ry> = —R"?[af? wonRE—y"
efE-y
ngn ‘$ - y‘n .
Rezulta
oG R? — |z
— = 3.16
R (3.16)

Aceasta formula este valabila si pentru n = 2, unde wy = 27. Mentionam
ca expresia (3.16) poarta numele de nucleul lui Poisson.

Sa consideram acum problema Dirichlet pentru ecuatia lui Laplace
pe bila B = Bg (0) :

{ Au=0, |z|]<R (3.17)

u=gq, x| = R

unde g € C(9B). Daci in (3.11) folosim (3.16), obtinem urméitoarea
formula de reprezentare, datorata lui Poisson.

Teorema 3.9 (formula lui Poisson) Dacd u € C?(B) este solutia pro-
blemei (3.17), atunci

RQ—\fUIQ/ 9(y)
u(z) = =do,, |xr| < R. 3.18

Corolarul 3.7 Pentru orice x € B, avem

R? — |z|? 1
doy, = 1. 1
wpR /83 2 —y|" o (3.19)

Demonstratie. Pentru g = 1, solutia problemei (3.17) este u = 1.
Concluzia este acum evidenta pe baza formulei (3.18). =

Este adevarata si reciproca Teoremei 3.9. Mai precis avem urmatorul
rezultat.
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Teorema 3.10 Pentru orice g € C(0B), problema Dirichlet (3.17) are
o solutie unicd v € C*(B) N C(B), datd de formula (3.18).

Demonstratie. Un calcul elementar aratd ca functia (3.16) este
armonica pe B in raport cu x. Rezulta ca functia u data de (3.18) este
in C?(B) si satisface ecuatia lui Laplace pe B. Rimane s& aratim ci

lim w(xz) =g (x9) pentru orice xy € IB.

T—x0
Fie € un numér pozitiv arbitrar fixat si & > 0 astfel incat |g (y) — g (x0)|
< ¢ oricare ar i y € X5 = {y € 9B : |y — x| < 0}. Atunci, pentru
|z —x0| < 0/2 iy € OB\ X5 avem |z —y| > |zg —y| — |z — x| >
d —0/2=6/2 si folosind de asemenea (3.19), obtinem

R2—|l‘|2 -n
u@ =gl < T [ g - gle)lo -yl " do,

Wn B

R? — |z’

- Wn-R(/Zé 9 (y) — g (xo)| |z — y| " do,

n /B s, 900~ 9 @Ol lz i doy)

6 -n 2 o 2
> R ’$| wan717

< 2M | =
< evam(3) g

unde M = |g|cp) - De aici deducem cd daca |z — x| este suficient de
mic, atunci |z| este foarte aproape de R si in consecinti [u (x) — u (zo)| <
2¢, ceea ce trebuia demonstrat. m

Asadar, problema Dirichlet pentru ecuatia lui Laplace pe o bila este
corect formulata, adica solutia ei exista, este unica si depinde continuu
de date.

Formula lui Poisson sta la baza metodei lui Perron pentru demon-
strarea existentei solutiei problemei Dirichlet pentru ecuatia lui Laplace
pe un domeniu oarecare (a se vedea sectiunea de Complemente).

3.8 Principiul lui Dirichlet

Fie Q@ € R"™ o multime deschisa si marginita si fie f € C (ﬁ) Con-
sideram problema Dirichlet omogena pentru ecuatia lui Poisson

—Au=f pe
{ u=20 pe 0f). (3.20)
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Numim solutie clasicd a problemei (3.20), orice functie u € C%(Q)
care satisface punctual egalitatile (3.20). Din cele de mai sus rezulta ca
problema (3.20) are cel mult o solutie clasica.

Introducem acum urmatorul spatiu de functii:

Cy () = {ue C'(Q) : u(z) =0 pentru orice x € 9N}

si definim functionala energie asociata problemei Dirichlet, E : C’& (ﬁ) —

R, prin
E () :/ (; Vul? — fu> dz.
Q

Are loc urmatoarea teoreméa de caracterizare variationald a solutiei cla-
sice a problemei Dirichlet.

Teorema 3.11 (principiul lui Dirichlet) Fie Q C R"™ deschis, marginit
si de clasd C' si fie u € C? (ﬁ) nc (ﬁ) . Urmadtoarele propozilii sunt
echivalente:

(i) w este solutia clasica a problemei (3.20).

(ii) u satisface identitatea variationala

/ (Vu-Vv— fv)dz =0 pentru orice v € Cj (Q). (3.21)
Q

(iii) w este punctul de minim absolut i strict al functionalei energie,
adica

E(u) < E(w) pentru orice w € C (), w # u.
Demonstratie. (i) = (ii): Presupunem ca u este solutia problemei

(3.20). Inmultind ecuatia cu o functie oarecare v € C§ (ﬁ) , integrand
pe  si aplicand prima formula Green, obtinem

/VU-VU da::/fvd:c
Q Q
adica (3.21).

(ii) = (i): Din (3.21), din nou folosind prima formuld Green, se
obtine egalitatea

/Q(Au—f)vd:c:O
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valabild pentru orice v € C} (ﬁ) . Cum Au — f este o functie continua
pe €, se deduce ca Au — f = 0 pe €. Asadar u este solutia problemei
(3.20).

Inainte de a demonstra echivalenta propozitiilor (ii) si (iii) vom de-
termina expresia energiei E (u + v) pentru suma a doud functii oarecare
u,v € C} (ﬁ) :

E (u+wv)

/<;V(u+v)|2—f(u+v)) da (3.22)

Q

= /<1w|2+1\Vv\2+w-vu—fu—fv>dx
o \2 2

= E(u)—i—/ﬂ(Vu-Vv—fv)da:—l—;/ﬂVv]2d:v.

(ii) = (ili): Presupunem ca u satisface identitatea (3.21). Fie w €
C{ (Q) . Folosind (3.22) deducem

Ew) — E(u+(w—u)):E(u)+;/g|V(w—u)|2dz‘
> E(u).

Deci u minimizeaza pe E. Inegalitatea anterioara este stricta in caz
cd w # u. Intr-adevar, valoarea integralei [, |V (w — w))? dz este zero
numai daca functia V (w — u) este identic nula pe €2, deci daca w — u
este constanti. Cum insd ambele functii v si w sunt nule pe 9, aceasti
constanta nu poate fi decat zero. Dar atunci w = u, ceea ce a fost exclus.

(iii) = (ii): Presupunem c& u minimizeaza pe E. Fie v € C} (Q) o
functie oarecare. Atunci

E(u) < E(u+tv)

pentru orice ¢ € R. Agadar, ¢t = 0 este punct de minim al functiei
g : R — R, definita prin

g(t)=FE(u+tv).
Sa constatam ca g este derivabila in punctul ¢ = 0. Intr-adevir, folosind
(3.22) gasim ca
gt)—g(0) _ E(uttv)—E(u)

t t
t
= /(vu-vv—fv)dx+/\vuy2dx.
Q 2 Ja
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Facand t — 0 obtinem
g (0) :/ (Vu - Vv — fo)de.
Q

Asadar teorema lui Fermat este aplicabilda. In consecinta, ¢’ (0) = 0,
adica (3.21) are loc. m

Observatia 3.2 Daca definim derivata dupd directia v a functionalei
FE in punctul u, prin

atunci
E' (u;v) :/ (Vu-Vov — fo)dez,
Q

iar proprietatea (ii) din Teorema 3.11 revine la faptul ca u este punct
critic al lui F/, in sensul ca

E' (u;v) =0 pentru orice v € C§ Q).

Conform Teoremei 3.11 pentru a demonstra existenta unei solutii a
problemei Dirichlet avem doua posibilitati:

1) de a demonstra existenta unei functii u care satisface identitatea
variationala (3.21), sau

2) de a demonstra existenta unei functii u care minimizeaza functiona-
la energie.

Din p#cate, acest lucru nu este in general posibil. Motivul const#
in faptul c& spatiul C2 (ﬁ) NnC} (ﬁ) este prea sarac pentru aceasta. In
sectiunea urméitoare se arati in ce fel acest spatiu poate fi imbogatit
(completat) pentru ca problema existentei solutiilor sa-gi gaseasca re-
zolvarea.

3.9 Solutia generalizata a problemei Dirichlet

In acord cu formula (3.21), vom inzestra spatiul liniar C} () (unde
Q C R™ este deschis gi marginit) cu produsul scalar (., .)071 definit in
felul urmator

(u, )91 = /QVU Vvdz  (u,v € Gy () (3.23)
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si cu norma corespunzatoare |.|;
)

1

1 2 _
lulgy = (u,u)g, = </Q Vu|2dx> (ueCy(Q)). (3.24)
Cu aceste notatii, identitatea variationala (3.21) se scrie ca

(u,v)g1 — (f;v)2 =0, wvE o (Q)

iar functionala energie este
E(u) = = ul Cp (@
(u)—2|u]0’1—(f,u)L2, u < 0( )

In ambele formule putem considera mai general ci f € L? (€2) . Prezenta
termenului |u\g71 /2 in expresia functionalei energie conferd normei ||, ;
denumirea de norma energetica.

Folosind aceleasi argumente ca in demonstratia echivalentei propozi-
tiilor (ii) si (iii) din Teorema 3.11, obtinem urmatorul rezultat.

Propozitia 3.2 Fie Q C R" deschis si marginit, f € L*(Q) si u €
C} (Q) . Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:
(a) u satisface identitatea variationald

(u,v)g; — (f;v)2 =0 pentru orice v € Cy (). (3.25)

(b) u este punctul de minim absolut si strict al functionalei energie,
adica

E (u) < E(w) pentru orice w € C§ (Q), w # u.

Acest rezultat sugereaza ca o functie u € C} (ﬁ) care satisface identi-
tatea variationala (3.25), sau, in mod echivalent, minimizeaza functionala
energie, sa fie considerata solutie generalizata a problemei Dirichlet
(3.20). Chiar si in spatiul mai bogat o (ﬁ) problema existentei unui
element u cu proprietatea (3.25) nu poate fi transata. Motivul este ca
spatiul prehilbertian <C’6 (ﬁ) s (o .)0,1> nu este complet.

Notam cu (H& «Q)), (, .)0’1> completatul spatiului (C’é (ﬁ) s (o .)071>.

Amintim ca orice spatiu metric (X,d) admite un completat; prin

completatul spatiului metric X se intelege ,,cel mai mic” spatiu metric
complet care il include pe X. Termenul ,,cel mai mic” este inteles in
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sensul ca spatiul completat este inclus in orice alt spatiu metric complet
care include pe X. Cheia completarii o reprezinta notiunea de giruri
fundamentale echivalente. Se spune ca doua siruri fundamentale (xy)
si (yx) de elemente ale lui X sunt echivalente daca d (xg,y;) — 0 pen-
tiu\ k — oo. Dacd (zy) este un sir fundamental oarecare, atunci prin

() notam clasa tuturor girurilor fundamentale ce sunt echivalente cu
(z1) . Fie X multimea claselor de siruri fundamentale echivalente. Putem
afirma c& X C X daci identificim orice element z € X cu clasa sirurilor
fundamentale ce sunt echivalente cu sirul constant z, adica x = (x). Mai
departe, metrica d se extinde la X xX dupa cum urmeaza:

d ((;v/k\), (y/k\)> = lim d (g, ye)

Cititorul poate verifica faptul ca aceasta definitie nu depinde de alegerea
reprezentantilor celor doua clase, ca d astfel definita este o metrica pe

X sica ()Z' , d) este un spatiu complet, cel mai mic spatiu complet ce
include pe X. Pentru detalii, trimitem la Kantorovich-Akilov [24, p. 33].

Urmatorul rezultat este esential pentru a putea identifica elementele
spatiului H} (Q) cu anumite functii din L2 (2).

Teorema 3.12 (inegalitatea lui Poincaré) Fie Q C R"™ deschis si margi-
nit. Existd o constanta pozitiva C depinzdind numai de Q) astfel incat

/quanga/ \Vul? da
Q Q

oricare ar fiu € C} (ﬁ) .
Demonstratie. Fie C' > 0 astfel incét

C
QcC {:BGR”: x = (:Bl,x'), |x1| < X 2 ER"_I}.

Fie u € C} (ﬁ) . Prelungind functia u cu zero pe R™\ Q, putem scrie
T
u(@) = (or,a) = / 2 swtyas (we[-5.5]xme)

de unde, folosind inegalitatea lui Holder,

ws oo [ (5 ”>d8<0/§( (5 ds.
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Integrand in raport cu 2’ pe R"™ !, cu z; pe [—%, %] si folosind u =0
pe R\ Q, obtinem

2
/quxSCQ/ <8u) dac§02/ IVul? da.
Q o \9z1 Q

Inegalitatea lui Poincaré poate fi scrisa si sub forma

lulp2 < Clulgy (ue cl (Q)). (3.26)

Aceasta inegalitate implica faptul ca orice gir de elemente din C’é (ﬁ)
care este fundamental in raport cu norma |lo.1» este fundamental si in
L?(Q), si deci convergent in L?(Q). In plus, daci (ug) si (vg) sunt
doud sgiruri de elemente din C§ (ﬁ) fundamentale in raport cu norma
|-l si echivalente in sensul ci |uy, — Vglo; — 0 cand k — oo, atunci
limitele lor in L? () coincid, dup# cum rezulti tot din inegalitatea lui
Poincaré. Astfel, exista o corespondenta biunivoca intre elementele com-
pletatului H} (Q) (clase de siruri fundamentale echivalente) si elemente
ale spatiului L? (Q2). In acest sens, spatiul H} (2) poate fi considerat
un subspatiu liniar al lui L? (). Mai mult decit atat, inegalitatea lui
Poincaré (3.26) se extinde prin densitate la spatiul Hj (Q). Asadar

lulp2 < Clulgy (u € Hp (). (3.27)

Din aceast# inegalitate rezults ci orice sir convergent in H} () este con-
vergent cu aceiasi limitd si in L? (Q) . Se spune ca incluziunea H} () C
L? () este continud.

Este adevirat incd mai mult, anume ci orice sir marginit din Hg (Q)
contine un subsir convergent in L? (Q) , adica faptul cd incluziunea Hg (Q)
C L%*(Q) este compactd. In adevir, teorema lui Ascoli-Arzeéla (a se
vedea Precup [38], [40]) garanteaza c& incluziunea Cj () C C () este
compactd. Pe de altd parte, incluziunea C () C L? (Q2) este continud
aga cum se constatd imediat. Rezultd cd incluziunea C§ (ﬁ) C L?(Q)
este compacta de asemenea. Aceasta proprietate se pastreaza prin com-
pletarea lui Cj ().

Spatiul H& (©2) se numeste spatiu Sobolev si este spatiul energetic al
problemei Dirichlet (3.20). Este un spatiu Hilbert si au loc incluziunile:

Ci (9) € HY (@)  I()
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(ambele incluziuni sunt dense).

In continuare, vom desemna produsul scalar (.,.)o; si norma ||y,
prin (., ')Hg si respectiv ||H§ .

Este acum evident ca putem extinde functionala energie la spatiul
H} (Q), dupa cum urmeaza:

1
E:H} (Q)—R, E(u)= 3 |u|§,& —(f,u)p2 -
Ca mai sus, se poate stabili urmatorul rezultat.

Propozitia 3.3 Fie Q C R" deschis si marginit, f € L*(Q) si u €
HE (). Urmadtoarele afirmatii sunt echivalente:
(a) u satisface identitatea variationald

(u,v)H& — (f,v)p2 =0 pentru orice v € H} (). (3.28)

(b) u este punctul de minim absolut si strict al functionalei energie,
adica

E (u) < E(w) pentru orice w € Hy (Q), w # u.

Prin comparatie cu Teorema 3.11, putem acum defini notiunea de
solutie generalizata a problemei Dirichlet.

Definitia 3.3 Fie Q C R"™ deschis si marginit si fie f € L? (Q). Numim
solutie slaba (sau solutie generalizatd) a problemei Dirichlet (3.20), o
functie u € H} (Q) care satisface identitatea (3.28).

Teorema 3.13 (de existenta si unicitate a solutiei slabe) Fie Q C R”
deschis si mdrginit. Pentru orice f € L* (), problema (3.20) are o
solutie slaba unicad.

Demonstratie. Avem de demonstrat existenta gi unicitatea functiei
u € H} (Q) care satisface identitatea (3.28). Pentru aceasta se aplici
teorema lui Riesz de reprezentare a functionalelor liniare gi continue pe
spatii Hilbert (vezi Kantorovitch-Akilov [24, p. 195]). In cazul nostru
spatiul Hilbert este spatiul Sobolev (HS «Q, (,.) H&) , iar functionala
este:

F:H}(Q) —R, F)=(fv).



56 CAPITOLUL 3

Este evident ca functionala F' este liniara. Ea este de asemenea, con-
tinua. Intr-adevar, folosind inegalitatea lui Poincaré obtinem

[F'(v)] < ’f‘m |U‘L2 < C‘f|L2 ‘U’Hé .

Aceasta inegalitate demonstreaza continuitatea lui F. Pe baza teoremei
lui Riesz, existd in mod unic un element u € H} (Q) astfel incat F (v) =
(u,v)Hé pentru orice v € Hg (). Asadar, (u,v)Hé = (f,v) 2 oricare ar
fi v e H (), adicd u este solutia slabd (unici) a problemei (3.20). m
Incheiem aceasta sectiune cu o observatie asupra produsului scalar
(., .)H& sl a normei HH(% pe spatiul H} (Q). Dacd u,v sunt functii din
C} (Q) , atunci numerele (u, v) Hi S |u p se exprima conform formulelor
(3.23) si (3.24) prin doua integrale Riemann ce fac sa intervina gradi-
entul functiilor u, v, adica derivatele partiale de ordinul intai ale celor
doud functii. Intrebarea care se pune in mod natural este dacs astfel de
reprezentari integrale ale produsului scalar si normei pot fi date in cazul
general cand u,v € H} (Q). Raspunsul este afirmativ, daci se reuseste
st se dea un sens derivatelor partiale de ordinul intai ale functiilor din
HE (). Fie u o functie oarecare a spatiului H} (Q2). Din cele de mai
sus rezultil ci u este limita in L? () a unui sir (uy,),, de elemente din

C’é (ﬁ) , fundamental in raport cu norma energetici. Asadar
/ IV (ug, — tm)|* dz — 0 pentru k, m — oco.
Q

Este ins# evident ci pentru orice Jj €4{1,2,...,n} are loc inegalitatea

J

Deci sirul (%) este fundamental in L? (Q). Fie u, limita sirului
3/ k=1 !

our,  Oup,

2
< — up)|? da.
oz, Oz, d:v_/Q|V(uk Um)|* dx

(%) in L2 (Q) . Prin definitie,
i) k>1

ou .
a—wj =y (j=1,2,..,n),

Cititorul poate verifica cii aceastii definitie este corectd intrucit nu de-
pinde de alegerea sirului fundamental (uj) ca reprezentant al lui w.
Asadar, orice functie din spatiul Sobolev H{ (©) admite derivate partiale



PROBLEME LA LIMITA ELIPTICE 57

de ordinul intai generalizate. Acestea sunt functii din L? (Q2) si cu aju-
torul lor se obtin reprezentarile

2
(u,v)Hé :/QVU-VUdm, |“|H§ = (/Q|Vu2d:n)

valabile oricare ar fi u,v € H} (Q2). Atragem atentia ci de aceastd data,
integrale care intervin sunt in sensul lui Lebesgue.

3.10 Serii Fourier abstracte

Acest paragraf pregiteste sectiunea urmitoare in care vom indica un
procedeu de aproximare a solutiei slabe a problemei Dirichlet. Acest
procedeu are la baza reprezentarea solutiei sub forma unei serii Fourier
in raport cu un sistem de functii proprii.

Fie H un spatiu Hilbert real inzestrat cu produsul scalar (.,.) si
norma |.|. Fie (¢),>; un sistem ortonormat de elemente ale lui H,
adica

| 0 daca k#j
(S ¢j)_{ 1 daca k = j.

Definitia 3.4 Pentru orice element u € H, seria
oo
PCEAL:
k=1

se numeste seria Fourier a elementului u in raport cu sistemul ortonor-
mat (¢,),>; - Coeficientii ei, numerele reale (u, ¢;,) , se numesc coeficientii

Fourier ai lui u in raport cu sistemul (¢,) .~ -
Au loc urmatoarele propozitii:

Propozitia 3.4 1) Pentru orice elementu € H, suma patratelor coefici-

. o. . o v v 2
entilor sai Fourier in raport cu (¢,),~, este finita si nu depaseste pe |u|”,
adica -

oo
Z u,¢)* < |ul*, we H (inegalitatea lui Bessel). (3.29)
k=1

2) Seria Fourier a oricarui element este convergentd.
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Demonstratie. 1) Sistemul (¢;,),~; fiind ortonormat, avem

2

Ms

(u.-dp) Op (3.30)

e
Il
—_

(w-Bp,) B v = Y (u.¢p) ¢k>

k=1

i
L

! I
Ew £
MS M3

(u, ¢p,)° -

£
Il
—

Deci

(u, d1)* < Juf?

NE

B
Il

1

VR . .o . cle . 2
ceea ce aratd cd seria numericd cu termeni pozitivi Y po (u, @) este
convergenta si de asemenea, demonstreaza (3.29).

2) Din
m+p 2 m-+p m-+p
k=m+1 k=m+1 k=m+1
m-+p
= Z (’LL, ¢k)2
k=m+1

se deduce ca sirul sumelor partlale ale seriei Fourier este fundamental
in H, la fel cum este fundamental in R girul sumelor partiale ale seriei
>orey (u, ) . Spatiul H fiind complet, rezulta ca sirul sumelor partiale
ale seriei Fourier este convergent, adica seria Fourier este convergenta.
]

Propozitia 3.5 (proprietatea de minim a coeficientilor Fourier) Ori-
care ar fiu € H, m € N\ {0} si coeficientii a, € R, k= 1,2,...,m, are
loc inegalitatea

u—> " (u, ) by,

k=1

m
w= ) ard
k=1
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Demonstratie. Prin ridicare la patrat, inegalitatea de demonstrat
devine

ul =2 " ak (u, o) + > ai > [ul* = (u, ¢)*
k=1 k=1

Aceasta este insa echivalenta cu inegalitatea evidenta

Z ap — U¢k) > 0.
k=1

Teorema 3.14 Fie (¢,),~, un sistem ortonormat de elemente ale spatiu-
lui Hilbert H. Urmdtoarele propozitii sunt echivalente:

(i) Seria Fourier in raport cu (¢y),~, @ oricarui element u € H are
ca sumd elementul u insusgi.

(ii) Daca (u,¢p) =0, k=1,2, ..., atunci u = 0.

o

(iii) |ul* = 3 (u, ¢p)* pentru orice u € H (egalitatea lui Parseval).
k=1

(iv) Orice element w € H poate fi aproximat oricat de bine prin

combinatii liniare finite de elemente ale sistemului (¢k)k21-

Demonstratie. (i) = (ii): Conform lui (i) avem

Z u, ) o = u, u € H. (3.31)

k=1

Daca pentru un element u toti coeficientii sai Fourier sunt nuli, atunci
(3.31) arata ca u = 0.
(ii) = (i): Pentru orice u avem

(u_Z(u7¢k)¢kv d)j) :07 j:1727

k=1

Din (ii) rezultd atunci ca w — > o (u, ¢p) &5, = 0.
(i) < (iii): Se foloseste (3.30), pe baza careia se are

o0 2 oo
2 2
U*Z(Ua%)% = |u] *Z(Ua%) .
k=1 k=1
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(i) = (iv): Trivial, sumele partiale ale seriei Fourier fiind combinatiile
linjare finite ale elementelor din sistemul (¢,);~ -

(iv) = (i): Rezultd pe baza proprietatii de minim a coeficientilor
Fourier. m

Un sistem ortonormat (¢y),~, se spune ca este complet daca satisface
oricare din cele patru conditii echivalente din Teorema 3.14.

In sectiunea care urmeazi vom vedea ci problemei Dirichlet (in Q)
i se poate asocia cite un sistem complet de elemente ale lui L? (Q),
respectiv ale lui Hg (Q).

3.11 Valorile si functiile proprii ale problemei
Dirichlet

Scopul urmaétor este de a gasi efectiv solutia slaba a problemei Dirichlet
(3.20). Vom reusi aceasta folosind metoda seriilor Fourier, cu ajutorul
unui sistem ortonormat si complet de elemente din spatiul Hg (£2) aso-
ciat problemei Dirichlet. Constructia acestui sistem necesita valorile si
functiile proprii ale problemei Dirichlet.

Definitia 3.5 Se numeste valoare proprie a problemei Dirichlet pentru
operatorul —A, orice numar real \ pentru care problema

{ —Au=Au pe Q (3.32)

u=0 pe 092

admite o solutie slaba nenula. O astfel de solutie se numeste functie
proprie.

Asadar, A € R este valoare proprie daca si numai daca exista u €
H} (Q)\ {0} astfel incat

(u, v)Hé = A(u,v);2 pentru orice v € Hj (Q). (3.33)

Atragem atentia asupra faptului c& pentru orice numar real A, pro-
blema (3.32) admite solutia nuld. Interesul este de a determina acele
valori ale lui A pentru care (3.32) admite si solutii nebanale.

Propozitia 3.6 1) Valorile proprii ale problemei Dirichlet sunt pozitive.
2) La walori proprii diferite corespund functii proprii ortogonale in
L%(Q) siin H (Q).
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Demonstratie. 1) Fie A o valoare proprie si fie u o functie proprie
corespunzatoare ei. Daca in (3.33) alegem v = w, obtinem ’“@I& =

A |u\%2 . Cum u # 0 fiind functie proprie, deducem ca A > 0.
2) Fie A1 si A2 doud valori proprii diferite si fie uy si ug doua functii
proprii corespunzatoare lor. Avem

(u1,U)H3 = A1 (u1,v);2, (U2,U)H3 = Ao (u2,v);2

pentru orice v € H} (Q). Alegand v = uy in prima egalitate si v = uy in
cea de a doua, gasim

)\1 (ul, UZ)LQ = )\2 (ul, UQ)LQ = (ul, ’U,Q)H01 (334)

de unde, cum A1 # A9, deducem ca (uq,uz2);2 = 0, adica faptul ca uy, ug
sunt ortogonale in L? (©2). Acum (3.34) implica (Ul,UQ)Hé = 0, adica

ortogonalitatea functiilor uy,us in H} (Q). =
Pe baza teoremei care urmeaza se va putea stabili ca valorile proprii
ale problemei Dirichlet formeaza un sir nedescrescator ce tinde la infinit.

Teorema 3.15 Problema Dirichlet admite un sir (M)~ de valori pro-
prii $i corespunzator un sir (¢ ), de functii proprii, normat in L2 (Q),
adicd cu |¢y| 2 =1 pentru orice k, avind urmdatoarele proprietati:

() 0< A1 <A< i <A S XNy <5 A — 00 cand k — oo

(b) (k)y>1 este ortonormat si complet m L2 (Q);

(c) (ﬁ@;) o1 este ortonormat si complet in H} (Q) .
Demonstratie. Fie
A= mf{|u|fH6 cu € HEQ), |ulp = 1} (3.35)
si fie (ug) un sir minimizant, adica un sir satisfacand conditjile:
u € Hy (), Juglpe =1, |Uk|12qé — A1 pentru k — oo.

Cum incluziunea H} (Q) C L2 (2) este compactd, putem presupune,
trecind eventual la un subsir, cd up — ¢, in L?(Q), unde ¢, este
o anumitd functie din L% (). Este clar ci |¢|;2 = 1. Mai departe,
identitatea

. =t 33 + g+ il = 2 (Jun gy + w3 )
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implica
Juk — w3 <2 (!uk@é + ’umﬁ{é) = At |wg + U7z — 0

pentru k,m — oo. Asadar, sirul (ug) este fundamental in HJ (Q). In
consecinti, up — ¢; in H} (Q), de unde \; = |¢1|§{é , adica infimumul
A1 este atins.

Sa observam acum ca A este valoare proprie, iar ¢; este o functie
proprie corespunzitoare ei. Intr-adevir, pentru orive v € H} (Q) fixat,
functia

_ |y + w@{g

g(t) = L
by + tv]72

definitil intr-o vecinitate a originii (In care |¢; + tv\%g # 0), are minim
in ¢t = 0. Calculand derivata ei in punctul ¢ = 0, gasim

g (0) =2 [ (91, 0) g = M (61,0) 2] =0,

ceea ce arati ¢ —A¢; = A\ ¢, in sens slab.

Mai departe, observam ca A; este cea mai mica valoare proprie. Intr-
adevar, daca A este o valoare proprie oarecare si ¢ este o functie proprie
corespunzatoare ei, cu |¢|;. = 1, iar in identitatea

<¢7 U)Hé =A (‘bv U)L2 (1) S H(% (Q>)

alegem v = ¢, atunci obtinem \ = \d)@[é . Avand in vedere definitia lui
A1, deducem ca Ay < .
A doua valoare proprie se obtine astfel:

Ao = inf{|u|fqé cu € HY (), |ulpe =1, (u,¢1)2 = 0}.

In mod aseméanator se arata (exercitiu) ca acest infimum este atins si
ca orice functie ¢, ce realizeaza infimumul este o functie proprie cores-
punzatoare lui Ao.

La pasul k, avand selectate functiile proprii ¢y, ¢q, ..., ¢5_1, definim

A = inf{\ulifg Pu€Hg (), |ulpe =1, (u,¢;),=0, j=1k— 1}
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si retinem o functie ¢;, pentru care acest infimum este atins.
Sirul (Ag) astfel obtinut este in mod evident nedescrescator. Sa
presupunem ca acest gir ar fi marginit. Atunci, din A\, = "bkﬁ{g am

avea ci sirul (¢;,) este mirginit in H} (). Cunoscand c& incluziunea
HE () C L? (Q) este compactd putem concluziona ci cel putin un subsir
al lui () este convergent in L? (Q) . Acest lucru este insi exclus fiindca

|8k — Sml72 = |0klT2 + |OmlT2 — 2 Dk, Gpn) 12 = 2-

Asgadar, A\ — oo pentru k — oo.
Sistemul (ﬁ(bk) este ortonormat in Hy (Q) dupad cum rezults din

urmatoarea consecinta a formulei (3.33):

1 1 e
<m¢k7 mgbm) Hé - )\m (¢k7¢m)L2

Pentru completitudine, fie v € H& () o functie oarecare. Pentru
orice intreg n > 2 consideram

n—1 n—1
R DU AT ) SE IO NP SECED
k=1 k=1
Folosind ortonormalitatea lui (¢,) in L? (Q), gisim cA
(Wny ;) 12 =0, §=1,2,..,n—1.
Utilizand expresia lui A, deducem atunci ca

|wn|§{é > A |wn|%2 .

Pe de alta parte,

ol =
0
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Deci

1
2 2 2

Pentru n — oo aceastd inegalitate impreuni cu faptul ci A, — oo,
implica w, — 0 in L? (). Atunci (3.36) implica

[ee]

vo= Z (v, Pr) 2 P

k=1
> 1 1
= 2 (v, et

convergenta seriei fiind garantatd in L2 (). Cum insi seriile Fourier
sunt toate convergente, rezulta ca aceasta serie (vezi cea de a doua ex-
presie a ei) converge si in H} (). Cu aceasta este demonstrati com-
pletitudinea sistemului (ﬁﬁbk) in H} () . Completitudinea lui (¢;) in

L2 () rezultd din cele de mai sus si din densitatea lui Hg (Q) in L? ().
]

Observatia 3.3 Din (3.35) rezulta ca 1/v/A; este cea mai mica con-
stantd pentru care inegalitatea lui Poincaré (3.27) este adevarata pentru
orice u € H} (). Asadar

ful 2 < \/;1 fulgy  (u € H (@) (3.37)

Are loc urméatoarea teorema de reprezentare a solutiei slabe a pro-
blemei Dirichlet cu ajutorul valorilor si functiilor proprii.

Teorema 3.16 Fie Q C R™ o mulfime deschisa si marginita, fie (A) si
(¢r) walorile si functiile proprii ale problemei Dirichlet, ca in Teorema
3.15. Atunci, pentru orice f € L? (), solutia slabd a problemei (3.20)
se reprezinta sub forma

u= i )i b (3.38)

A
k=1 k

convergenta seriei avind loc in H} (Q), deci si m L2 ().
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Demonstratie. Daci u € H{ () este solutia slabd a problemei
(3.20), atunci

N R N )
ZT¢k = ZT¢k

k=1

e
Il
—

I
NE

1 1
1 ( m"%)% Voriciaie

>
Il

3.12 Cazul ecuatiilor eliptice in forma de
divergenta
Rezultatele obtinute mai sus, ca gi metoda variationala folosita, pot fi

extinse la cazul operatorilor eliptici in forma de divergenid care genera-
lizeaza operatorul —A, anume

n
0
Lu = — Z pr <ajk (x) (%) +ap (z)u (3.39)
Jk=1
= —div (A(z)Vu) +ag () u
unde A (z) este matricea patratica de ordinul n ale carei elemente sunt
aji (v) i unde se presupune ci aji, ag € L™ (Q), aji, = ag;, ao > 0 si

n

Z aji (v) ;& > 1 £]*,  pentru orice £ € R"si a.p.t. z € Q. (3.40)
k=1

Constanta p > 0 este numita constanta de elipticitate tare.
Cheia acestei extinderi rezida in faptul ca pentru €2 marginit, functio-
nala biliniara

n
ou Ov
a(u,v) = ajg=——=—— + apuv | dz 3.41
wo) = [\ 3wz g, (3.41)
J7 -
defineste un produs scalar pe Col (ﬁ) astfel incat norma corespunzatoare

1
2

a(u,u)% = / Z ajk%a—; + agu? | dx (3.42)
Q j k
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este echivalentd pe C§ (€2) cu norma |ulg,; definita prin formula (3.24).
Cititorul este indemnat si demonstreze aceastd echivalentd folosind ine-
galitatea (3.40), conditia ag > 0, inegalitatea lui Poincaré si inegali-
tatea lui Cauchy—Schwarz. Pe baza acestei echivalente, completatul lui
C () in raport cu norma a(.,.)/? coincide cu spatiul H} (Q) definit
in Sectiunea 3.9.

Consideram problema Dirichlet

Lu=f pef
{ u=0 pe 0Q. (3.43)

Prin solutie clasicd intelegem o functie u € C?(Q) care satisface punctual

/A

egalitatile (3.43) (in acest caz f € C (Q)), iar prin solufie slabd (pentru
f € L?(Q)) intelegem o functie u € H} () satisfacand

a(u,v) = (f,v)2 pentru orice v € H} ().
Functionala energie asociata problemei (3.43) este
1
E:H}(Q) —R, E(u)= 3¢ (u,u) = (f,u);2 . (3.44)

Se constata ci pentru orice v € H{ (Q), avem

limE(u—i_tv) —E() =a(u,v) — (f,v);2.

t—0 t
Mai departe, se poate demonstra principiul lui Dirichlet care ne spune
cd o functie u € H} (Q) este solutie slabd a problemei (3.43) daca si
numai daca ea este punct de minim global si strict al functionalei energie
(3.44) si, folosind teorema lui Riesz, se poate demonstra existenta si
unicitatea solutiei slabe a problemei (3.43). De asemenea, teoria valorilor
si functiilor proprii, precum si teorema de reprezentare a solutiei slabe cu
ajutorul valorilor si functiilor proprii, prezentata in sectiunea anterioars
raman valabile in totalitate daci se considerd mai ganeral operatorul
L in locul operatorului —A si daca locul produsului scalar (u,v)071 si
al normei |ul,, (notate si cu (u,v)Hé si \u|Hé) este luat de a (u,v) si

. 1/2 < . .
respectiv a (u, u) /2 Formularea exacts a acestor rezultate ca si detaliile
de demonstratie raman pe seama cititorului, ca un excelent exercitiu.
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3.13 Solutia generalizata a problemei Neumann

Consideram problema Neumann omogena

{ —Au+tap(z)u=f pe

ou pe 90 (3.45)

unde Q C R" este o multime deschisa si marginita, ag € C(Q) si ag (x) >
m > 0 oricare ar fi z € Q.

Numim solutie clasicd a problemei (3.45) in care Q este de clasa
Clsi f € C(Q), o functie u € C?(Q) care satisface punctual egalititile
(3.45).

Atagsam problemei Neumann functionala energie

E:C'(Q) - R, E(u):/ <;|Vu]2+;aou2—fu>dx.
Q

Ca in cazul problemei Dirichlet are loc urmatoarea teorema de carac-
terizare variationala a solutiei clasice a problemei Neumann.

Teorema 3.17 Fie Q C R" deschis, mdrginit si de clasd C' si fie u €
C? (ﬁ) . Urmatoarele propozitii sunt echivalente:

(i) w este solutia clasica a problemei (3.45).

(ii) w satisface identitatea variationala

/(Vu-Vv—i—aouv—fv)da::O, ve (). (3.46)
0

(iii) w este punctul de minim absolut si strict al functionalei energie,
adica
E(u) < E(w) pentru orice w € C' (), w # u.
Demonstratie. (i) = (ii): Daca u € C?(Q) este solutie clasica

a problemei (3.45), atunci inmultind cu v € C1(Q), integrand pe Q si
folosind prima formula a lui Green, obtinem

/(Vu-Vv+aguv) dw—/ %fu da:/fvdx. (3.47)
0 oq OV Q

Cum insi du /Ov =0 pe 9, deducem

/ (Vu - Vv +aguv)de = / fvdz, (3.48)
Q Q
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adica (3.46).
(ii) = (i): Din (3.48) se obtine

ou
/Q(—Au%—aou—f)vd:n—/ 8—vdJ:0 (3.49)

an ov

pentru orice v € C* (ﬁ) . In particular, aceasta egalitate este adevarata
pentru orice v € C§ (Q) , adica

/Q(Aquaouf)vdx:O, veC Q).

De aici se deduce —Au + agu — f = 0 in Q. Acum, revenind la (3.49),
constatam ca

/ glytvdazo, veCl(ﬁ).
oN

Rezulta du/0v =0 pe 09.
Echivalenta (ii) < (iii) se demonstreaza la fel ca in Teorema 3.11. m
Aceasti teorema sugereaza ca spatiul C! (ﬁ) s& fie inzestrat cu pro-
dusul scalar asociat operatorului diferential —Au + agu,

a(u,v)—/Q(Vu-Vv—i—aouv)d:n (u,v € C* ()

si cu norma energetica corespunzatoare

a(u,u)? = {/Q (\vu|2 + a0u2) dac}; . (3.50)

Fie H' (Q) completatul spatiului

ou

1 , 2 ou
{uEC (Q):uel (Q)’axje

L*(Q), j= 1,2,...,n}

in raport cu norma energetica (3.50). Este clar ca acest spatiu contine
completatul spatiului (Cl (ﬁ) a (., )) Se poate insd demonstra (vezi
Adams [1, p. 53-56]) c& dacd  este de clasd C*, atunci H! () co-
incide cu completatul lui (C’1 (ﬁ) ya (., )) . Spatiul H' (Q) este spatiul

energetic al problemei Neumann (3.45). Este un spatiu Hilbert si au loc
incluziunile:

CH(Q) cH' () CcL* ().
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Functionala energie se extinde la spatiul H' (Q), dupi cum urmeazi:
1
E: Hl (Q) - Rv E(u) = ia(u7u) - (fau)2‘
Ca mai sus, se poate stabili urmatorul rezultat.

Propozitia 3.7 Fie Q C R" deschis si marginit, f € L*(Q) si u €
H' (Q). Urmadtoarele afirmatii sunt echivalente:
(a) u satisface identitatea variationald

a(u,v) — (f,v)2 =0 pentru orice v € H (Q). (3.51)

(b) u este punctul de minim absolut gi strict al functionalei energie,
adica

F (u) < E(w) pentru orice w € H (Q), w # u.

Prin comparatie cu Teorema 3.17, putem acum defini notiunea de
solutie generalizata a problemei Neumann.

Definitia 3.6 Fie Q C R" deschis si marginit si fie f € L2 (Q). Numim
solutie slaba (sau solutie generalizatd) a problemei Neumann (3.45), o
functie u € H! (Q) care satisface identitatea (3.51).

Teorema 3.18 (de existenta si unicitate a solutiei slabe) Fie Q0 deschis
si marginit. Pentru orice f € L? (), problema (3.45) are o solutie slabd
unicd.

Demonstratie. Se aplica teorema lui Riesz de reprezentare a functio-
nalelor liniare gi continue pe spatii Hilbert. In cazul nostru spatiul
Hilbert este spatiul (H' (), a(.,.)), iar functionala este:

F:H'(Q) =R, F@)=(f,v).

Este evident ca functionala F' este liniara. Ea este, de asemenea, con-
tinua. Intr-adevar,

[E ()] < |flz2 |vlpe -

Pe de alta parte, folosind ag > m > 0, avem

. vadx)é < ([ ooriue)

< \/1% </Q (|Vv|2+a0v2) dx>2 = \;ma(v,v)

N

[N



70 CAPITOLUL 3

Deci

Aceastd inegalitate implicd continuitatea lui F. Pe baza teoremei lui
Riesz, existd in mod unic un element v € H' () astfel incat F (v) =
a (u,v) pentru orice v € H' (Q) . Asadar, a (u,v) = (f,v); oricare ar fi
v e H' (Q), adicd u este solutia slabd (unici) a problemei (3.45). m
Este posibila o teorie similara a valorilor si functiilor proprii pentru
problema Neumann, care, in particular, si conduci la reprezentarea
solutiei slabe a problemei Neumann sub forma unei serii de tipul (3.38).

Observatia 3.4 Subliniem faptul ca spre deosebire de conditia la limita
a lui Dirichlet care este incorporatii in definitia spatiului de functii
H} (9), conditia la limitd a lui Neumann apare in mod natural ca
o consecinta a egalitatii variationale (3.51) (a se vedea demonstratia
implicatiei (ii) = (i) a Teoremei 3.17). Acesta este motivul pentru care
conditia pe frontiera a lui Neumann este numita conditie la limitd na-
turala.

In Partea I vom face un studiu mai detaliat al spatiilor Sobolev in
general si al spatiilor H} () si H! (), in particular.

In legatura cu definitia solutiilor slabe sau generalizate ale probleme-
lor la limita eliptice, in termenii spatiilor energetice asociate, a se vedea
Dinca [12] si Haragus [18].

3.14 Complemente

3.14.1 Inegalitatea lui Harnack

Inegalitatea lui Harnack afirma ca pentru orice functie armonica nene-
gativa, minimul si maximul pe un compact oarecare al domeniului de
definitie sunt comparabile.

Teorema 3.19 Fie u o functie armonicd nenegativa pe 2. Atunci, ori-
care ar fi doua bile concentrice B, = B, (x¢) $i B = Bpg(xo) astfel
meat 0 <r < R si B C 2, avem

(R]ir>n_2 g;:u(xo) <u(z) < (ler>n—2 gt:u(azo) (3.52)

pentru orice x € B,.
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Demonstratie. Efectuand eventual o translatie, putem presupune
xg = 0. Pe baza formulei lui Poisson si a teoremei de medie a functiilor
armonice, pentru orice x € Br, avem

2 2
vy - E r:c|/ W g,
wnR  Jopy v =yl

2 2
Gy T N,
wnlk  Jopg (lyl = |2l)
R* — |af? 2 |1 /
= =R u(y)do
(R —z) w2 Jopy, i

R \"?R+ |zl
- (R—m) 7"

de unde rezulta a doua inegalitate din (3.52). Pentru prima inegalitate
din (3.52), se porneste de la

2 2 2 2
T T P o L
wnR dBg |z — g wn R 8BR (Jz] + yl)

si se continua in mod asemanator. m
Folosind (3.52) deducem ca pentru oricare doua puncte 1,z € B,
avem

w(z) < (Zf:)nu(m). (3.53)

Aceasta inegalitate ne permite sd demonstram rezultatul care urmeaza.

Corolarul 3.8 (inegalitatea lui Harnack) Pentru orice domeniu 2 C
R"™ si orice submulfime compacta K C §, exista o constanta C de-
pinzand numai de ) si K astfel incat

maxu < C'minu (3.54)
K K

oricare ar fi functia armonicd nenegativi u € C* ().

Demonstratie. Fie 0 < R <dist (K,09Q) si r = R/2. Folosind
conexitatea lui 1 si compactitatea lui K, putem gasi un sir finit de
bile inchise Br (1), Bgr (x2), ..., Br (zy,) incluse in  astfel incat bilele
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B, (z1), By (x2), ..., By (x,) s acopere pe K si sa fie cate doua conec-
tate, adica sa existe ), € B, (x;)NBy (x)41) pentruorice k = 1,2, ...,m—
1. S& demonstram ca C' = 3™". Pentru aceasta este suficient sa se arate
ca u(x) < 3" (y) oricare ar fi punctele z,y € K. Aceasta rezulta prin
aplicarea repetata a formulei (3.53), de cel mult m ori. m

Facem observatia ca inegalitatea lui Harnack implica principiul tare
de maxim al functiilor armonice. Intr-adevar, daca u (z¢) = supu, xg €

Q

Q, atunci functia v = u (z9) —u este armonica i nenegativa pe domeniul
Qsi n}}n v = 0 oricare ar fi compactul K C €2 ce contine pe z¢. Din (3.54)

rezulta atunci ca v < 0 pe K. Agadar, v = 0 pe €2, adica u este constant
pe €.

Corolarul 3.9 O functie armonica nenegativa pe un domeniu este fie
identic nula, fie pozitiva pe acel domeniu.

Demonstratie. Presupunand contrarul se contrazice (3.54) daca se
alege K astfel incat max u > 0 i mlénu =0. m

3.14.2 Principiul de maxim al lui Hopf

Generalizarea principiului de maxim la cazul operatorilor eliptici gene-
rali este datorata lui E. Hopf. Vom considera operatorul

n n

0?u ou
Lu = Z ajk(m)—{—jz_;bj (:U)a—%—i—c(x)u

i) Ox 0z,
= Mu+c(z)u

unde presupunem ci aji, bj, ¢ € C(Q), ajr = ax;, c(z) <0 pe Q si

n R

ajr () §;, > 1 |§]2 pentru toti x € Qsi £ € R”
Jik=1

(conditia de elipticitate tare)
pentru vreun p > 0.
Teorema 3.20 Fie Q C R" o multime deschisd si fie u € C?(Q) N
CL(Q) astfel incat Mu > 0 pe Q si u(xg) = supu, unde g € OS) este

Q
un punct pentru care existda o bild deschisa B C Q cu xy € 0B. Atunci,
fie ca functia u este constanta, fie ca

0
51: (xo) > 0.
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Demonstratie. Vom demonstra pentru inceput versiunea slaba a
Teoremei 3.20, care necesita in plus ipoteza

u(x) <u(xp) pentru orice z € .

Alegem o bila By concentric cu B, astfel incat By C B si notam cu
x1 centrul lor si cu R raza bilei B. Vom nota pentru simplitate, r =
|x — 1| . Consideram functia

) 2
v (.Cl?) — e ¢ aR ,
unde o > 0. Avem

0
v=0 pedB, v>0 peB i a—v<0 pe 0B.
v

Pentru a determina Mwv calculam derivatele

v v
c%zj axjaxk

Oé’f’2 —ar2 —017'2

= 2axje” ™,

2
=4a zxRe — 20 p0e

unde d;;, este simbolul lui Kronecker. Asadar

n

Mv > [ 402 Z ajr (v) zjx — Ca e > <4a2u |z — C’a) e,
Jh=1

Rezulti ca pentru a suficient de mare, avem Mv > 0 pe B\ By. Sa fixdm
un astfel de numar a. Rezulta ca pentru orice € > 0, M (ev 4+ u) > 0 pe
B\ By. De aici deducem imediat ci functia ev 4 u isi atinge maximul
pe compactul B\ By, numai pe 9(B \ By).

Cum u < u(xo) pe 0By, putem alege £ > 0 astfel 1ncat ev+u < u(zg)
pe 0Bg. Deci ev+ u igi atinge maximul pe 0B. Acolo i insi v = 0, de unde
vedem ci maximul functiei ev + u pe compactul B\ By este atins pe
punctul xg. Rezulta

J(ev +u)

o (1‘0) > 0.

Cum insa g— (r9) < 0, deducem ca g— (xg) > 0, ceea ce doream si
aratam. m
Are loc urmatoarea generalizare a Teoremei 3.4.
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Teorema 3.21 (principiul tare de maxim al lui Hopf) Fie Q2 C R"™ un

domeniu si fie u € C%(Q) o functie satisfacand Mu (x) > 0 pentru orice

x € Q. Daca exista xo € Q astfel incit u (xg) = supw, atunci functia u
Q

este constanta pe ).
Demonstratie. Fie m = supu si fie M = {z € Q:u(x) =m}.
Q

Este clar ¢& M este o multime nevidi (zg € M) si inchisi in Q. Este
deci suficient sa aratam ca M este deschisa.

Fie 2* € M si fie bila Bg (z*) C Q. Este suficient si ardtdm ca
Bpjs (v*) C M. Pentru aceasta, fie ¥ € Br/y (**) un punct oarecare.
Atunci

d = dist (z, M) < dist (z,2¥) < g

Vom arata ca 6 = 0. Presupunem contrarul, anume ca § > 0 si con-
sideram restrictia lui u la Bs (z). Avem u € C?(Bs (z)) si din definitia
lui 6, existd z; € dBs (z) N M astfel incat u(z1) = m si u < m pe
Bs (). Atunci, pe baza versiunii slabe a Teoremei 3.20 deja demon-
strate, (Ou/0v) (z1) > 0. Pe de alta parte, z1 apartine lui €2 si este un
punct de maxim al lui u, deci Vu (1) = 0. Contradictia la care am ajuns
ne aratd cda 0 = 0. m

Demonstratia completa a Teoremei 3.20. Teorema 3.21 im-
plica faptul ca daca functia u nu este constanta, atunci u (z) < supu =

Q

u (zg) . Asadar ipoteza versiunii slabe este satisfacuta si demonstratia
este completa. m

Corolarul 3.10 (principiul slab de maxim al lui Hopf) Fie Q@ C R™ un
domeniu mdrginit si fie w € C?(Q)NC(Q). Dacd Lu >0 pe Q siu <0
pe 09, atunci u < 0 pe Q.

Demonstratie. Se presupune contrarul. Atunci multimea deschisa

V' ={reQ: u(zx) >0} este nevidid. De asemenea, folosind faptul ca

¢(z) <0, avem Mu = Lu — c(z)u > 0 pe Q. In plus u = 0 pe 9.

Rezulta ca pe orice componenta conexa a lui €, functia u este necon-

stanta si 151 atinge supremumul in interior, ceea ce contrazice Teorema
3.21. m

3.14.3 Potentialul de volum

In formulele (3.3) si (3.7) intervine o functie speciala definita cu ajutorul
solutiei fundamentale a ecuatiei lui Laplace,
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V(x)z/QN(x—y)f(y)dy

numita potentialul de volum (sau potentialul newtonian) de densitate f.
Proprietatea principala a potentialului de volum este aceea ca el
reprezinta o solutie particularad a ecuatiei lui Poisson AV = f.

Teorema 3.22 Fie Q C R"™ o mulfime deschisd si marginita.
1) Daca f este o functie marginita i masurabilda pe ), atunci V. €
CH(R™) si pentru orice x € R™ avem
ov ON
— = | —(x— d =1,2,...,n. 3.55
oz, anj(x v fWdy, j=12,..n (3.55)
2) Dacd f € CY(Q), atunci in plus V € C?(Q) si
AV =f peQ. (3.56)

Demonstratie. 1) Pe baza Observatiei 3.1, functia

ON

Vi (z) = Q%j(ﬂc*y)f(y)dy

este bine definita pe R". Pentru a demonstra ca V; = 90V/0z; con-
sidersm o functie n € C' (R) cu urmétoarele proprietati: 0 < n < 1,
0<n <2,n(t)=0pentrut<1sgin(t) =1 pentrut > 2. Pentru orice
g > 0, definim functia

Va(x)Z/QN(x—y)naf(y)dy

unde 7. = 71 (|x — y| /¢) . Se observa imediat ca V. € C! (R") si

v () — Ve >=/| O (1 n)N@—)}f)dy.

— x PR
axj r—y|<2e 8xj
Rezulta

V(o) - 5o @)

sup | f| (
lz—y|<2e

2ne

P pentru n > 3
sup |/ { 4e (1+|In2¢|) pentrun = 2.

ON 2
oo o)+ 2N @ =)l dy

IN

IN
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In consecinta, V; si OV./0x; converg uniform pe R" la V, respectiv V},
cand € — 0. Asadar, V € C1 (R") 5i V; = V.

2) Fie o € Q un punct oarecare fixat si fie B = B, (zo) astfel incat
B C Q. Avem

Viz)=Ve(@)+ | N(@=y)fy)dy,
unde Q, = Q\ B, iar

v;<x>—/BN<w—y>f<y>dy.

Este clar ca functia V () — V,. (z) este armonica pe B. Ne propunem sa
aratam ca V,. € C?(B) si AV, (z9) — f (20) cand r — 0. Pentru aceasta,
s& observam ci pe baza punctului 1), V, € C*(R") si

Vi) = [ VN @=9)f ) dy=— [ VN9 f @y

Integrand prin parti, gasim mai departe

Wi = [ Na@-p 0 -mde,+ [ Na-n Vi)

unde s-a folosit faptul c& v (y) = (y — 20) /. Prima integrald este in
mod clar o functie din C*(B; R™). Pe baza punctului 1) si cea de a doua
integrald este in C*(B; R™). Rezulti V, € C?(B). Mai departe, folosind
de asemenea punctul 1), gasim pentru z € B :

AVi(z) = —% [ dive (N (2= 9) £ (5) (y — o) doy
+/ div, (N(z—y)Vf(y))dy
B
= —1/ (VaN (z =),y —x0) f (y)doy
T JoB

+ / (Val (2 — ), Vf (1)) dy.
B

Dar

1/ (VoN (o — y),y — x0) f (y) doy,
OB

1
- /E)Bf(y)doﬁ—f(xo)

wyrn—1
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iar

/(VxN(w—y),Vf(y))dy‘SC/\xo—yll‘”dygmeo
B B

pentru r — 0.

Asadar AV, (z9) — f (xo) pentrur — 0. =

Denumirea de potential provine din fizica, unde se spune ca un camp
vectorial (de forte) F deriva dintr-un potential daca exista o functie V'
astfel incat

VV =F.

Astfel, de exemplu, conform legii lui Coulomb, o sarcina electrici ¢
plasatd in punctul y € R3 actioneazi asupra sarcinii unitate aflati in
punctul z cu forta ¢ (x — y) / |# — y|* . Dacd acum consideriim o distributie
de sarcini electrice in portiunea  a spatiului, cu densitatea f (y), atunci,
prin insumare, asupra sarcinii unitate aflati in 2 va actiona forta

P =/Q”““‘yf<y> dy.

|z —y[?

Se observa ca potentialul ei este functia

V(x) = / 1 rwya.

alz—yl
Teorema 3.22 permite ca studiul problemelor la limita pentru ecuatia
lui Poisson sa fie redus la studiul problemelor corespunzatoare pentru
ecuatia lui Laplace. Intr-adevar, daca u este o solutie a ecuatiei lui
Poisson

Au=f pe§,

unde f € C' (Q)NC(Q), iar V este potentialul newtonian de densitate
f, atunci functia v = u — V este solutie a ecuatiei lui Laplace

Av=0 peQ.

In plus, este important pentru problemele la limitd avute in vedere,
Dirichlet, Neumann sau Robin, faptul ca V € C'(R") si deci se poate
vorbi despre valorile functiilor V' gi 9V/0v pe frontiera lui (2.

In urmitorul paragraf vom descrie in detaliu metoda functiilor sub-
armonice (sau metoda lui Perron) pentru demonstrarea existentei solutiei
problemei Dirichlet relative la ecuatia lui Laplace.
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3.14.4 Metoda lui Perron

Am vazut ca functiile armonice pe un interval (a,b) sunt functiile liniare
pe (a,b). Vom numi functie sub-armonicd pe (a,b), orice functie con-
tinua gi convexa pe (a,b) . Amintim ca o functie u continua pe (a, b) este
convexa daca si numai daca satisface inegalitatea lui Jensen

u(r—r)+u(x+r)
2

u(z) <

oricare ar fi intervalul [z — 7,z 4+ r] C (a,b). O functie u se va numi
supra-armonicd pe (a,b) dacd —u este sub-armonica pe (a,b), adica
dacd u este continua si concava pe (a,b) . Pentru cazul functiilor de mai
multe variabile, aceste notiuni sunt generalizate dupa cum urmeaza:

Definitia 3.7 O functie u € C(QQ) este sub-armonica pe Q daca

1

wprt—1

u(z) <

/ u(y)do oricare ar fi B, (x) C .
OB (x)

Spunem ca u € C () este supra-armonicd pe Q dacd —u este sub-
armonica pe €.

Pe baza teoremei de medie a functiilor armonice, rezulta ca suma unei
functii sub-armonice cu o functie armonica este o functie sub-armonica.
Mentionam principalele proprietati ale functiilor sub-armonice:

Teorema 3.23 Fie u € C? (). Atunci u este sub(supra)-armonicd pe
Q daca si numai daca Au > (<) 0 pe €.

Demonstratie. Daca Au > 0 pe €, atunci aplicand (3.11) bilei
B = B, () g tinand cont de expresia functiei lui Green pentru sfera, ca
si de pozitivitatea ei, obtinem

oG
w(@) = - /B Au(y) G (,y) dy - /{jBu@)ayy(x,y)day (3.57)

oG
< — u(y) =— (x,y) do
< /83 (y) auy( y) doy

0G 1
= - u(y) =— (0,y —z)do :/ u (y) do
w50y =mdey = | ug

ceea ce arata ca functia u este sub-armonica pe ).
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Reciproc, (3.57) implica

/Au(y)G(m,y)dy:/Au(y)G(O,y—x)dyZO.
B B

De aici,
Au(w)/BGm,y—x)dyzLG(O,y—x>[Au<x>—Au<y>1dy

de unde concluzia Au () > 0 rezultd daca se aplica a doua formula de
medie pentru integrala din membrul drept, se imparte la integrala din
membrul stang si se trece la limita cu r — 0. =

Teorema 3.24 (principiul de maxim al functiilor sub-armonice) Fie

Q C R™ un domeniu si fie u € C () o functie sub-armonica pe §.

Daca exista xg € 0 astfel incat u(zg) = sup u, atunci u este constantd
Q

pe (.

Demonstratie. Se foloseste definitia functiilor sub-armonice si ratio-
namentul din demonstratia Teoremei 3.4. m

O aplicatie interesanta a principiului de maxim este urméatoarea teo-
rema de caracterizare a functiilor armonice.

Teorema 3.25 O functie u € C () este armonicd daca si numai daca
ea este simultan sub si supra-armonicad.

Demonstratie. Necesitatea rezulta din teorema de medie a functiilor
armonice. Pentru suficients, fie B = B, (z) o bili oarecare astfel incat
B C Q. Fie v € C?(B)NC(B) unica solutie garantati de Teorema 3.10,
a problemei Dirichlet

Av=0 peB
v=u pedB.

Atunci functiile © — v si v — u sunt sub-armonice pe B si sunt nule pe
O0B. Principiul de maxim al functiilor sub-armonice implica atunci ca
u = v pe B. Deci u este armonica pe B si data fiind alegerea arbitrara
a bilei B, u este armonica pe (). ®

Corolarul 3.11 Fie (uy) un sir de functii armonice pe §) care converge
la functia u uniform pe orice compact inclus in Q. Atunci functia u este
armonica pe €.
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Demonstratie. Este clar ca u € C'(2). Mai departe, fie B = B, ()
astfel incat B C €). Functiile u;, fiind armonice satisfac

1
= do
@) = o [ (o
de unde, tinand cont si de uniform convergenta pe B a lui uy, la u, gisim
@) =t [ )
u(x) = u .
wnr™ ! Jop Y

Aceasta ne arata ca functia u este simultan sub si supra-armonica pe §2
si deci armonica, pe baza Teoremei 3.25. m

Teorema 3.26 Fie u o functie sub-armonicd pe ) si B o bila deschisa
astfel incat B C ). Fie w functia armonicd pe B satisfacand ©w = u pe
0B. Atunci functia

u(zr), z€B

U(x)_{u(x), r€Q\ B, (3.58)

numitd modificarea armonica pe B a lui u, este de asemenea sub-armonica
pe €.

Demonstratie. Fie B’ o bili oarecare cu B’ C Q si fie h o functie
armonici pe B’ satisficand U < h pe OB’. S& observim pentru inceput
ca functia u — uw este sub-armonica pe B si nula pe dB. In consecinta,
pe baza principiului de maxim al functiilor sub-armonice, © —uw < 0 pe
B, de unde u < U pe intregul Q. Rezultd ci functia u — h sub-armonici
pe B’ satisface u — h < 0 pe OB’. Principiul de maxim implicd atunci,
u—h <0peB.Cumu=U peQ\ B, avem atunci U < h pe B'\ B. Pe
de alta parte, U — h este armonica pe BNB' siU—h < 0pe d (BN B'),
de unde U < h pe BN B’. Asadar U < h pe B’ si, data fiind alegerea
arbitrara a lui B’, U este sub-armonica pe 2. m

Sa mai observam ca daca uj i ug sunt sub-armonice pe €2, atunci
functia v = max {uy,us} este de asemenea sub-armonica pe 2.

In cele ce urmeaza 2 C R™ va fi o multime deschisa, marginita si
conexa, iar g € C (99). O functie sub-armonica v € C(f2) se spune ca
este o sub-functie a lui g, dacd v < g pe 9. In mod analog, o functie
supra-armonica v este o supra-func{ie a lui g, daca v > g pe 0f). Pe
baza principiului de maxim, orice sub-functie a lui g este mai mica sau
egala cu orice supra-functie a lui g. In particular, o functie constanta k
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este o sub-functie (supra-functie) a lui g, daca si numai daca k < né?zx g
(k > max g). Sa notam cu S, multimea sub-functiilor lui g.

Este clar ca daca u € C? (2) N C(Q) este solutia problemei

{ Au=0 peQ (3.59)

u=g¢g pe 0f2,

atunci v < u, oricare ar fi sub-functia v a lui g. Aceasta ne sugereaza sa
cautam solutia u sub forma

u(z)=sup v(z), z€l (3.60)
vESy

Aceasta este ideea fundamentald a metodei lui Perron.
Lema 3.2 Functia (3.60) este armonica pe ).

Demonstratie. Pentru orice v € Sy, functia v — r%%xg este sub-
armonica si nepozitiva pe 0f). Pe baza principiului de maxim, rezulta
atunci ca v < max g pe ), ceea ce arata ca functia (3.60) este bine
definita. Fie xp € © un punct arbitrar si fie (vg) un sir de functii din
Sy astfel incat vi (v9) — w(x¢) pentru kK — oo. Inlocuind eventual pe

v} cu functia max {vk, Ig})n g} , de asemenea apartinand lui S, , putem

presupune ci sirul (vy) este méarginit in C/(Q).

Fie bila B = Bp (xo) astfel incat B C Q si fie Vj modificarea ar-
monica pe B a lui vy, conforma formulei (3.58). Avem Vj, € Sj si
Vi (x0) — u (x0) . Pe de alta parte, pe baza formulei lui Poisson,

R? — |z — ao|? vk, (y)
Vi = d B.
()= [ e e

Rezulti ci pe orice bils B, (zg) inclusi in B, multimea functiilor con-
tinue Vj este marginita si echicontinua si deci, conform teoremei lui
Ascoli-Arzela (a se vedea Precup [38]), contine un subsir uniform con-
vergent. Alegand r = R — 1/k si folosind procedeul diagonal putem gasi
un subsir al lui (V) , pentru simplitate notat tot cu (V%) , care converge
uniform pe orice compact din B la o functie v € C'(B). Corolarul 3.11
implica ca v este armonica pe B. In plus v < u pe B si v (zg) = u (x9) .
Sa aratam ca de fapt v = u pe B. Pentru aceasta, sa presupunem ca
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v(z1) < w(zp) pentru un anumit punct z; € B. Atunci ar exista o
functie o € S, astfel incat v (x1) <  (x1) . Noténd wy, = max {7, V;} si
considerand modificarea sa armonica Wy (pe B), prin procedeul des-cris
mai sus am obtine ca un subsgir al lui (Wj) converge la o functie ar-
monica w satisfacand v < w < wu pe B si v (x0) = w (x0) = u(xg) . Ast-
fel, functia w — v, armonica pe B, isi atinge maximul pe punctul interior
xo € B. Principiul tare de maxim implica atunci ca w = v pe B. Cum
insd Wy, (z1) > wy (z1) > 0 (x1), ar rezulta w (z1) > 0 (x1) > v (z1), 0
contradictie. Agadar, u este armonica pe B gi cum B a fost arbitrar ales
in Q, u este armonici pe . m

Pasul urmétor constd in a demonstra ci functia (3.60) este continua
pe Q si u = g pe 09, dacad 9Q posedd anumite calititi geometrice.
Acestea se formuleaza folosind notiunea de bariera.

Fie 29 € 0. Spunem c functia w € C(Q) este o barierd in xg relativ
la €2, daca

w este supra-armonic in €,
w>0in Q\ {zo}si w(xg) =0.

Subliniem faptul ca proprietatea unui punct zg de a admite o bariera
relativ la € este o proprietate locala. Intr-adevar, daca zy admite bariera
w € C(QN B, (x9)) relativ la QN B,(xg), atunci functia

7 () = min {w (z) ,m} dacd z € QN B, s (20)
CE m dacd x € Q\ B, 5 (x0)

unde m =min {w (z) : x € Q, r/2 < |z —xo| < r}, este o barierd in zg
relativ la Q.

Un punct zg € 02 se spune ca este regular daca exista o bariera in
acel punct.

Lema 3.3 Fie u functia armonicd definita prin formula (3.60). Daca
punctul xg € 0S) este reqular, atunci

u(z) — g(xg) pentruz € Q, © — xp.
Demonstratie. Fie ¢ > 0 si fie M = n%%x|g]. Fie de asemenea

w o barierd in zy. Folosind continuitatea in zo a functiilor ¢ si w si
proprietatile barierei, deducem ca exista numerele pozitive § si k astfel
incat

lg () — g (z0)| < e dacd |z —xg| <,

kw (x) > 2M daca |z —xg| > 9.
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Functiile g (xg) + € + kw si g (x9) — € — kw sunt supra-functie, respectiv
sub-functie a lui g. Folosind definitia lui u gi faptul ca orice supra-functie
doming orice sub-functie, deducem ca

g(xo) —e—kw(z) <u(z) <g(xo) +e+kw(x), ze.
Atunci
lu(xz) —g(x0)| <e+kw(x), ze.

Concluzia rezultd acum fiindca w (z) — 0 pentru z — xo. ®
O consecinta imediata a Lemelor 3.2 si 3.3 este urmatoarea teorema.

Teorema 3.27 Conditia necesara si suficienta pentru ca problema (3.59)
sd admitd solutie in C? (Q)NC(Q) pentru orice g € C (00Q), este ca toate
punctele frontierei 0S) sa fie regulare.

Demonstratie. Suficienta rezulta imediat din Lemele 3.2 si 3.3,
solutia problemei (3.59) fiind functia v construita conform formulei (3.60).
Pentru necesitate, fie g € 9€2 un punct oarecare. Atunci solutia prob-
lemei (3.59) corespunzitoare functiei g (z) = |z — x|, este o barierii in
o dupa cum se constata imediat. Deci z( este regular. m

In continuare vom da conditii suficiente pentru ca punctele frontierei
unei multimi € sa fie regulare.

1) Conditia segmentului exterior (pentru cazul n = 2). Se spune
ca 2 C R" satisface conditia segmentului exterior intr-un punct xg €
012, daca exista un punct x; € R™ \ {x¢} astfel incat

Az + (1= N)xo ¢ Q, pentru orice A € [0,1].

In cazul n = 2, aceasta conditie este suficienta pentru ca xg sa fie
regular. Intr-adevar, folosind coordonatele polare (p, ) cu originea in
xg si semiaxa ¢ = 0 de directie zg — x1, se verifica faptul ca functia
Inp

w(x) = ——F——>
<) 1n2p+902

este o bariers in g relativ la QN By, (x0), unde ro < 1.

2) Conditia conului exterior. Se spune ca Q C R" satisface
conditia conului exterior intr-un punct xg € 0f), daca existd un con
convex gi deschis C, cu varful in origine si un numar rg > 0 astfel incat

Qﬂ($0+0)ﬂBr0 (J?()) = 0.
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Aceastd conditie revine la faptul ca existd 1 € R™" \ {zo}, 0 <6y <7
si ro > 0 astfel incat

QN By, (wo) C {z : unghi (zg — 21, z — 20) < Oo}.

Se poate arata (a se vedea Dautray—Lions [9, vol. 2, p. 399] pentru
n > 3, ca daca {2 satisface conditia conului exterior in xo, atunci xq este
regular admitand o bariera de forma w () = r*¢ () , unde r = |z — 2|
si 0 =unghi (zg — z1,2 — x9) .

Conditia conului exterior implicd in mod evident conditia segmentu-
lui exterior.

Spre exemplu, daca {2 este o multime convexa, atunci ea satisface
conditia conului exterior.

3) Conditia de netezime C'. Daci (2 este de clasd C!, atunci
satisface conditia conului exterior in toate punctele lui 9.

Concluzionand, avem urmatorul rezultat de existenta pentru proble-
ma Dirichlet. Astfel este incheiatd si discutia pe marginea formulirii
corecte a acestei probleme.

Teorema 3.28 Fie Q) C R™ un domeniu marginit, cu frontiera formata
numai din puncte regulare. Atunci pentru orice f € C'(Q) N C(Q)
si g € C(00), existd o unicd solutie u € C?(Q) N C(Q) a problemei
Dirichlet

Au=f pef
U=g pe 0N).

3.14.5 Potentialele de suprafata

In formulele (3.3) si (3.7) intervin doua tipuri de functii definite cu
ajutorul solutiei fundamentale a ecuatiei lui Laplace si a integralei de
suprafati. Acestea sunt

e potentialul de strat simplu de densitate «

Wo(z)= [ N(z—y)aly)doy
o0
e potentialul de strat dublu de densitate 3

W (z)=— giv(x—y)ﬂ(y)day.
oN Y
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Din punct de vedere fizic, potentialul de strat simplu poate fi in-
terpretat ca potential al campului electric indus de o distributie de
sarcini pe suprafatd 0f), cu densitatea a. Potentialul de strat dublu
este potentialul unor dipoli distribuiti pe suprafata 02, cu densitatea 3.

Fie O C R" o multime deschisa, marginita si de clasi C? si fie
a, B € C(092). Mentionam fara demonstratie proprietatile principale
ale potentialelor de suprafata. Pentru detalii indicam Barbu [3], Folland
[14], Mihlin [29] si Vladimirov [57].

Teorema 3.29 1) Functia W este armonica pe R™ \ 0%, iar restrictia
et la O este continud.
2) Pentru orice xg € 0S), avem

W (z) — W(xo) — 3B(z0) pentru z — zg, x € Q

W (x) — W(xo) + %ﬁ(aco) pentru x — xg, © € R™\ Q. (3.61)

Formulele (3.61) exprima faptul ca potentialul de strat dublu este
discontinuu in toate punctele z( ale frontierei pentru care 3(zq) # 0.

Inainte de a enunta rezultatul principal asupra potentialului de strat
simplu, introducem urmaitoarele spatii de functii: Cl(Q) este spatiul
functiilor u € C1 () N C(Q2) pentru care limita

(@)= lim v(a) Vula v ()
exista pentru orice x € 02, convergenta fiind uniforma pe 9f2. De aseme-
nea, CL(R™\ Q) este spatiul functiilor u € C1(R™\Q)NC(R™\ ) pentru
care limita

ou )

(@)= lim v (x)- Vu(z +tv ()

existd pentru orice x € Jf2, convergenta fiind uniforma pe 0f2.

Teorema 3.30 1) Functia Wy este armonica pe R™\0S2 si este continud

pe R™.
2) Wo € CL(Q), Wy € CLR™\ Q) si pentru orice x € OS2, avem
oWy ON 1
@ = [ SN @ pa)de, - o
oWy ON 1
Eos (x) = 0 O (x —y)a(y)doy, + 3¢ (x).

Alaturi de potentialul de volum, potentialele de suprafata pot fi
folosite la demonstrarea existentei solutiilor problemelor la limita elip-
tice, agsa cum vom indica in cele ce urmeaza.
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3.14.6 Metoda ecuatiilor integrale a lui Fredholm

Presupunem ca €2 C R"™ este o multime deschisd, marginita si de clasa
C?, pentru ca toate proprietitile potentialelor de suprafati sa aiba loc.

Teorema 3.29 sugereaza ca solutia problemelor Dirichlet interioara
(D;) si exterioara (D.) sa se caute sub forma unui potential de strat
dublu, iar Teorema 3.30 sugereaza ca solutia problemelor Neumann in-
terioara (N;) si exterioara (N¢) sd se caute sub forma unui potential de
strat simplu (subliniem faptul ca toate aceste probleme sunt relative la
ecuatia omogena a lui Laplace). Mai exact, solutia problemelor (D;) si
(D) se cauta sub forma

ON

u(xr) =— —
() e OV

(z —y)B(y)doy,

iar solutia problemelor (N;) si (N¢), sub forma
u(z) = N(z —y)a(y)doy.
oN

In lumina Teoremelor 3.29 si 3.30, cele patru probleme la limita sunt
echivalente cu urmatoarele ecuatii integrale liniare:

) 58~ [ oy Byde,=g@), oo

o0 Y
) 8@-[ Ka-yswds,=ge), =eow
2 o0 al/y

ON

(Ni) = 5a(z) 5y (@~ yaly)doy=g(x), €
0 Vg

1 0

(Ne) e (x) + % (x—y)a(y)doy =g (x), x €.

o0 T

Astfel problema existentei solutiilor celor patru probleme la limita se
reduce la problema existentei solutiilor (3, respectiv «, ale ecuatiilor
integrale Fredholm de speta a doua de mai sus. Studiul acestor ecuatii se
bazeaza pe teorema de alternativa a lui Fredholm pentru operatori liniari
complet continui pe spatii Banach. Pentru detalii recomandam Barbu
[3], Dautray—Lions [9, vol. 2], Folland [14], Mihlin [29] si Vladimirov
[57].



PROBLEME LA LIMITA ELIPTICE 87

3.15 Probleme

Operatori diferentiali

1) Se spune ci ecuatia cu derivate partiale (1.6) este in formd canonicd
daca aji € {—1,0,1} oricare ar fi j si k. Daca ap, = 1 (sau —1) pentru
orice k € {1,2,...,n} si aj, = 0 pentru j # k, ecuatia este eliptica; daca
agr, sunt toti egali cu 1 (sau toti egali cu —1) cu exceptia a cel putin unul
egal cu 0 si ajr = 0 pentru j # k, atunci ecuatia este parabolica; daca
existd cel putin doi coeficienti opusi, atunci ecuatia este hiperbolica.
Pentru detalii indicam Vladimirov [57, p. 60].

Sa se aduca la forma canonica precizandu-se tipul, ecuatiile: a) uz, —
2Ugy — 3Uyy + Uy = 0 b) 10Uz — OUzy + Uyy + Uz +uy = 0 €) Ugy —
Augy + Aty — 2uy = 0 d) Upe — TUyy = 0.

2) Si se determine toate solutiile ecuatiilor: a) a®ugz; — uyy = 0 b)
gy + 2Ugzy — Uyy = 0.

Indicatie. Se aduce ecuatia la forma canonica.

3) Sa se determine expresia laplaceanului in coordonate cilindrice,
sferice (in R?) si polare (in R?).

Indicatie. Se efectueaza schmbari ale variabilelor. Se obtine:

Bu=33 (0 5) + i + 5
(in coordonatele cilindrice p, psi 2)

— 10 (, 0u 1 9%
Au = pdp ('0 8/)) + p? 92

(in coodonatele polare psi @)
_ 10 20u 1 o) : du 1 9%u
Au - T‘TWA(T ﬁ) + TQSiHQW (Slne W) + r231n29 67902
(in coordonatele sferice 7, 0si ).

4) Sa se determine solutiile radiale, adica de forma u (z) = v (|z|),
ale ecuatiei lui Laplace pe R™ \ {0} .
Indicatie. Se rezolva ecuatia diferentiald ordinara

n—1
v+ ——v' =0 pentrur >0,
T

unde v = v (r), r = |z|. Se obtin solutiile

u(z) =c1|z)* ™ +co pentru n >3
u(z) =ciln|x|+c2 pentru n=2.
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Probleme la limita
5) Sa se rezolve problema

Au(z,y) =0, O<z<a, O<y<bd
u(z,0) =sin® 2%, u(z,0) =0, 0<z<a
u(0,y) =u(a,y) =0, 0<y<b.

Indicatie. Folosim metoda separarii variabilelor. Se cauta functii
armonice neidentic nule, de forma u(z,y) = X ()Y (y) cu X (0) =
X (a) =Y (b) = 0. Rezulta ca functiile X si Y satisfac conditiile

X"+2X = 0, 0<z<a; X(0)=X(a)=0;
Y'—AY = 0, 0<y<b; Y (b)=0.

Se constati cil existi solutii netriviale numai pentru A = A\, = (kn/a)?,
anume Xy, (z) = sin (knz/a), Yy (y) =sh (kx (b—y) /a), k € N\{0}. Se
cauta solutia problemei ca o combinatjie liniara a functiilor Xy, (z) Yy (v) .
Cum sin® %2 = 3 Lsin 372 obtinem

— 9 qin T _ 1L oL
e — 4SSy 4 a

3,7T£L‘Sh7r(bT_y) 1_37r71‘8h%_y)

u(:n,y)zzsm; N S v
a a

6) Sa se rezolve

Au =0, O<z<m 0<y<m
u(x,0) = Asinz, u(z,7) =0, 0<z<nw
u(0,y) = Bsin3y, u(m,y) =0, 0<y<m.

Indicatie. Solutia se cauta sub forma u = w; + uo, unde u; si us
sunt functii armonice pe (0,7) x (0, 7) si satisfac cate o singura conditie
neomogena la limita.

7) Si se rezolve urmitoarele probleme (in coordonate polare):

a) Au=0 pentrup< R, u=cos’p pentru p= R;

b) Au=0 pentru p < R, du/0p = Acosp pentru p = R;

c) Au=0 pentrup> R, u=cos3p pentru p=R, |u| <C;

d) Au=0 pentru R < p< Ry, u= A pentru p = Ry, u=cosp
pentru p = Ras.

Indicatie. Se cauta solutii netriviale ale ecuatiei lui Laplace, de forma
u(p, @) = Z(p) ® (¢) . Folosind expresia laplaceanului in coordonate po-
lare, gasim

M (p) + A2 () = 0,
p*Z" (p) +pZ' (p) = NZ (p) =
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Intrucat ® (¢ + 2m) = ® (), prima ecuatie admite solutii neidentic nule
numai pentru A = A\, = k2, anume ®, (p) = ay, cos ko+b sinky, k € N.
Mai departe giasim Zy (p) = cpp® + dpp™* pentru k > 1 5 Zy(p) =
colnp+ do pentru k = 0.

Solutia problemelor la limitd pe @ = {z € R*: p = |z| < R} se cauta
sub forma

L a | : p\Fk
U= 2+;(akcoskgo+bksmkcp) (§> ,

pentru problemele la limita pe 2 = {x €eR?:p> R} , sub forma

00 k
ap . R
u= + kgl (ay cos ko + by sin k) (p> ,

iar pentru problemele la limita pe coroana §2 = {:U €ER?:Ri<p< Rg} ,
sub forma

oo o0
u=alnp+b+ Z <akpk + bk,o_k> cos ko + Z (ckpk + dkp_k) sin k¢
k=1 k=1

(a se vedea Problema 8.6.2 pentru justificarea formalismului de mai sus).

8) Si se afle distributia stationari a temperaturii u (p, ¢, z) in in-
teriorul unui cilindru infinit de raza R, daca suprafata cilindrului este
mentinuta la temperatura u (R, ¢, 2) = Acos .

Indicatie. Este de agteptat ca functia u sa nu depinda de z. Asadar
este suficient s studiem problema intr-o sectiune transversala. Se ajunge
astfel la problema Au = 0 pentru p < R, u = Acosy pentru p = R.

9) Aritati ci nu existd nici o solutie u € C?(B), B = Bg (0) , pentru
problema Neumann

{Au:l pe B

%:0 pe 0B.

Indicatie. Se foloseste prima formula a lui Green.

Functii armonice
10) Fie u o functie armonica pe multimea deschisa 2 C R™. Atunci,
oricare ar fi bila inchisa B, (x) C 2, u (z) este media valorilor functiei u

pe punctele bilei (sferei pline) B, (z), adica

n

ww =i [ wwy
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(versiunea ,,plind” a formulei de medie).
Indicatie. Se integreaza de la 0 la r in raport cu 7, formula

Wt (z) = / u(y)doy.
0B (z)

11) O functie armonicd pe R™ marginita inferior sau superior este
constanta (teorema lui Liouville).

Indicatie. Fara a restrange generalitatea se poate presupune u > 0.
Fie 1,29 € R™ doua puncte arbitrare gi 7 = 79 + |z1 — 22| > 192 > 0.
Atunci By = By, (z2) C By, (x1) = B si aplicand versiunea ,,plind” a
formulei de medie, gasim

n n ri\"
U dy < U dy = — u(xy).
o /32 (y) dy < ol /31 (y) dy <T2> (z1)

u(ze) =

Pentru ro — oo se obtine u (z2) < w(x1). Analog, u (z1) < u(z2).

O alta demonstratie pentru teorema lui Liouville poate fi data pe
baza Teoremei 3.19.

12)* Fie u o functie armonica pe domeniul 2 C R". Daca u se
anuleaza pe o submultime nevida si deschisa a lui €2, atunci u este identic
nula pe €.

Indicatie. Fie Bg (zo) C £ o bila pe care u este identic nula. Folosind
inegalitatea lui Harnack se arata ca u va fi nula de-a lungul oricarui drum
continuu ce porneste din z.

13)* Pentru orice « € N™\ {0} exista o constanta C' = C (n, o) astfel
incat, daci u este o functie armonicd si mirginitd pe Q C R™, atunci

C

Do)l < e o)™

sup |u|, €.
Q

Indicatie. Daca 99 = (), adica Q = R", inegalitatea de demonstrat
revine la faptul ca D%u este functia nuld, ceea ce rezultda din teorema
lui Liouville. Fie deci 92 # (). Pe baza Corolarului 3.3, este suficient sa
estimim derivatele de ordinul intai. Pentru r < dist(x, dQ), avem

ou n / ou n /
—(z) = — (y)dy = u(y)v;(y)do

sl inegalitatea rezulta daca se ine cont de faptul ca [v;| < 1si r mas(0B,)
= n mas(B,).
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14)* Sa se demonstreze ca inegalitatea de la exercitiul anterior are
loc pentru urmatoarea expresie a constantei C":
laf /!
C(n,a) = (ne)'™ —.
e
Rezolvare. Se presupune formula adevaratd pentru « si se arata ca
ea ramine valabila gi pentru 8 cu |3| = |a| + 1. Pentru un astfel de
avem DPu = D% /0x; pentru un anumit j. Fixim un numar 7 € (0, 1)
si aplicim versiunea ,,plind” a formulei de medie functiei Du si bilei
B;, (z), unde ca mai sus, r <dist(z, 9f2) . Obtinem

0D
D? S L — /
u(@) wn (17)" /B, (z) Oj dy
n «a Yj — T
= — D%u (y doy.
ol g D

Insa, dupa cum s-a presupus, avem

|| | |'
ne all
@ < R — - .
| D% (y)] < <(1 7')7") . sgp lul, y€ 0B (x)

Rezulta
laf+1 1 !
‘Dﬁu (x)‘ < (@> 7(1 lo]

r _ T)Ia\ T+ €2

In final se alege 7 = 1/ 0] si se foloseste inegalitatea

) s

15)* Orice functie v armonica pe € este local analitica pe (2, adica
pentru orice T € (), exista o vecinatate V' a lui T astfel incat seria Taylor

> 28 gy,

unde (z —7)% = [}, (z; — 7)™ si ol = [[}_; oy, converge la u ()
uniform pe V.
Indicatie. Teorema lui Taylor ne spune ca

“u (T Pu
u@y= 3 P g o P e gy

|
|| <m ' |B|l=m+1 s
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unde ¢ € B, (7). Dar

‘D%(ﬁ)‘ < (L)w ‘i“s%plw-

neZntly
Folosind si inegalitatea |3|! < e"B181 obtinem

DPu (€)
| . }‘(g_

E)ﬁ‘ < ¢ lfl sgp lul .

In concluzie, restul din formula lui Taylor se poate estima astfel

3 M E-2|< T eB<ipremd
|B|l=m+1 B |B]=m+1
si tinde la zero pentru m — oo, uniform in raport cu z € B, (T).

16)* Fie (uy) un sir de functii armonice pe domeniul €. Daca sirul
este minorat de o functie uy armonica pe  (adica ug < uy pe €2, pentru
orice k) i existd zo € Q astfel incat girul de numere reale (uy, (z0)) este
marginit superior, atunci (uy) contine un subsir ce converge la o functie
armonici, uniform pe orice compact inclus in .

Rezolvare. Se poate presupune ca ug > 0 pe €2, pentru orice k.
Fie K C © un compact cu zg € K. Inegalitatea lui Harnack arata ca
max uj < Cm}%nuk < Cuy (29) < C'. Deci sirul (uy) este marginit in
spatiul C' (K). Sa aratam ca el este in plus echicontinuu. Fie z € K si
B = B, (z) C Q. Notam

my (r) = minug, My (r) = maxuy.
B

B
Aplicand (3.53) functiilor ug — my, () si My (1) — up gisim
My (r/2) —mg (r) < 3" (my (r/2) —my (),
My (1) —my (r/2) < 3" (Mg (r) — M (r/2)).
Fie @y, (1) = My (r) — my, (r) , oscilatia lui uy pe B. Atunci,
@y (1) + @ (r/2) < 3" (@ (r) — @k (r/2))
de unde

3" -1
3n4+1

wi (r/2) <Owi(r), cu 0= <1
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Rezulta
Wi (T/Qj) S ijk: (7") < Hij (’I”) .

In consecinta, wy (T/Qj) — 0 pentru j — oo, uniform in raport cu k.
Asadar (ug) este echicontinuu. Concluzia rezulta acum pe baza teoremei
lui Ascoli-Arzela.

Principiul de maxim
17) Folosind principiul de maxim pentru laplacean, si se demon-
streze urmatorul principiu de maxim pentru operatorul Au + ¢(z)u
unde c¢(z) < 0 : Fie Q@ € R" un domeniu, ¢ € C(2) o functie satis-
ficand ¢ (z) < 0 pe Q si fie u € C? (Q) astfel incat Au+ ¢ (z)u > 0 pe
Q2. Daca supu > 0 si exista zg € Q astfel ca u (z¢) = sup u, atunci u este
Q

Q
constanta pe 2.

Indicatie. Se arata ca multimea M = {a: € Q:u(xr)=sup u} este
Q

simultan deschisa si inchisi in €. Pentru a demonstra ci ea este des-
chisa, se considera un punct oarecare x € M. Exista atunci o vecinatate
deschisi si conexit ' C Q a lui x, astfel incat u(y) > 0 oricare ar fi
y € . Deci c(y)u(y) < 0 pe ', de unde se deduce Au > 0 pe €.
Teorema 3.4 implica atunci ci u este constantd pe €'

18) Fie 2 C R"™ un domeniu marginit si ¢ € C(2). Sa se demonstreze
ca daca c(z) < 0 pe Q, atunci pentru operatorul Au + ¢ (z)u are loc
principiul slab de maxim, adica: daci u € C2(Q)NC(Q), Au+tc(z)u >0
pe Qsi u <0 pe 09, atunci u < 0 pe Q.

Indicatie. Se presupune contrarul. Atunci supu = maxu > 0 §i se
Q Q
aplica rezultatul din problema anterioara.

19) Daca pentru operatorul Au+c (x) u are loc principiul de maxim,
atunci igf ¢ < A, oricare ar fi numarul real A pentru care exista o functie

¢ € C?(Q)NC(Q) satisficand Ag+ A =0, ¢ > 0 pe Q si ¢ = 0 pe I9.
Indicatie. In caz contrar, am avea c(z) > A pe Q. Atunci A¢ +
c(x)p > Ad+ Ap =0 pe Qi cum ¢ <0 pe 09, ar trebui ca ¢ < 0 pe
Q); contradictie.
20) Sa se enunte si sa se demonstreze o teorema de unicitate pentru
problema Dirichlet

{ Au+c(z)u= f(z) pe

=g be 90 (3.62)
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unde ¢ (z) < 0 pentru orice x € (2.

21) Fie Q C R™ un domeniu marginit, ¢ € C' () satisfacand ¢ (z) <
0OpeQ, f€C(Q)sige C(00N). Sa se demonstreze ca exista o constanta
C > 0 depinzand numai de ©, astfel incat, dacd u € C2 QncC (ﬁ) este
solutia problemei (3.62), atunci

lule@y < 19le@a) + Clflew) -

Indicatie. Se procedeazi ca in demonstratia Teoremei 3.6, cu singura
deosebire ci in loc de principiul slab de maxim pentru laplacean se
foloseste principiul slab de maxim pentru operatorul Au + ¢ (z) u.

22) Fie Q C R" un domeniu pentru care R \ © este o multime
marginita. Fie ¢ € C (Q) satisfacand c(z) < 0pe Q, f e C(N) sig €
C (092) . S& se demonstreze ci exista cel mult o solutie u € C? (Q)NC(Q)
a problemei Dirichlet exterioare

Au+cu=f pe
u=g pe 092
u(z) — 0 pentru |z| — oo.

23) Fie Q = {z € R?: |z] < 1} . Dacd u € C%(Q2)NC(Q) este solutia
problemei

Au=0 lz| <1
{ u=2In(24sinp) —siny, |z| =1,
sa se determine valorile extreme ale lui u, precum si punctele din Q pe
care acestea sunt atinse.

Indicatie. Conform Corolarului 3.5, valorile extreme ale lui u sunt
atinse numai pe 0€2. Agsadar problema se reduce la aflarea extremelor si
a punctelor de extrem pentru functia 2In(2+¢) —¢, t € [-1,1].

24) Consideram problema Dirichlet neliniara

Au(z) = f(u(x)), ze€Q
{ (@) =0, €00 (3.63)

intr-un domeniu mirginit @ C R™. Si se arate ci daci f € C(R)
si |f ()] < M pentru orice t € R, atunci exista o constanta C' > 0
depinzand numai de 2 si M, astfel incat |u] c@ < C oricare ar fi solutia

ue C?(Q)NC(Q) (in general neunici) a problemei (3.63).
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Rezolvare. Pentru o solutie u se noteaza v () = f (u(x)). Este clar
ca u este solutia problemei Dirichlet liniare Au = v in £, u = 0 pe 9.
Pe baza Teoremei 3.6, |u|qq) < ¢|v[p@) < cM =C.

25) Presupunem ci in (3.63), f € C' (R) si este nedescrescitoare pe
R. Si se demonstreze ci daca u,v € C? () NC(Q) sunt doud solutii ale
problemei (3.63) astfel incat u < v pe 9, atunci v < v pe €.
Rezolvare. Avem

Afu—v)(x) = f(u(@) = fv() == (u-0)(@)c(@)),

unde

()

Se constata imediat ca ¢ € C' () si ¢ (z) < 0 oricare ar fi x € Q. Asadar

[(ule)~ (@) "
c)=] wum o daciule)#
—f'(u(z)), dacau(r)=

v
v

Au—v)+c(x)(u—v)=0 peQ si u—v <0 pe .

Principiul de maxim pentru operatorul Aw + ¢ (x) w implicd atunci ca
u—v <0 pef

Functia lui Green
26) Functia lui Green pentru problema Dirichlet relativa la opera-
torul lui Laplace satisface inegalitatile

0<G($,y)<—N($—y), $7y€an7éy'

Indicatie. G (z,.) este armonica pe Q \ {z}, se anuleaza pe 0N si
G (z,y) — +oo pentru y — x. Rezulta, folosind principiul de maxim,
ca G (x,y) > 0. Pentru cea de-a doua inegalitate se aplica principiul de
maxim functiei ® (z,.) =G (z,.)+ N (z —.).

27) Functia ® este continud pe Q x Q.

Indicatie. Folosind continuitatea lui ® (xg,.) si principiul de maxim
pentru functia armonica ® (zg,.) — ¢ («,.), deducem ca

@ (z,y) — P (z0,y0)]
@ (20, y0) — @ (w0, y)| + [P (z0,y) — P (2, )]
|® (z0,Y0) — P (z0,v)| +y,rré%)§<2 IN (20— ¢/) = N (z — /)]

IAIA

— 0 pentru (z,y) — (zo,¥0) -
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28)* Sa se demonstreze ca functia lui Green este simetrica in raport
cu cele doua variabile, adica G (z,y) = G (y,x) oricare ar fi z,y € Q,
T #y.

Indicatie. Fie x1,x9 € Q, 21 # 2 si r > 0 suficient de mic ca bilele
inchise de razi r, cu centrele z1 si 29, s& fie disjuncte si incluse in Q. A
doua formula a lui Green aplicata functiilor armonice G (z1,.) i G (22, .)
pe deschisul Q\ [B, (z1) U B, (2)] , ne da

0G 9G
— G (z1,y) — (22,y) — G (22,vy) — (x1, do
/63,.(3131){ (x1,y) 81/y( 2,Y) (x2,v) 8yy( 1 y)}

oG oG
= G (x1,y) — (z2,y) — G (z2,y) — (21, do.
L, @ e -G 5 @)

Apoi se observa ca limita pentru r — 0 a primei si a celei de a patra
integrale este zero. De asemenea

0P
G (x2,y) =— (z1,y)doc — O,
Ly G gy @)

0P
/ Gary) 22 (ay)do — 0
OB, (z2) vy

pentru r — 0. Se deduce atunci ca

ON
lim G(xo,y) — (x1 —y)do
r—0 0B, (z1) ( 2 )8uy( ! )
ON
= lim G(x1,y) — (x2 —y)do
r—0 8Br($2) ( ! )87/y ( 2 )

de unde G (z2,21) = G (21, x2) .
29) S& se determine pentru orice z € €2, functia @ (z,.) € C?(Q)
satisfacand

Ay® (z,y) =0 pentruy € Q, ®(z,y) = N (z —y) pentru y € 0Q

in urmétoarele cazuri: a) Q = { € R™: x; > 0} (semispatiu) b) Q =
{reR": 1 >0si |z| < R} (semibila).
Solutii generalizate

30) Demonstrati ca in ipotezele (3.40) si ap > 0, norma a(u,u)l/2
data de (3.42) este echivalenti pe spatiul C} (Q) cu norma ]u|071 .
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31) Se considera problema Dirichlet unidimensionala

{ —u"+u=f pe (0,1)
u(0) =wu(l)=0.

Sa se scrie functionala energie FE, sa se afle

B (ui0) = lim 71 (B (u+t0) = E(u).

sa se defineasca solutia slaba si sa se dea caracterizari ale ei.
32) Sa se scrie functionala energie si sa se dea caracterizari ale solutiei
slabe pentru problemele

—Au+<1+\m\2>u:1 pe {—Au—i—u-]w\ pe
a) b)
u=0 pe 09 u=0 pe 0€Q2.

33) Sa se scrie problema Dirichlet a carei functionala energie este
1
a) E(u) = / <2 IVul® +u? + |z| u) dx
Q
b) E(u) = —|Vul|” + zu® + |z| u ) dz.
o \2 2

34)* Verificati ca functia u = zy2o (In|z])*, cu 0 < a < 1, satisface
Ay e C (RQ) siu¢ C? (R2) . Asadar, castigul in regularitate de dous
unitati al solutiei slabe a problemei Dirichlet pentru ecuatia lui Poisson
(se va lua Q = B (0;R?)), nu are loc in cazul spatiilor C". El are
insd loc in cazul spatiilor Sobolev H™ (vezi Partea II, Corolarul 8.2).
De asemenea, un astfel de castig are loc in cazul spatiilor Holder (a se
vedea Gilbarg-Trudinger [16, p. 52]).

Serii Fourier. Valori si functii proprii
35) Sa se demonstreze ortonormalitatea gi completitudinea sistemelor
de functii ce intervin in teoria clasica a seriilor Fourier:

S U 1 1 ST
a) 50 7 SN, ﬁcosx,ﬁsnﬂm, ﬁcos2x,... in L* (—m,m)
b) %, %cosx,\/gcos%:,... in L? (0, )

c) ( 2 gin kx) in L?(0,7).
k>1

Indicatie. a) Completitudinea se deduce pe baza Teoremei lui Weier-
strass de aproximare a functiilor continue pe [—m, 7| si cu valori egale
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la capetele intervalului, prin polinoame trigonometrice; se foloseste de
asemenea densitatea acestui spatiu de functii in L2 (—m, ) si propozitia
(iv) din Teorema 3.14.

b) Pentru completitudine, este suficient sa se demonstreze ca din
(u, cos ]m)p(o,n) =0,k =0,1,..., unde u € L?(0,7), rezultd u = 0.
Daca w este prelungirea para a lui u la [—m, 7|, atunci

(u, cos kx)Lz(_m) 0, k=0,1,...

(u, sinkx)Lz( = 0, k=1,2,....

—,7)

Folosind rezultatul de la punctul a), deducem @ = 0 pe [—m, 7], adica
u =0 pe [0,7].

36) Sa se dezvolte in serie Fourier in raport cu sistemele de la pro-
blema anterioara, functiile:

1, x; sin? z.

37) Sa se rezolve problema de valori si functii proprii

—Au = Au pe§2
u=20 pe 092

pentru: a) intervalul = (0,a) b) domeniul dreptunghiular Q = (0, a) x
(0,b) ¢) discul @ = {z € R*: |z| < R}.

Indicatie. a) A\ = (%’r)2 , O = \/gsin k%’” (k=1,2,...) b) Se
aplica metoda separarii variabilelor cautandu-se functii proprii de forma
u(x1,x2) = A(x1) B (x2) . Se obtin valorile si functiile proprii

Aij = kj 2—1— m i Q. = 2 sinlmxls.injﬂ-x2 (k,j=1,2,..)
kj — a b ) k‘]_\/% a b ) =L, 4,...).

Stiind ca sistemele de functii (\/g sin k%’“) , ( Zsin z o 2) sunt ortonor-
mate si complete in L2 (0,a), respectiv L? (0,b) , se arati ci sistemul de
functii (¢y;) este ortonormat si complet in L2 () (a se vedea, de exem-
plu, Kalik [23, p. 125]), de unde se deduce ca numerele \j; reprezinta
toate valorile proprii ale problemei. c) In coordonate polare, problema

devine

2 " pdp

8%u 1@+p%%+)\u:0 pentru p < R
w=0 pentru p = R.
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Se cauta solutii neidentic nule de forma wu(p,¢) = A(p) B(y), cu
B (¢ +27m) = B(p). Se obtin problemele

B"+uB =0 pe (0,2r), B(p+2m) = B(p)

1
A”+;A/+ (A—;;)A:O, A(R) =0, [A(0)] < co.

Prima problems admite solutii nebanale numai pentru p = k2, By (p) =

ay cos ke + B sinkp. Notand y (p) = A (%) , obtinem

oY+ oy + (0 =K y =0, y (VAR) =0, Iy(0)] < .

Aceasta este ecuatia lui Bessel; o solutie a ei, finitd in origine, este

functia lui Bessel de ordinul k, Ji (p) . Egalitatea Jj (ﬁR) = 0 implica

VAR = 0?, unde 0? (j = 1,2,...) sunt zerourile pozitive ale functiei J.
Asgadar valorile si functiile proprii gasite sunt
k

o\ 2
R
0’,

1 j 2 U? .
ukj (P, 0) = i | o | coske, ui; (p,0) = Ji | 5y | sinke.

Pentru detalii privind functiile Bessel indicam Vladimirov [57, p. 361].
38) Folosind valorile si functiile proprii ale problemei Dirichlet, sa
se rezolve problema —Au = f pe Q, u = 0 pe 012, daca: a) Q = (0,7) si
f(x) =sinx +2sin2x b) Q= (0,7)si f(z) =1 ¢) Q= (0,7) x (0,7)
si f(x1,29) =sinzysin3xy d) Q= (0,7) x (0,7) si f(x1,22) = x122.
Indicatie. Se aplica formula (3.38).
39) Pentru orice f € L2 () notdm cu (—A)~! f solutia slabi a
problemei Dirichlet

—Au=f pe{
u=0 pe 0%

Sa se demonstreze inegalitatile:

(=) (3.64)

< Ly
Hé - \/)\1 L2
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si

[CISmFm

< 5 Il (3.65)

si sa se arate ca 1/A; si 1/4/\; sunt cele mai bune constante pentru
inegalitatile (3.64) si (3.65).
Rezolvare. In definitia solutiei slabe

(w,0) g = (f,v)2, v € Hg (Q)

se alege v = u si se tine cont de expresia lui \; data de formula (3.35).
Rezulta

1
’uﬁ{& = (fou)pe < |flpe|ulp2 < \/T—l | flp2 ‘u|HS ;

de unde prin simplificare cu |u| Hy Se obtine (3.64). Pentru cea de a doua
inegalitate, conform egalitatii lui Parseval, avem

[e.o]

ulf, = (u, 637

k=1

Dar (u, ¢k)H3 = A (u, ¢p,) 2 . Folosind si Ay < Ay pentru orice k > 1 si
din nou egalitatea lui Parseval, deducem

1 =1
ul72 = 27 (u, d1)%; Z)\* (f, dp) 72

2
k=1 k=1 "k

(f, bp)72 = 7% |f172

>~
o

IA
Rl
M8

e
Il
—_

de unde (3.65). Se constati ci pentru f = ¢, are loc egalitatea in (3.64)
si (3.65).



Capitolul 4
Probleme mixte pentru
ecuatii de evolutie

Urmatoarele doud capitole vor fi consacrate ecuatiei caldurii

ou

Ay =

o~ Au=d
si ecuatiei undelor

0u

Aici u g f sunt functii de variabile x i t, iar Awu este calculat numai in
.. . .y _xn 9%
raport cu variabilele spatiale x, adica Au =) j=1 022 -
Subliniem faptul ca daca f si v sunt functii ce depind numai de x, nu
si de t, atunci cele doua ecuatii revin la ecuatia lui Poisson, —Au = f.
Acesta este motivul pentru care se spune ca ecuatiile eliptice descriu

procese stationare (a caror desfagurare este constanta in timp).

4.1 Principiul de maxim pentru ecuatia caldurii

Consideram problema la limita

Lu::%—Au:f pe Q
u(z,0) = go (x) pe Q (4.1)
u=20 pe X

unde 2 C R” este o multime deschisa gi marginita, 0 < T < oo,

Q=0x%x(0,T7), ¥=00x(0,T),

101
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iar functiile f si gg sunt date. Notam cu B frontiera parabolica a cilin-
drului @, adica

B = (89 x [0,T]) U(Q x {0}).

Din punct de vedere fizic, problema (4.1) modeleaza distributia in
timp a temperaturii  intr-un corp omogen §; conditia Cauchy exprimi
distributia temperaturii la momentul initial £ = 0, iar conditia Dirichlet
exprima faptul ca frontiera OS2 a corpului este mentinuta la temperatura
Z€ro.

Prin solutie clasicd a problemei (4.1) intelegem o functie u = u (z,t) €
C?*(Q) care satisface punctual cele trei egalitati, unde

_ _ ou Ou 0%u —
2,1 _ ) ) _
Q) {u.Q—>R. U, ETR 8xj’ Da,0 GC(Q)}

Unicitatea solutiei clasice ca si dependenta ei continua de datele f si
go rezulta din urmatoarea teorema.

Teorema 4.1 (principiul de maxim pentru ecuatia caldurii) Fie Q C

R"™ o multime deschisa si marginita, 0 < T < oo ¢i fie u € C(Q) N
C*Y(Q). Daca

Lu<0 pe@ st u<0 peB,
atunci u < 0 pe Q.

Demonstratie. Presupunem pentru inceput ¢ T' < co. Fie ¢ > 0
si fie v (z,t) = u (z,t) — et. Atunci

Lv=Lu—e<0 pe Q.

Fie (z0,t0) € @ un punct de maxim al lui v, adicd v (xg,ty) = maxwv.
Q
Daca (xo,t9) € @, atunci derivatele partiale de ordinul intai ale lui v pe
punctul (zg,%o) ar fi nule, iar cele de ordinul al doilea ar fi nepozitive.
Atunci
ov

e (zo,t0) =0 s Awv(zg,tg) <O0.

Deci Lv (xg,t9) > 0, o contradictie.
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Daca tg =T si zp € Q (deci zg este punct interior), atunci am avea

% (:Bo,to) Z 0 §1 AU (:Eo,to) S 0.

Deci si in acest caz, Lv (xo,t0) > 0, o contradictie. Asadar,

maxu < maxv+el = max v+ eT
Q Q (092x[0,TT)u(2x{0})
< max u—+ el <eT.

(89Qx[0,T]))U(2x{0})
Trecand la limita cu € — 0, obtinem

maxu < 0.
Q

Asadar, u < 0 pe Q.

In cazul T' = oo, se obtine ca mai sus c& pentru orice T < oo, u < 0
pe Qp/, unde Q7 = Q x (0,7”) . Este atunci clar ca u < 0 pe Q. =

Observatia 4.1 In caz ci T < oo, Teorema 4.1 se poate formula in
mod echivalent sub forma: Daci u € C(Q) N C%}(Q) si Lu < 0 in Q,
atunci

max ¢ = max u. (4.2)
Q

In adevar, se ajunge la aceasta concluzie daca se aplica Teorema 4.1

functiei v — M, unde M = DMAX U.

O consecinta a principiului de maxim este urmatorul rezultat privind
unicitatea si dependenta continua de date a solutiei clasice a problemei
(4.1), de tipul Teoremei 3.6.

Corolarul 4.1 (unicitate si estimare) Problema (4.1) admite cel mult o
solutie clasica u. In plus, daca f € L>=(Q), atunci

u(z,t)] < |90|c(§) + C|f|Loo(Q)7 (z,t) €Q (4.3)
unde ¢ = ¢ ().

Demonstratie. a) Daca uy si ug sunt solutii clasice, atunci functia
u = u; — ug satisface Lu = 0 in @ si u = 0 pe B. Teorema 4.1 implica
atunci v < 0 pe ). Analog, —u < 0 pe ), de unde u; = us.
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b) Se aplica Teorema 4.1 functiilor
v(z,t) =Fu(z,t) = |golog — (626 _ e:t1+6) 10y

unde § > 0 este astfel ales incat |x1| < 0 oricare ar fi x = (x1, 29, ...,Tp) €
Q. Avem ¢ =max (¥ — e %) m
Q

Teorema 4.1 reprezinta principiul slab de maxim pentru ecuatia caldu-
rii, analogul principiului slab de maxim pentru laplacean (Corolarul 3.6).
Subliniem faptul ca egalitatea (4.2) arata ca functia u isi atinge maxi-
mul si pe frontiera B, dar nu este exclus ca ea sa-gi atingd maximul
si in Q. De exemplu, u poate fi o functie constanti pe Q. Un principiu
tare de maxim garanteaza ca aceasta este unica posibilitate. Enuntul
si demonstratia principiului tare de maxim pentru ecuatia caldurii, mai
general pentru ecuatii de tip parabolic, pot fi gasite, de exemplu, in
Barbu [3], Dautray-Lions [9, cap. V] si Protter-Weinberger [41].

Ca si in cazul problemelor eliptice, in loc de a trata in mod direct
problema existentei solutiei clasice, este convenabil sa se demonstreze
existenta si unicitatea solutiei intr-un sens generalizat, urmand ca apoi
sa se revina la solutii clasice via teoremele de regularitate. Vom proceda
in acest fel in cele ce urmeaz.

4.2 Functii cu valori vectoriale

Prezenta variabilei ¢ cu semnificatia timp justificad denumirea de ecuatii
de evolutie datd unor astfel de ecuatii. De altfel, in analiza acestor
ecuatii este adeseori util sa se confere variabilei ¢ un rol privilegiat;
astfel, oricarei functii scalare u (z,t) i se atageaza aplicatia

t— u(t) :=u(.,t) (4.4)

care pe punctul ¢ are ca valoare functia u (., t) de variabila z. Cu aceasta
precizare, avem u (t) (x) = u (z,t) . In cele ce urmeaza semnificatia sim-
bolului u, de functie reala de variabile x si ¢, sau de functie de variabila ¢
si cu valori functii de variabile x, va reiegi din context. Este clar ca orice
abordare matematica a unor probleme care fac sa intervina o aplicatie
de acest tip necesita sa se precizeze spatiul de functii in care aplicatia
(4.4) ia valori, precum si anumite proprietati ale ei (masurabilitate, con-
tinuitate, derivabilitate, integrabilitate, etc.). In aceasta sectiune ne
referim la astfel de aplicatii cu valori intr-un spatiu vectorial, mai exact,
cu valori intr-un spatiu Banach.
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Fie X un spatiu Banach cu norma |.|y si I un interval de numere
reale. Vom nota cu C(I;X) spatiul functiilor continue v : I — X.
Daca I = [a,b], atunci C ([a,b]; X) este un spatiu Banach cu norma
convergentei uniforme

[l o(agyx) = max{|u ()] : ¢ € [a, 8]}

Fie u : I — X este o functie oarecare; se spune ca functia u este deri-
vabila in punctul tg € I, daca limita

U (t0) = o' (10) = Jim < [u(6) — u (10
existdl in X. Notam cu C! (I; X) spatiul functiilor de la I in X, derivabile
pe I si cu derivata ' : I — X continui. Mai general, C* (I; X) este
spatiul functiilor « de la I in X care sunt de k ori derivabile pe I si cu
derivata de ordinul k£ continua.

Daca X este spatiu Hilbert cu produsul scalar (., .) y iar u € C* (I; X)
atunci (exercitiu) functia scalars |u (t)|% apartine spatiului C* (I) si

% u@®)ik =20 @), u@®),, tel (4.5)

O serie intreagi de alte notiuni bine cunoscute pentru functii reale
de o variabila reala, pot fi extinse in mod natural la cazul functiilor cu
valori in spatiul X; pentru aceasta se inlocuiegte ori de cate ori este
nevoie, valoarea absoluta |u (t)| cu norma |u (t)|y . Asa sunt, de exem-
plu, notiunile de functie masurabild si de functie absolut integrabila
(Riemann sau Lebesgue).

Pentru 1 < p < o0 gi —o0 < a < b < oo, vom considera spatiul
L? (a,b; X) al functiilor masurabile u : (a,b) — X care satisfac conditia

1
b P
lssiany = ([ Tu @) < .

In cele ce urmeazd, X va fi unul din spatiile C™ (ﬁ) , L2 (Q) si
H} (Q), unde Q C R™.

Incheiem aceasta sectiune cu mentionarea a doua teoreme bine cunos-
cute referitoare la seriile de functii uniform convergente. Fata de cadrul
obisnuit al analizei clasice, seriile care ne intervin sunt, mai general, serii
de functii vectoriale.
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O serie de functii > 72 ; ug (t) , unde uy, € C ([a,b]; X), este uniform
convergentd la functia u : [a,b] — X daca pentru orice ¢ > 0 exista
N = N () (independent de t) astfel incat |35, uy, (t) — u(t)y < e
oricare ar fi m > N si t € [a,b]. Conditia necesara si suficienta pentru
ca seria sa fie uniform convergentd, este ca pentru orice € > 0 si existe
N = N (¢) astfel incat ‘ZZZ;,};H Uk (t))X < e oricarear fim > N, p>1
sit € [a,b] (criteriul lui Cauchy). Au loc urmatoarele teoreme:

1) Daca seria de functii > o ; ug (), ug € C ([a,b]; X), este uniform
convergenta la u, atunci u € C ([a,b]; X) .

2) Daca seria (1) Y50 ug (t), up € C1 ([a,b]; X), este convergenta
pe un punct tg € [a, b], iar seria derivatelor (2) Y 77 uj, (t) este uniform
convergenta pe [a, b] , atunci seria (1) este uniform convergenta pe [a, b],
suma ei u apartine spatiului C* ([a,b]; X) si o/ (t) este suma seriei (2).

Pentru demonstratii a se vedea, de exemplu, S.M. Nikolsky, A Couse
of Mathematical Analysis, Mir, Moscow, 1981, Vol. 1, p. 435 si Kalik [23,
p. 177].

4.3 Problema Cauchy-Dirichlet pentru ecuatia
caldurii

S# observam ca daca u € C12 (@) este solutie clasica a problemei (4.1),
fecC (@) sigoeC (ﬁ) , atunci aplicatiile
o u(t) = ulst), te ) =F(.0)

desemnate tot prin u si f, apartin spatiilor C! ([0, T];C? (ﬁ)) sl respec-
tiv C ([0, 7];C (2)) (Mentiondm c& pentru 7' = oo, prin intervalul [0, 7]
vom intelege [0,00)). In plus avem

u (t) = Au(t) = f(t), t€][0,T]
u (0) = go (4.6)
u(t)(x) =0 x eI, tel0,T].

Agadar, (4.6) poate fi considerata o alta forma de scriere a problemei
(4.1). Din (4.6), avem cd pentru orice t € [0,T], u(t) € C? () NC} (Q)
si satisface:

{ —Au(t) = f{t)— (1) peQ
(t)=0 pe 09Q.
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Aceasta, conform principiului lui Dirichlet (daca presupunem in plus ci
Q este de clasa C1) revine la

/Q(Vu(t)~Vv—f(t)v+u’(t)v)d:c:0, veC)(Q).

Deci

{ (W' (£) s v) p2(q) + (u(?) 7U)H(}(Q) = ([ (1), v) 2, t€0,T] (4.7)
u (0) = go-

Aceastd problema are insd sens mai general dacd f (t), o/ (t) € L?(Q)

si go, u (t),v € H} (Q), fara nici o cerintd de netezime pentru Q.
Vom cauta solutia lui (4.7) sub forma

w(t) =i (t) dy (4.8)
k=1

unde ¢, sunt functiile proprii ale problemei Dirichlet considerate in
Sectiunea 3.11, iar uy sunt functii reale ce urmeaza a fi determinate.
Inlocuind formal in (4.7) obtinem

o0

S {0 (1) (B 0) oy 6 () (D 0Dy b = (F (1)) 3(0f49)

k=1

w0, = g
k=1

Dar (¢k7“)H3(Q) = Mg (0p, U)L2(Q) . Rezulta ca prima egalitate se poate
scrie ca

NE

(e (1) + Agug (1) (Drs ) 20y = (f (1) ) 12(q) -

e
Il

1

De aici deducem
Z (uf, (8) + Mg (1)) @ = £ (1)
k=1

gl mai apoi

uy, (t) + Mpug (t) = fi (1),
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unde f;, (t) este coeficientul Fourier al lui f (¢) in raport cu ¢y, adici

Ji (@) = (f (), r) r2(0) -

Pe de alta parte, din cea de a doua egalitate a lui (4.9) se obtine ca
u (0) = g&, gk fiind coeficientul Fourier (go, ¢y,) 2(0) - Asadar, functia
uy este solutia problemei Cauchy

{ uy, () + Agug () = fie (t), t€[0,T]
Uk (0) :glg.

Solutia acestei probleme este
¢
up (t) = e Mgk 4 / e M=) p (s)ds, te0,T). (4.10)
0

Spunem ca solutia problemei Cauchy-Dirichlet (4.1) este determinata
de formulele (4.8) si (4.10). Totusi, se impune ca formalismul de mai sus
sa fie completat printr-o analiza a rezultatului obtinut. Aceastad analiza
trebuie si ofere raspunsuri la urmitoarele intrebari:

1) Este seria (4.8) convergenta pentru orice ¢ fixat? In ce spatiu are
loc convergenta?

2) Care sunt proprietatile functiei u definite de (4.8)?

3) In ce sens este functia u definita prin (4.8), solutie a problemei
Cauchy—Dirichlet?

Teorema 4.2 Pentru orice go € Hg (Q) si f € C ([0,T];L*(R)), for-
mulele (4.8) si (4.10) definesc o functie w € C([0,T]; Hg (Q)). Mai
mult, daca T < oo, avem

[ule (o) < 21903 + T 1 ooz - (4.11)

Demonstratie. Presupunem 7" < co. Pentru cazul T' = oo, se aplica
acelasi rationament oricdrui subinterval [0,7”] al lui [0, c0).
a) Demonstram c& u € C([0,T]; H} (22)). Ne amintim c& sistemul de

functii (ﬁ(bk) este ortonormat si complet in H{ (Q) . Conform relatiei
(45),

w(t)= Y w00, = >V (1) P
k=1 k=1 k

ﬁ
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Notam vy, (t) = VA ug (t) §i ¢y, = f ¢r € HE (Q). Asadar
o
=3 e (1) v (1.12)
k=1
Este deci suficient ca seria (4.12) sa fie uniform convergenta. Dar,
m-+p 2 m—+p
Z vp () Y| = Z vi (1)
k=m+1 Hé k=m+1

Problema se reduce astfel la convergenta uniforma pe [0,7] a seriei
S22° 03 (t) . Folosind inegalitatea (a + b)* < 2 (a® + b?) gasim

vi (1) = Aruj (1) (4.13)
' 2
< 2 [e‘w (9’5)2+ ( /0 e M5 i (s) ds) ]
< o [e—2>\kt (g(l)c>2+/0t 6—2Ak(t—s)d8/0t (e (5))2 ds]
< 2) (915)2 + /OT (fx (s))*ds

Problema se reduce astfel la a demonstra convergenta seriilor numerice

Z)\k 90 Z/ (fr (s

Cum

(907 wk:)Hé ’

=~
o

1
96 = (9o, Pp) 2 = " (907<Z51<;)H3 =
k

pe baza egalitatii lui Parseval, prima serie este convergenta la | goﬁql .
0
De asemenea

> () =1f ()72, 0<s<T,
k=1

convergenta fiind uniforma fiindea f € C([0,7];L*(Q)), dupa cum
rezultd din teorema lui Dini (vezi, de exemplu, V. Smirnov, Cours
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de mathématiques supérieures, Mir, Moscou, 1975, Tome IV, p.111).
Rezulta ca seria poate fi integrata termen cu termen si deci

e T T o0 T
ds = 5))* ds = 5)[72 ds.
S [ Urentas= [0S s = [ 16

Inegalitatea (4.9) rezulta din estimaérile care urmeaza:

[u®ly = ivi(t)sz(m (k)" + /OT<fk<s>>2ds)

o
k=1 k=1
- 9 2 r 2 d
= |90|H5+ ; £ (s)|72ds
< 2090l + T 1FlEqory2) -

]
Teorema care urmeaza réspunde la cerinta cau € C* ([0, T]; L? (Q)) ,
conditie naturald daci avem in vedere (4.7).

Teorema 4.3 Fie gy € (—A)™! (L? () . Daca f € C ([0,T]; H} ()
sau f € C'([0,T];L*(Q)), atunci formulele (4.8) si (4.10) definesc o
functie w € C ([0,T]; H} () N C* ([0,T];L? (), solutie a problemei
(4.7). In plus, solutia problemei (4.7) este unicd in C ([0,T); Hg (2)) N
ct([0,7]; L*(Q)) .

Demonstratie. Presupunem ca T < oco. Avem de demonstrat ca
u € C! ([O,T ]; L2 (Q)) . Pentru aceasta este suficient sa aratam ca se-
ria derivata )7, u) (t) ¢, este uniform convergentd pe [0,7]. Aceasta
revine la uniform convergenta seriei » - (u}, ()2

Incepem prin a observa cii daci go € (—A) ™ (L (2)) , atunci exista
o functie h € L? (Q) cu

(QOaw)H& = (hvw)LQ , wWeE }IO1 (Q)
Folosind aceasta gi definitia valorilor si functiilor proprii, gasim

AkgE = Ak (90, B) 2 = (90, O) ra = (B dp) 12
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Aceasta ne permite sa reprezentam functia ug () dupa cum urmeaza:

t
+/ e M E=3) 1 (s) ds

ug (t) = e Mg
= / fre (8) — Aw’é) ds
/ “Melt=3) gl (5) s,

unde
U0 =10 =h i g0 = (1))
Atunci
t
u (8) = fI (1) = Ay / e~ ME=5) £ (5) ds.
0

(a) Presupunem c& f € C ([0,T]; Hg (Q2)) si go € (=A)~? (Hj () .
Atunci f" € C ([0,T]; H} (2)) . Avem

() = () -x [ gt as) 2 (4.14)
< 9 ((f,? (t))Q Y. /Ot o2k (t=5) 1o /ot (f,? (s))QdS)
< 2 (f,? (t)>2 +/\k/OT (f,f} (s))zds

Astfel problema convergentei in L?(Q), uniforme pe [0,7] a serici
S opey (), (t))? s-a redus la convergenta uniformi a seriei ey (f (t))2
si la convergenta seriei numerice Y oo, fOT Ak ( f,? (s))zds. Prima are
ca suma pe ’ fh (t)’iQ, iar convergenta este uniforma pe [0,7] fiindca
f" e C([0,T];L*(Q)) . Convergenta celei de a doua serii rezultd din
convergenta

S ()
k=1

Z M (£ (s cz>k) (4.15)

[e'¢) 2
_ h
- ‘fh HL
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uniforma pe [0, 7] fiindea " € C ([0, T]; H (Q)) .
(b) Presupunem ca f € C* ([0,7]; L? (2)) si go € (=AYt (L2 ().
Cu schimbarea de variabila t — s = 7, avem

t
ug (t) = gé“ —|—/ e_)‘”f,? (t—7)dr,
0

de unde, tinand seaméa de faptul ca fh c ! ([O,T] ;L2 (Q)) implicd
f;? € C10,T], obtinem

t /
w(®) = O+ [N (g) @

= e M (0) + /Ot e M (t=9) (f,?)/ (s)ds.

g
>~
—~

~
~—

[\
IA

2 ((f,g (0))2+/0t o~ Dhe(t-s) g /Ot [(fg)'(s)rds(>1.16)
2(1t0) "+ 1 [ [( £)’<s>rds
2 (1t <o>)2+j1/0T [ ,’:)’<s>]2ds.

Deci, convergenta uniforma pe [0, 7] rezulta din convergenta seriilor nu-
merice

IN

IN

. . < 2 . .
Prima serie are ca suma ‘ fh (0)‘ 12 lar convergenta celei de a doua
rezulta din convergenta

ki (1) 0] - (")

uniforma pe [0, 7] fiindca " € C* ([0,T];L* ().

(c) Cazul f € C([0,T];H () si go € (=A)~? (L?(€2)) se reduce
la cazurile (a) si (b) daca se reprezinta u sub forma v + w, unde v si
w sunt solutiile problemei (4.7) corespunzatoare datelor [f,0], respectiv

[0,90]. m
Rezultatele obtinute justifica definitia:

2

)

L2
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Definitia 4.1 Numim solutie slaba a problemei Cauchy—Dirichlet (4.1),
o functie v € C ([0, T]; Hg (2)) NC* ([0, T]; L? (Q)) care satisface (4.7).

Teorema 4.4 Fie gy € (—A)™! (L*(Q)) . Daca f € C([0,T]; Hj (2))
sau f € C* ([0,T];L*(Q)) , atunci problema Cauchy-Dirichlet (4.1) are
o solutie slabd unicd.

Demonstratie. Existenta a fost deja stabilita prin Teorema 4.3.
Pentru unicitate, sa presupunem ca wu; si us sunt doua solutii slabe
ale problemei. Atunci functia u = u; —up € C([0,T]; H} () N
C ([0,T]; L* () si pentru orice v € Hj () satisface

{ W (t), ) + (u(t) ) =0, tE[0,T)
u (0) = 0.

Alegand v = u (¢) si folosind (4.5), obtinem

1d

0= (4 (1), 0 (1) L (O = 53 [0 (O + u @y, 0,7

Rezultd ca < |u (t)|32 < 0 pentru ¢ € [0, T]. Deci functia t — |u (t)|32
este descrescatoare pe [0,7]. Aceasta functie este continua pe [0,77] fi-
indea v € C([0,T]; L? (R)) si se anuleazd pentru t = 0 cici u (0) = 0.
Rezultd ca ea este identic nuld pe [0,7]. Asadar, u(t) = 0 pentru
t€10,7], adicd u; = uz. m

Regularitatea solutiei slabe va fi studiata in Partea II.

Definitia 4.2 Pentru go € Hj () si f € C([0,7]; L*(Q)) , vom spune
cd functie u € C ([0,7T]; H} (2)) definitd prin formulele (4.8) si (4.10)
este o pre-soluie a problemei Cauchy-Dirichlet.

Conditia la limit& Dirichlet poate fi inlocuiti cu alte conditii la limita;
de exemplu, se poate considera conditia Neumann du/dv = 0 pe X,
obtindndu-se astfel problema mixta Cauchy-Neumann pentru ecuatia
caldurii, pentru care se poate dezvolta o teorie aseméanatoare.
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4.4 Problema Cauchy-Dirichlet pentru ecuatia
undelor

Ideile din sectiunea anterioars pot fi folosite si pentru rezolvarea in sens
generalizat a problemei mixte Cauchy—Dirichlet pentru ecuatia undelor:

Lu::%%‘—Au:f pe Q
u(z,0) = go(z), G (2,0)=gi(x) peQ (4.17)
u=20 pe 2.

Din punct de vedere fizic, problema (4.17) modeleaza micile vibratii
ale coardei (membranei) elastice; conform conditiei la limita, capetele
coardei (conturul membranei) sunt fixate; in fine, conditiile Cauchy des-
criu starea initiala a sistemului: gg reprezintd configuratia initiala, iar
g1 exprima vitezele initiale.

Prin solutie clasicd vom intelege orice functie u € C? (Q) care satis-
face punctual cele patru egalitati.

Definitia 4.3 Fie f € L? (0,T;L*(Q)), g0 € Hj () si 1 € L* ().
Numim solutie slabd a problemei (4.17), o functie u € C ([0, T]; H} (2))
NC* ([0,T]; L? (2)) astfel incat pentru orice v € H} (Q), aplicatia t €
[0,T] — (v (t),v) > este absolut continua si satisface

g (W (), v)pe + (w(t), v)g = (F(t),v)2  apst. pe [0,7]
u(0) =go, v (0)=g1.

(4.18)

Se constata ca solutia clasica este (presupunand ca ) este de clasa
C1) i solutie slaba. Are loc urmatorul rezultat de tipul celui stabilit
pentru ecuatia caldurii.

Teorema 4.5 (existenta, unicitate, reprezentare) Fie Q C R™ o multime
deschisd si mdarginitd si0 < T < co. Fie de asemenea f € L? (0, T; L? (Q))
= L*(Q), go € H} (Q) sig1 € L*(Q) . Atunci problema Cauchy-Dirichlet
pentru ecuatia undelor (4.17) admite o solutie slaba unica. In plus are

loc reprezentarea

w(t) = ur () éy (4.19)
k=1
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unde
up () = ghcosv/Ipt+ —— gl sin /Mg t (4.20)
—i—m/o fr (s)sin m(t —s)ds

()‘k)kzl i (¢k)k21 sunt valorile $i functiile proprii ale problemei Dirich-
let pentru operatorul —A (|¢y|2q) = 1), tar

915 = (90,¢>k)L2(Q)> glf = (91, ¢k)L2(Q Ju(t) = (f(t)a¢k)L2(Q)'

Demonstratie. FEzistenta. Folosim metoda Fourier cautand solutia
sub forma (4.19). Inlocuind formal in ecuatiile (4.18), obtinem urmatoa-
rele conditii asupra coeficientilor wuy, (t)

ull (t) + Mgy (t) = fx (t), t€[0,T]
{ uz (0) = g&, wl (0) = g}. (4.21)

Solutia acestei probleme Cauchy este datd de formula (4.20). In con-
tinuare demonstram ci seria (4.19) astfel obtinuts defineste intr-adevir
o functie u € C ([0,T];Hg () N C* ([0,T];L?(2)), solutia slaba a
problemei.

a) Demonstram ca u € C ([0, T]; Hj (2)) . Pentru aceasta este sufi-
cient sa aratam ca seria (4.19) este uniform convergenta pe [0,7], daca
T < oo si pe orice subinterval compact [0,7”] al lui [0, c0), daca T = co.
Presupunem T < oo. Cum

Zuk ¢k—2ﬁuk \ﬁ

iar sistemul (ﬁ%) este ortonormat si complet in HE (), avem de

demonstrat uniform convergenta seriei > p | Agus (¢). Din (4.20), avem

ug (t) (4.22)
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Problema se reduce astfel la convergenta seriilor numerice
00 9 00 9 00 T
k k : 2
S (ah) (o) s > [ s
k=1 k=1 k=1"0
Prima serie converge la | 90|?{3 (a se vedea demonstatia Teoremei 4.2), a

doua serie converge la |g1|32 , iar a treia serie converge la fOT £ (5)]32 ds.
b) Demonstram ca v € C'([0,7];L?(Q2)) . Pentru aceasta se va

dovedi uniform convergenta seriei derivate y ;- u} (t) ¢y, sau in mod
echivalent, uniform convergenta seriei » p- ; (u}, (t))?. Avem

t
)y () = =/ Mgl sin /At + g¥ cos /At + /0 fr (s)cos\/ A (t — s)ds

de unde
0 0) <3 (3 (o) + () 40 [ @as). @z

Concluzia urmeaza acum pe baza argumentelor deja expuse.

¢) Demonstram ci pentru orice v € H} (Q), functia (v (t),v) ;2 este
absolut continua pe intervalul [0, 7] si satisface (4.18). Aceasta rezulta
din proprietatea similara pe care o are functia uj (¢). Intr-adevar, din
ufl + Aguy = fi, rezulta

), (t) =} (0) + / i (1) — Ay (7)) dr.
0
De aici, mai departe, obtinem
(u;f (t) ¢k:7 U)L2
= (0) B) o+ /0 (i (7) 1 0) 12 — Ak (1 () 64, 0) 2]
= (i (0) By v) o + / [ () 60012 — (1t () 64 0) ] i
0

Daca notam cu S, (t) si Sy, (t) sumele partiale de ordinul m ale seriilor
Sopey fr () & s D> pey ug (t) ¢, atunci prin insumare obtinem

(S0, (8) ,0) 1o = (S0 (0),0) 1 + /0 [(5m (7),0) 2 = (S (7)) | .
(4.24)
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Din Sy, (1) — u () in H} (), uniform in 7 € [0, 7], rezulti ci

/Ot(Sm (7),v) dTH/Ot(u(T),v)Hé dr.

De asemenea, din S/ (t) — o' (t) in L? (), rezulti c& (S
(' (t),v) > pentru orice t € [0,7]. In fine, din s, (1) — f(7) — 0 in
L% (), pentru orice 7 € [0,7], rezultd ca (sm (1) — f(7),v);2 — 0
punctual; ins&, folosind inegalitatea lui Bessel, avem

[(sm (7) = (7)), 0) 2| < lsm (7) = F (D)2 [vl g2 <1 ()] 2 vl

unde functia 7 € [0,7] — |f (7)|,2 apartine spatiului L' (0,7, dupa
cum se constatd usor folosind ipoteza f € L? (O,T; L? (Q)) . Teorema,
convergentei dominate a lui Lebesgue implica acum ca

($m (1) — f(1),v);2 — 0in L' (0,T). In consecint

t t
[ @ dr = [(£0).0)0dr
0 0
Trecand la limit& in (4.24), obtinem

(u’ (t),v)L2 = (u'(()),v)L2 —l—/ot [(f(T),v)LQ — (u(T),v)H&} dr,

formuld care arata ca functia (v’ (t),v),» este absolut continua pe [0, T
si care, prin derivare, conduce la relatia (4.18).
Unicitatea. Din (4.22) si (4.23) se deduc inegalitatile

IN

t
3 (Il + bl o [ PR ds)  a2s)

[ () 372

| (t)|%,

IN

t
3 (\90\?{3 + \91!%2 + t/o |f (s)|%2 ds) )

Daca u1,us sunt doua solutii, atunci functia u este solutia problemei
pentru go = 0, g1 = 0 si f = 0. Prima inegalitate de mai sus implica
atunci ca u (t) = 0 pentru orice ¢t € [0,7], deci u1 = uy. ®
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4.5 Probleme

Principiul de maxim pentru ecuatia caldurii
1) Fie Q C R™ o multime deschisa gi marginita si 0 < T' < co. Fie
u € C(Q)NC?! (Q) o solutie a ecuatiei caldurii Lu = 0. Daca m = i%fu

si M = supu, atunci m < u (x,t) < M pentru orice (z,t) € Q.
B

Indicatie. Se aplica Teorema 4.1 functiilor v =m —u i w = u — M.

2) Suprafata unui corp sferic omogen de raza R este mentinuta la
temperatura zero. La momentul initial temperatura in fiecare punct x
al corpului este |z|* (R — |z|), unde o > 1. S& se determine o margine
superioara a temperaturii corpului sferic la orice moment ulterior.

Indicatie. M = max r“(R—r).
0<r<R

3) Daca u si U sunt solutiile clasice ale problemei mixte (4.1) cores-

punzatoare datelor gy € C(Q), f € L*(Q), respectiv gy € C(Q), f €
L>(Q), atunci

— U ooren < 190 — Gol o - :
u =l oo () < Ig0 90|C(Q)+C‘f ﬂLOO(Q)

Indicatie. Se aplica Teorema 4.2 functiei v = u — w.
4) Dacd u € C*! (Q) este solutie a problemei (4.1), unde T’ = oo,
atunci pentru orice 7" < oo, avem

’U, (x7t)’ < |90|C(§) +1 ’f’C(@T/) y (flf,t) € @T"

Indicatie. Se aplicd Teorema 4.2 cilindrului Q7 si functiilor +u —
lg0] c@) ~ tf] C(@p) - S€ va compara aceastd estimare cu estimarea a

priori globali (4.3) valabild numai daci f este mirginit pe Q x [0, 00).

Ca si in cazul eliptic, principiul de maxim reprezinti un instrument
puternic de analiza calitativa a solutiilor problemelor la limita liniare
sau neliniare. Urmatoarele exemple vin sa ilustreze acest fapt.

5*FieQ={z e R":|z|] < 1}sih € C[0,00). Consideram problema
Cauchy—Dirichlet

2n -

u(z,t) = o pe (992 x [0,00)) U (€ x {0}).

~ 2n

{ cg—qg—Au:h(t)<u—ﬁ> 1 pe Qx(0,00)
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Sa se arate ca problema are cel mult o solutie clasica si ca solutia satisface
inegalitatile

| 2

1 gt |z
< t < . f h(s)ds LN
O_U(L)_Qneo +271
Indicatie. Se considera functia v = (u - ]:E|2/(2n)) e H® unde

H((t) = fgh(s) ds. Se constata ca Lv = 0 pe @ = Q2 x (0,00), rnBinv =0
si maxov = 1/(2n).

6)* Fie Q C R" o multime deschisa si marginita, Q@ = 2 x (0,00),
heC@NL®(Q)siac (0,1). Si se demonstreze ci oricare ar fi
u € C(Q) N C?*(Q) o solutie nenegativi si marginitd pe B a ecuatiei
neliniare (cu neliniaritate subliniara)

ou

U Ay = a
r u=nh(z,t)u® peQ,

avem

1

1 Ta
[l i) = T supu+ (elhlm())

unde ¢ este o constanta care depinde numai de 2 (marginirea pe B
implicd marginitea pe Q).

Rezolvare. Fie § > 0 astfel incat |z1| < & pentru orice = € Q. Pentru
orice T' > 0 finit, se considera functia

v=u—Ssupu — (625 - eml""s) |hu

u lo@n)

unde Qr = Q x (0,T). AplicAnd Teorema 4.2, obtinem v < 0 pe Q.
Rezulta

u(z,t) < S%pu+ clhu®log,y s (@.t) € Qr.

Inegalitatea lui Young implica |ch|u® < au+ (1 — «) |ch\ﬁ , de unde

1

u(z,t) < S%PU +a ’U|C(QT) +(1—-a) (C‘h|L<X>(Q)> T (1) € Qr.
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Deci

1

1 T
— sgpu%— (c]h[Loo(Q)> , (z,t) € Qr.

u(z,t) <

Cum T < oo a fost ales arbitrar, inegalitatea se extinde la intregul Q.
7) S& se arate ci orice solutie u € C(Q) N C?%! (Q), marginita pe B,
a ecuatiei

Lu := (Z;: Au=au pe @ = x(0,00),

unde a > 0, satisface inegalitatea |u(x,t)| < e sup |u| pentru orice
B

(x,t) € Q.

O majoranta independenta de t nu este posibild, dupa cum arata
exemplul: u; — uz, = 2u, pentru 0 < x < 7, pentru care functia u =
elsinx este o solutie.

Indicatie. Fie v = e~*wu. Se constata ca Lv = 0 si se aplica rezultatul
de la Problema 1.

Probleme mixte pentru ecuatia caldurii
8) Sa se rezolve problema

Up — Uy = f (2,1), O<z<m t>0
u(z,0) =go(z), O<z<m
(Ot) u(m,t) =0, t>0

in urmétoarele cazuri: a) f =0, go = Asin3z b) f =0, go = z (7 — )
¢) f=tsinz, go =0 d) f =sin2z, gy = sin® z.

Indicatie. Se aplica Teorema 4.3.

9) Distributia initiala a temperaturii unei bare omogene de lungime
[ este go(x), densitatea surselor interne de caldura este f (z,t), iar
suprafata laterala a barei este termoizolata. Sa se determine distributia
temperaturii la momentul ¢, in urmétoarele cazuri:

a) Capetele barei sunt mentinute la temperatura zero; aplicatie: f =
0, go () = Asin (wx/l);

b) Temperaturile la capetele barei sunt a; (f) si g (t); aplicatie:
f=0,g0(x) =Bx/l, ay (t) = At, ay (t) = B;

c¢) Capetele barei schimba caldura cu mediul ambiant aflat la tem-
peratura constanta wug; aplicatie: f =0, go = A (constant), ug = 0.
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Indicatie. a), b) Problema se reduce la a rezolva

U — U =f, 0<axz<l, t>0
u(x,0) = go, 0<z<l
U(O,t):al(t), u(lat):OQ(t)a t>0.

La punctul a) a; = ag = 0. La punctul b), solutia se cauta sub forma
u=v+w, unde w = aq (t) + (a2 (t) — a1 (t)) z/l. Functia v va fi solutie
a unei probleme de acelasi tip cu conditii nule pe frontiera, care se va
rezolva cu metoda Fourier.

¢) Schimbul de caldura cu mediul la capetele barei, se expriméa prin
conditiile la frontiera

uz (0,) —hy [u(0,t) —ug] = 0 (4.26)
ug (1,t) + ha [u (1,t) — ug]

unde h1, ho sunt constante pozitive ce depind de proprietatile celor doua
medii. Cazul h; = hy = 0 corespunde situatiei cand capetele barei sunt
termoizolate. Solutia se cauta sub forma u (z,t) = v (z,t) + w (z), unde
w este solutia ecuatiei w” = 0 care satisface conditiile (4.26).

10) Distributia initiala a temperaturii pe o placa subtire patrata
Q= (0,1) x (0,1) este go (z1,x2) . Muchiile placii sunt mentinute la tem-
peratura zero. Sa se afle distributia temperaturii pe placa la momentul
t > 0. Aplicatie: go = Asin ™* sin 3”1”32.

Indicatie. Se aplica Teorema 4.3 si se foloseste Problema 3.37. Gasim

oo 2, . L
u () :j%—:l ajpe(T) (32+k2)tsin‘77rlﬁsin 7rla:2

unde

4 [t . gmxy . kmao
ajk:l—2 ; Ogo(xl,mg)sm ;i sin T

11) Fie u solutia slaba a problemei (4.1) pentru T' = oo si f = 0.
Si se demonstreze urmitoarea comportare asimptoticd: u(t) — 0 in
H{ (), pentru t — oo.

Indicatie. Cu notatiile din demonstratia Teoremei 4.2, conform for-
mulei (4.13), avem

2
vﬁ (t) < 2h\pe 2t (glg)
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Cum tet < e~! pentru orice t > 0, avem c& 2\ze Mt < (et) pentru
t > 0. Atunci

1
|H1 ka &|go|%2, t>0.

12) Fie u solutia slabd a problemei mixte (4.1) pentru 7' = oo si
f(t)=f(0) = fo € L?>(Q). S& se demonstreze ci u (t) — v in H} (),
pentru t — oo, unde v este solutia slaba a problemei Dirichlet —Av = fj
pe ©, v = 0 pe 9N (Daca densitatea surselor interne de caldura este con-
stantd in timp, atunci, pentru ¢ foarte mare, efectul distributiei initiale
de temperatura este neglijabil iar regimul termic poate fi considerat
stationar).

Indicatie. Functia w = u — v este solutia slaba a problemei mixte

—Aw=0 pe @
w(.,0) =go—v peld
w =0 pe X

Conform problemei anterioare, w (t) = u (t) — v — 0 in H} (), pentru
t — o0.

13) Sa se demonstreze ca solutia slaba u a problemei (4.1) pentru
f =0, satisface legea de conservare

1 t 1
3 [u ()[72(0y +/O Ju ()| (@ ds = 3 l90/72(y» € 0,T].

Indicatie. Se integreazd de la 0 la t in egalitatea (W (s),u(s)) 2+
2
u (o)l = 0.
Probleme mixte pentru ecuatia undelor
14) Sa se rezolve problema (oscilatiilor libere ale coardei elastice
fixate la capete):

U — APUgy =0, 0<z <, t>0
u(x,O):gO(:U),ut(:c,()):gl(x), 0<x <l
u(0,t) =u(l,t)=0, t>0

in urmétoarele cazuri: a) go = Asin (rz /1) (configuratia initials a coardei),
g1 = 0 (vitezele initiale) b) go=x(l—x), 91 =0 ¢) go =0, g1 = A.
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Indicatie. Se aplica metoda Fourier prezentata in demonstratia Teo-
remei 4.5. Se obtine

> kmat kmat k
u(a:,t)-%(akcos Za + by, sin 7;(1 >sin7lm

unde

2 [t k 2 [ k
ak:l/o go (z) sin%dm, by, = ]m/o g1 (x)sin%dx.

15) Sa se rezolve problema (oscilatiilor fortate ale coardei elastice
fixate la capete):

U — @2Upe = f(2,t), O<z <[, t>0
U(l’,O):gQ(.%'), ut(x,()):gl(:v), 0<z<l
u(0,t) =u(l,t)=0, t>0

daca: a) f = Asin(wz/l), go(x) = Bsin(2rx/l), g1 = 0 b) f = A,
90 = g1 =0.

16) Sa se rezolve problema oscilatiilor libere ale unei membrane
dreptunghiulare (0,a) x (0,b) fixate de-a lungul conturului. Aplicatie:
u |—o= Asin (71 /a) sin (27x2/b) , u |t=0= 0.

Indicatie. Se rezolva problema

ug —Au=0, 0<z1<a, 0<xzy<bh

U |t=0= go (), ut |t=0= g1 (2)
U |x1=0: u ‘xlza: 07 u |x2=0: u |w2:b: 0.

17) Sa se demonstreze ca solutia slabd a problemei (4.17) pentru
f =0, satisface legea de conservare a energiei

2
|u' (t)‘,y(g) + |U(t)|§{g(§z) = |91|i2(9) + ‘90@3(9) , te[0,T7].

Indicatie. Din u} (t) + Aguy (t) = 0, rezultd ci functia (u}, (t))* +
Arui (t) este constanta pe [0, 7] . Deci

(o ()" + Meait 1) = (o8) + M (ah)

de unde, prin insumare, se obtine egalitatea dorita.
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Capitolul 5
Problema Cauchy pentru
ecuatii de evolutie

In acest capitol vom considera ecuatiile cildurii si a undelor in intreg
spatiul R™ impunand doar conditii initiale, la momentul ¢ = 0. Re-
zolvarea problemelor Cauchy corespunzatoare ca si analiza solutiilor lor
o vom face cu ajutorul transformérii Fourier. Esenta metodei consti in
faptul ca prin transformare Fourier, o ecuatie cu derivate partiale liniara
cu coeficienti constanti se reduce la o ecuatie diferentiala ordinara liniara
cu coeficienti constanti, deci la o ecuatie rezolvabila explicit; prin trans-
formarea Fourier inversa se obtine apoi solutia explicita a ecuatiei cu
derivate partiale. De altfel, metoda seriilor Fourier folosita in capitolul
anterior se bazeaza si ea pe aceasta idee a trecerii la ecuatii diferentiale
ordinare.

5.1 Transformarea Fourier

In aceasta sectiune vom lucra mai general cu functii cu valori complexe.
In consecinta, toate spatiile de functii vor fi presupuse spatii liniare
complexe.

1. Transformarea Fourier a functiilor din L! (R")

Definitia 5.1 Fie f € L' (R"). Transformata Fourier a lui f este
functia notata cu T'[f] si definita prin
1

T [f] (y) = W / . f (l‘) e_la:.yd:m Y c Rn

unde -y = Y1 75y

125
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Functia T'[f] este continua si marginita. Intr-adevar, dacd yr — yo
in R, atunci functiile f (2)e ™% converg in fiecare punct z € R”
catre f (x)e ¥ i sunt majorate in modul de citre functia integra-
bild |f (z)|. Continuitatea in yo a functiei T [f] rezultd acum pe baza
teoremei convergentei dominate a lui Lebesgue.

Pe de alta parte,

TUIWIS s [, @l =

de unde rezulti méarginirea lui T [f] si in plus faptul cii transformarea
Fourier defineste un operator liniar si continuu 7" : L' (R") — L* (R"),
cu

1
1T [f]lpe < W | flp-

2. Transformarea Fourier si convolutia functiilor

Definitia 5.2 Produsul de convolutie f * g al functiilor f, g : R — C
este functia definita (atunci cand exista) prin

)@= [ fa-nowdy=[ s@-nfwds (@R,

n
Teorema de baza privind existenta convolutiei a doua functii este
urmatoarea.

Teorema 5.1 Dacd f € L' (R") si g € LP (R") (1 < p < 00), atunci
fxgeL?(R") gi

|f*g|Lp < ’f‘Ll |9|Lp-

Demonstratie. Cazul p = oo este trivial. Fie deci p < oo i fie ¢
exponentul conjugat al lui p, adica % + % = 1. Folosind inegalitatea lui
Holder, gasim

‘ Rnf(x—y)g(y)dy‘

< </n|f(ﬂr—y)ldy>;(/Rnlf(w—y)\g(y)lpdy)p
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Concluzia rezulta acum daca se ridica la puterea p si se integreaza pe
R" m

Teorema care urmeaza este un instrument eficient pentru utilizarea
convolutjiei.

Propozitia 5.1 Fie g € L' (R") sia = Jrn 9 (x) dz. Pentru orice k €
N\ {0}, definim gi (x) = k"g (kz). Fie f € LP (R").
a) Dacd 1 < p < oo, atunci f* g, — af i LP (R™), pentru k — co.
b) Daca p = oo gi funclia f este uniform continud pe o multime
V Cc R", atunci f *gp — af uniform pe V, pentru k — oo.

Pentru demonstratie avem nevoie de rezultatul urmator.
Lema 5.1 Daca f € LP (R"), unde 1 < p < 00, atunci
|Thf — flip — 0 pentru h — 0,
unde pentru un h € R"™, (tp,f) (x) = f (x — h).
Demonstratie. Pentru f € C§°(R"), 75f — f chiar uniform.
Daca f € LP (R") si € > 0, alegem g € C§° (R"™) astfel incat |f — g, <

e/3. Rezulta |7 f — Thg|;» <e/3 s

IThf — floe S VThf — Thgle + 1709 — 9lpe + 19— flp <€

pentru |h| < 6.. m
Demonstratia Propozitiei 5.1.  Prin schimbarea de variabile
kx =y, se constata ca

(Fro)@—af@) = [ (fe=9)~F@)o)dy
— [ fe-E) s @]
a) Atunci avem

() @ =af @F <lolis [ | @79 = F@F lg )l do

Rezulta ca

P
% gk — affy < lglty /R 1y f — £I2, 19 ()] dy.
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Sirul functiilor y —— ‘T_k—lyf — f!ip lg (y)|, k> 1, este dominat de
functia (2|f],,)" |9 (y)| € L' (R™) si, pe baza Lemei 5.1, tinde punctual
la zero, pentru k£ — oo. Teorema convergentei dominate a lui Lebesgue
implici atunci c& el tinde la zero in L' (R").

b) Pentru orice § > 0, exista un compact W astfel incat

/ 19 ()] dy < 5.
R™\W

Atunci
sup |(f * g) (z) — af (z)]
zeV
< swp |fe-k) = f@)] [ lg@ldy+21f0
zeVyyeWw R"

de unde concluzia. =

Transformarea Fourier are proprietatea esentiala de a transforma
produsul de convolutie a doua functii intr-un produs obignuit de functii.
Mai exact, un calcul elementar ne conduce la rezultatul urmator:

Teorema 5.2 Dacd f, g € L' (R™), atunci

T[f+g]=(2m)2 T[f]T]q).

3. Transformarea Fourier pe spatiul Schwartz S (R")

Proprietati interesante ale transformarii Fourier au loc pe un subspa-
tiu al lui L' (R"), anume pe spatiul Schwartz S = S (R") al functiilor
netede care impreuni cu toate derivatele lor descresc rapid la zero pentru
|x| — co. Mai exact,

S = {f eC*®(R"): sup xO‘Dﬁf(:U)’ < oo oricare ar fi , 3 € N"},
R’ﬂ

unde cu 2% am notat monomul =7 x5?... 20"

De exemplu, pentru orice a > 0, functia f : R™ — R definita prin

f () = el

apartine lui . S& mai retinem si faptul ca daci o functie f apartine lui
S, atunci toate derivatele ei D®f apartin de asemenea lui S.
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S este un spatiu liniar complex. Functiile din S si toate derivatele
lor tind la zero pentru |z| — oo, mai repede decat orice putere z~“. Pe
spatiul S se definegte o convergentd in felul urmator:

fo—f inS daca 2*DPfy (x) — x*DPf (z) uniform pe R™,
oricare ar fi a, 5 € N".

Aceasta convergenta provine din inzestrarea spatiului & cu familia de
seminorme {p,, : m € N}, unde

palf)= X sw

R
o], B]<m

z*DBf (x)(, fes.
Sa observam ca pentru 1 < p < oo, avem § C LP (R"™) algebric si
topologic. Intr-adevar, daca f € S, atunci

1
1+ x4

)

If @) <c]
j=1

<

de unde
ooy < Cﬁ/ L day = On" < oo
j=1"R 14 a5

In plus, daca f — f in S, atunci fr — f uniform pe R™, de unde
rezultd ca fr — f in LP (R").

Propozitia 5.2 Daca f € S si 8 € N, atunci T [f] € C* (R") si au
loc formulele

DT [f)(y) = T [(~i2)° f (@)] (1) (€ R") (5.1)

T|D°f| () = @) T[f)(y) (yeR™. (5.2)

Demonstratie. Calculam DST [f] si T [Dﬁ f] derivand sub semnul
integralei, respectiv integrand prin parti, de |3| = 81 + 09 + ... + (3,, ori.
|
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Propozitia 5.3 a) Daca f, g € S, atunci

f (@) T ) () da = / g(@) Tf) () de (5.3)
- .
Rnfgda::/nT[f]T[g]dx. (5.4)
b) Daca
h(x)= e_%mQ, (5.5)

atunci T [h] = h, adica h este un punct fiz al operatorului T.

Demonstratie. a) Se aplica Teorema lui Fubini (vezi Brezis [5],
Théoréme IV.5). Formula (5.4) se deduce din (5.3) inlocuind g cu T [g]
si tinAnd seam& de T [g] = T'[g].

b) Avem
1 ‘
T[h] (y) = (2 )n/QA 67%|I|271x'ydx
7'(' n
- 1)n/2/ e 3 S +in) =3l g
7'[' n

1 - 1 N2
= h(y) ——= / e~ 3@ +Y)” 1 -
( )(271')”/2]1_‘[1 R J

1 ~ 2
= h(y)—= / e 7 dz.
7Tn/2j];[1 Imzzyj/\/i

_ 42 . v Ry v
Cum fR e~ dt = \/, concluzia va rezulta daci aritam ca

/ e dz = / e % dz. (5.6)
Im z=a Im 2=0

Pentru aceasta, fie R > 0 si conturul dreptunghiular Cr determinat de
punctele A(—R,0),B(R,0),C (R,a) si D(—R,a). Conform teoremei

lui Cauchy,
/ e dz = 0.
Cr

2 .2
/ e “dz :/ e ?dz.
DC AB

Formula (5.6) rezulta acum daca se trece la limitda cu R — co. ®

Deci
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Teorema 5.3 Dacd f € S, atunci T [f] € S iar operatorul T : S — S
este liniar, continuu §i inversabil, cu inversa

THAW = o [ T@ e
R”

= Ty =T (=2)] ().

(Transformarea Fourier este un automorfism al spatiului S)

Demonstratie. a) Aratam ca T'[f] € S. Pentru aceasta, folosind
formulele (5.1)-(5.2), deducem

P DT(f(y) = y°T [(-i2)” f (2)] (v)
= ()T [0 f (@)] W)
(=) (i) T [2°F (@)] ()
= (=0T D (27 ()] )

Apoi tinem seama de faptul ca T [Da (acﬁf (z))] € L= (R™).
b) Demonstram ca T~ [T [f]] =T [T~ [f]] = f oricare ar fi f € S.
Pentru k € N\ {0}, fie

g (&) = R e e R,

Atunci, pe baza Propozitiei 5.3 b),

= k"h(k(z—y)) =hy(z—y),

unde h este functia data de (5.5). Folosind (5.3), obtinem

/ne—’“2|f|2e”'fT[f](§)d§ =/ g Tf1(&)dE (5.7)
_ /f y)dy = (f * hy) ().

Cum

/ h(z)dz = (27)"2 T [h] (0) = (27)Y? h (0) = (2m)"/?,
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Propozitia 5.1 implica fxhy — (271')"/2 f pentru k — oo, uniform pe R™.
Pe de alta parte, este clar ca pentru orice x, integrala din membrul intai
al relatici (5.7) tinde la (27)"2T~1 [T [f]] (z) . Asadar, T~ [T [f]] = f.
|

Propunem cititorului ca folosind simple schimbari de variabile, sa
demonstreze urmatoarele formule de calcul al transformatelor Fourier
ale translatiei si dilatatiei:

T[f (x = 20)] (y) = e T [f ()] (y) (5-8)

T[f )] (y) = A" T[f ()] (\'y) (5.9)
(xo € R", A e R\ {0}) .
O consecinta imediata a Teoremei 5.2 este urmatoarea:
Teorema 5.4 Daca f, g€ S, atunci fxg € S si
D*(fxg)=f«D%=D"xg (ae€N").

Demonstratie. Faptul ci f * g apartine lui S rezultd din 77! [S] =
S,

frg=(@nETT[fTg]

si din proprietatea aproape evidenta ca produsul obignuit a doua functii
din S este tot in S.
Avem

T[D* (f * )] (y) = (iy)* T [f * g] (y) = (2m)2 (iy)* T [f] () T [g] ()

si

T[f*D%|(y) = (

2m)2 T [f] (y) T [D%] (y)
= (2m)2 (iy)* T[] () T g (v).-

Deci T'[D*(f xg)] =T [f * D%g], de unde D (f xg) = f «* D%. m

Pentru a justifica afirmatia ficutd la inceputul acestui capitol, con-
form careia prin transformare Fourier o ecuatie cu derivate partiale se
reduce la o ecuatie diferentiala ordinara, sa consideram ecuatia liniard
cu coeficienti constanti

> aasDSDJu(z,t) = f(2,t), z€R" teICR
la|+B<m



PROBLEMA CAUCHY 133

o _ glal I <A .
unde DY = 9T 007 D si Dy = 55- Aplicand transformarea Fourier

partiala, numai in raport cu variabilele spatiale x (considerandu-1 pe ¢
fixat) si folosind formula (5.2), se obtine pentru orice y € R" ecuatia

m

S S ans@y)® | DHT )] () =TIf (1)) ().

B=0 \|a|<m—-p

Pentru y fixat, aceasta este o ecuatie diferentiala ordinara liniara cu
coeficienti constanti, in variabila independenta ¢, cu necunoscuta v () =

Tlu(®)](y) -

5.2 Problema Cauchy pentru ecuatia caldurii

In aceasta sectiune ne vom ocupa de problema Cauchy pentru ecuatia
omogena a caldurii

{%?—Auzo pe @ = R" x (0,00)

u(z,0) =go (r) peR™ (5.10)

Din punct de vedere fizic, problema descrie procesul de propagare
a cildurii in intreg spatiul R™ cunoscandu-se distributia initiald g a
temperaturii.

Prin solutie clasicd a problemei (5.10) intelegem o functie u € C>(Q)
care satisface punctual egalitatile (5.10). Lema care urmeaza este utila
pentru demonstrarea existentei solutiei clasice.

Lema 5.2 Fie I un interval de numere reale. Presupunemu € C (I;S).
Atunci uw € CY(I;S) dacd si numai dacd existd derivata %—? (z,t) n

orice punct din R"™ x I, % (.,t) € S pentru orice t € I si aplicatia
t— %7; (.,t) este continud de la I in S..In acest caz,
_ Ou

u'(t)—a(.,t), tel.

Demonstratie. Necesitatea. Daci u € C! (I;S), atunci

1 [u(t+7)—u(t)]—u(t) =0 in S, pentru 7 — 0. (5.11)
-

In particular, pentru orice x € R",

% [u(t+7)(x)—u(t)(z)] —u(t)(z) - 0 pentrut — 0.
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Deci derivata % (x,t) exista si este egald cu v’ (¢) (x).
Suficienta. Avem de demonstrat (5.11). Avem

Lt + ) (@) - u ) @) = O @),

unde [t* — t| < |7|. Acum (5.11) rezulta folosind continuitatea lui % (., 1)
ca functiedela I'la S. =

Teorema 5.5 (existenté, unicitate si reprezentare in S). Fie gy € S.

Atunci problema (5.10) are o solutie u unicd in C*([0,00);S). In plus,
u € C([0,00);S) si pentru t > 0 are loc reprezentarea

u(z,t) = - N (x —y,t)go (y)dy, (5.12)

N{)(z)=N(@t) = — e, zeR,t>0.  (5.13)

Demonstratie. Unicitatea si reprezentarea. Sa presupunem ci u €
C1([0,00); S) este o solutie a problemei Cauchy. Atunci, pentru orice
t>0,

{ w (t) — Au(t) =0 in R" (5.14)
u 90

(0) =

toate functiile fiind din S. Cum din u € C'([0,00);S) rezultd Au €
C1([0,0);S), deducem u’' € C*(]0,0); S), adicad u € C*([0,00);S). Din
aproape in aproape se obtine in final c& u € C*(]0, c0);S).

Via transformarea Fourier, egalitatile (5.14) sunt echivalente cu

{ T [w(®)] () + Y T u(®)] (y) =0, yeR" )
T [u ()] (Y)li=o = T [90] () , yeR" :

Ne-am folosit de urmatoarea propozitie a cirei demonstratie se bazeaza
exclusiv pe proprietatea operatorului T : § — & de a fi liniar si continuu:

w € CY([0,00);S) <= T [w] € C1([0,0);S)

si
%T [w(t)]=T [%w (t)] .
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Rezolvand problema Cauchy (5.15) relativa la o ecuatie diferentiala
ordinara liniara cu coeficienti constanti (y se considera acum fixat, ca
parametru), gasim

Tlu (1)) (y) = T lgo] (y) e ™. (5.16)

Aplicand transformarea Fourier inverséa, obtinem reprezentarea
w(t) (z) =T~V T [g0] (%) e—ly\2t] (z), zeR",t>0.  (5.17)

Ezistenta. Este suficient si ar§tdm c& in ipoteza gy € S, functia w
definita prin

w(t) (@) = T [go] () eI

apartine spatiului C*([0, 00); S) si satisface (5.15). Mai intai observim
ca pentru orice t > 0, w (t) € S ca produs de doua functii din S (subli-
niem faptul ca w (t) ¢ S pentru ¢ < 0). Pentru a demonstra continui-
tatea functiei w intr-un punct ¢y € [0,00), va trebui sa ne convingem de
faptul ca pentru t — tg,

zDPw (t) (z) — 2D%w (tp) () uniform pe R™.
Este evident ci 2®D"w (t) (z) este de forma

> oy () e DT [go] ()
IvI<18]

unde p, (x,t) sunt polinoame in variabilele z si t. Aplicand teorema
cresterilor finite in raport cu t obtinem

‘anﬁw (1) () — 2% Dw (to) (x)‘

2
ol

= |t —to]

S| g ) = laf oy )| DT ) 0

unde 7 este cuprins intre ¢ i tp. Daca presupunem ca |t —to| < 1,
atunci modulul lui Op, /0t — |z|? p, se majoreazd cu un polinom g, () ce
depinde numai de ty. Cum insa 7" [go] € S, functia ) ¢, (z) DT [go] (x)
este marginita pe R™. Asadar

*DPw (t) (x) — 2P DPw (to) (z)| < C|t —to] pe R™
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In mod analog se arata ca functia
ow
ot

apartine spatiului C([0,00);S). Concluzia w € C1([0,00);8) rezulta

acum pe baza Lemei 5.2.
Formula (5.12). Prin calcul direct, pentru ¢ > 0, avem

u = (21)n/ / 90 (z)e_iy'ze_w'%eiy'rdzdy
7 n n
1

= (271_)”/ 9o (Z)/ €_|y‘2t+iy(m_z)dyd2.

Cu schimbarea de variabile y = (2t)71/ 2 ¢, obtinem mai departe
1 1 ~LIE? it (a—2) [V
u = = 9o (2) = e 25le dédz
(4nt)z JRrr (2m)2 JRrr

1 _le=z]?
= a t)% go(z)e” % dz.
7T n

= — [af* T'[go] () e~ I"

]

Mentionam ca formula (5.12) definegte solutia clasica a problemei
Cauchy si in conditii mai generale asupra functiei go.

Functia N (x,t) definita de (5.13) pentru ¢ > 0 si prelungita cu
zero pentru t < 0, se numeste solutia fundamentald a ecuatiei caldurii.
Mentiondm proprietatile: N € € (R" x (0,00)) si [N ()1 gny = 1
pentru orice t > 0. Se observa ca formula (5.12) se poate scrie sub forma
produsului de convolutie a doua functii din S, anume

u(z,t) =(go* N (t))(x), xe€R" t>0.

5.3 Problema Cauchy pentru ecuatia undelor

In aceasta sectiune vom aplica metoda transformarii Fourier pentru re-
zolvarea problemei Cauchy pentru ecuatia undelor

92y _ n+1
{ S —Au=0 ) pe R* (5.18)
u(x,0) = go (z), % (£,0) = g1 (x) peR".
Pentru n = 3, problema modeleaza fenomenul propagarii oscilatiilor

libere (mecanice, electromagnetice, etc.) in intregul spatiu izotrop R3,
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cu viteza de propagare a = 1. Este presupus cunoscut regimul undelor
la momentul ¢ = 0.

Vom numi solutie clasicd, orice functie v € C? (R”+1) care satisface
punctual cele trei egalitati.

Teorema 5.6 (existen‘gé, unicitate si reprezentare in S) Daca g9, g1 €

S, atunci problema (5.18) are solufie unica n C%(R;S). In plus u €
C* (R;S) si are loc reprezentarea

w(t) (@) = T [T l90] () cos (1y] 1) + T (1] (9) “fj"“] (2). (5.19)

In particular, pentru orice x € R™ gi t > 0 avem:
(i) pentru n =1 (formula lui D' Alembert):

T+t
w@h) =zl +ae—0+; [ awd 620

(ii) pentru n =2 (formula lui Poisson):

=355 i Tt e T
z,t 27T8t Bi(x 27 271' By(x) 2

(iii) pentru n = 3 (formula lui Kirchoff):

10 (1 1
u(z,t) = Ir Ot (t /8&(:(:) 90 () da) i /83t(x) g1 (y)do.  (5.22)

Demonstratie. Sa presupunem ci u € C%(R;S) este o solutie a
problemei. Atunci, pentru orice t € R avem

{ u' (t) —Au(t)=0 peR"
u(0) =go, ' (0)=g

toate functiile care intervin fiind in S. Aceste egalitati sunt echivalente,
via transformarea Fourier, cu

)] (y) =0
?)t:ﬂ =T [go] (1}/)( (5.23)
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pentru y € R™. Rezolvand obtinem

sin ()

|yl
(5.24)

w (t) (y) := T'u(t)] (y) = T [go] (y) cos (|ly[ ) + T [91] ()

de unde se deduce reprezentarea (5.19).

De remarcat ca pentru orice t € R si nu doar pentru ¢ > 0, cum se
intampla la ecuatia cildurii, functiile cos (|y| t) sisin (Jy|t) / |y| impreuns
cu toate derivatele lor partiale in raport cu y sunt netede si marginite.
Derivatele lor in raport cu t cresc cel mult polinomial in y. Mentionam ca
pe punctul y = 0 nu intervine nici o singularitate fiindca pentru |y| — 0,
avem sin (|y|t) / |y| — t.

Cu aceasta s-a demonstrat gi existenta, daca se arata ca functia w
data de (5.24) apartine spatiului C? (R;S) si satisface (5.23). Rationa-
mentul este asemanator celui descris pentru ecuatia caldurii si de aceea
omitem sa-l reproducem.

Pentru a obtine reprezentarea (5.20), folosind formula (5.8), deducem

7|2 loo (@ +0) + 0 (2 = ]| ) (5.25)

(T'[g0 (x + )] (y) + T g0 (= — 1)] (y))

N =N

(eiyt + e*iyt) T [90] (y) = T [g0] () cos (yt) .

Pe de alta parte, daca notam v (z) = %ffjtt g1 (y) dy, atunci v’ (z) =

(g1 (x+1t) — g1 (z — 1)) si ca mai sus avem
T[] (y) = % (e — e ™) T g1] (y) = T [g1] (y) sin (y1)

Dar, T'[v'] (y) = iyT [v] (y) . Rezulta

sin (yt) '

T (y) =Tnl () (5.26)

Din (5.25) si (5.26) rezulta (5.20).
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Pentru deducerea lui (5.22) calculam

| g@dn|w = — [ e / 2)dodu
OB (x) (2m)2 J/R3 OB;(x
2 .
- ! 5 / e‘”'y/ g1 (x +tz) do,dx
(2m)2 JR? dB1(0)

t2

= 3/ / e~ @Y (x4 t2) dzdo,
(27)2 JoBi(0) /R

= 2 z g
— /831(0)%(.“ )] () do

e / ¢V T [g1] (y) do
9B1(0)

— 2T ) / eV o,
8B1(0)

Folosind coordonatele sferice, obtinem

2m
/ e*Ydo, = / d(p/ etvleosfgin g qg
8B1(0)

- 97 6zt|y\v:osn9 f=n

it Iy!
_ (evzt|y| emithl) = 4 sin (ly|t)
it y| t |yl

0=0

Asadar

T
Y|

[ aw daz] (y) = amt Tlgn) () 2D (597
OB¢(x)

Aceasta implica

0 (1
T [at (t L@@ da)] ® (5.25)
0 (1
- - (tT [ L @) daz] <y>>

= 47T [go] (y) cos (ly| 1) -

Este acum clar ca (5.27) si (5.28) implica (5.22).
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Formula (5.21) se poate deduce din (5.22) folosind aga numita metodd
a cobordrii a lui Hadamard, ce consti in a privi solutia problemei Cauchy
pentru n = 2 ca pe o solutie independenta de variabila x3 a problemei
Cauchy pentru n = 3 (a se vedea de exemplu, Vladimirov [57, p. 212] si
DiBenedetto [10, p. 308]). m

Observatia 5.1 Solutia problemei Cauchy pentru ecuatia omogena a
undelor se reprezinta folosind produsul de convolutie, sub forma

u(t) (@) = (g0 N' (1)) (2) + (g1 * N (1)) (), (5.29)

unde

N (t) =

e [

Un simplu exercitiu bazat numai pe definitia transformatei Fourier,
arata ca:
(i) pentru n =1, x € Rgi t > 0, avem

N (1) () = 5 H (¢~ |a])

unde H este functia lui Heaviside

0, =<0
H(x):{ 1, >0

(ii) pentru n =2, z € R? gi t > 0, avem

L x| <t

N (1) (@:{ e

)

A se observa cia N (t) € L' (R") pentru orice t > 0, att pentru
n =1 cat gi pentru n = 2.

In cazul n = 3, o reprezentare a solutiei sub forma (5.29) nu este posi-
bild in L! (RB) , dar are totusi loc daca se extind produsul de convolutie
si transformarea Fourier la spatiul mai larg al distributiilor temperate
(a se vedea Partea II).

De mentionat ca formula (5.19) defineste solutia clasica a problemei
Cauchy si in conditii mai generale asupra datelor gg si g;.
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5.4 Ecuatii neomogene. Principiul lui Duhamel
Amintim c& ecuatiile cu derivate partiale neomogene de tipul
Lu=f

intervin in modelarea matematicii a unor procese reale care fac s& in-
tervina surse externe sau anumiti stimuli. Astfel, in cazul ecuatiei neo-
mogene a caldurii u; — Au = f (x,t), termenul f reprezinta densitatea
surselor de caldura, adica cantitatea de caldura produsa de surse pe
unitatea de volum si pe unitatea de timp. In cazul ecuatiei neomogene
uy — Au = f (x,t) ce modeleaza micile vibratii ale unei membrane, ter-
menul f (z,t) reprezinta marimea fortei exterioare pe unitatea de masa
si pe unitatea de timp.

In aceasta sectiune discutam pe scurt problema lui Cauchy pentru
ecuatia neomogena a caldurii si pentru ecuatia neomogena a undelor. Sa
considerim pentru inceput cazul ecuatiei caldurii:

{%;—Au:f, zeR™ t>0 (5.30)

u(xa()):g()(x)? r € R"

Solutia se poate cauta sub forma u = u; + usg, unde u; satisface ecuatia
neomogena si conditia initiala omogena wu (z,0) = 0, iar uy satisface
ecuatia omogena gi conditia initiala neomogena, adica us este solutia
problemei (5.10). Cum functia us a fost deja determinata, ramane sa se
rezolve problema (5.30) pentru go = 0, adica

ou — n
{at Au=f, xe€R" t>0 (5.31)

u(z,0) =0, z € R™

Ideea principiului lui Duhamel constd in a ciuta solutia problemei
(5.31) sub forma

t
u(z,t) = / v(x,t—s,s)ds, (5.32)

0
unde functia v = v (z,t, s) ce depinde de o variabila suplimentara s € R,

urmeazi a fi determinatd. Pentru aceasta inlocuim formal in (5.31) si
obtinem

t
U(J:,O,t)—}—/o (v (x,t —s,8)ds — Av (z,t —s,5))ds = f (x,t).



142 CAPITOLUL 5

Aceasta egalitate are loc daca v satisface conditiile

vy (z,t,8)ds — Av (z,t,5) =0 (x € R" t,s >0)
0 (2,0,5) = (2, 5) (reR" s> 0).

A se remarca modul in care termenul sursa f devine prin acest procedeu,
stare initiala. Conform rezultatului din Sectiunea 5.2,

'U(.’L‘,t,S) = RnN(x_yat)f(y78)dy

Aici N este solutia fundamentald a ecuatiei caldurii. Asgadar, solutia
problemei (5.31) este

u(z,t) = / o N (z —y,t—s) f(y,s)dyds. (5.33)

In concluzie, solutia problemei (5.30) este

1
u(e,t) = W/ngo(y)

fW9) 525 gy
0 /26 yds.

Ea poate fi scrisa si cu ajutorul produsului de convolutie sub forma

_lz— y\Q

dy (5.34)

u(z,t) = (g0 # N (1)) (@) + (f+ N) (2,8) (> 0)

unde prima convolutie este in R™, iar cea de a doua in Rt si unde f
este prelungirea cu 0 a lui f pentru ¢ < 0. Se poate constata ca daca
go € Ssi f € C®([0,00);S), atunci aceasta formula defineste o functie
u € C* ([0,00);S) ce reprezinta solutia clasica a problemei Cauchy. De
retinut ca si in acest caz, (5.34) este solutie clasica si in conditii mai
generale asupra datelor gg si f.

In mod asemanator, folosind principiul lui Duhamel, se poate rezolva
problema Cauchy pentru ecuatia neomogena a undelor

%—Au:f in R*H
u(@,0)=go(z), G (x,0)=g1(x) inR"
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Solutia se cauta sub forma u = u; + ug, unde u; este data de (5.19) iar
ug rezolva problema

Pu _ Ag — in Rl
o — Au— f nR* (5.35)
u(z,0) = 3¢ (,0) =0 in R™.

Solutia problemei (5.35) se cauti sub forma (5.32). Inlocuind formal in
(5.35), impunem pentru determinarea lui v (z, ¢, 7) , urmatoarele conditi:

vy (z,t,8) — Av (z,t,8) =0
v(x,0,5) =0, v (x,0,s) = f(x,s).

Dar aceasta problema (parametrizata in raport cu s) este rezolvabila
conform Teoremei 5.6.

5.5 Probleme

1) Aratati ca a) e=al* € S pentru a > 0 b) (1 + ]x\Q) " ¢ S pentru
m € N.

2) Calculati T'[H (R — |z|)], unde H este functia lui Heaviside si
R>0.

Indicatie.

1R
THER- ) 0) = 0 [ da
1 eiTy
3) Fie u(x) = H (z) e *, z € R. Determinati transformata Fourier
a functiei: a) u b) u(—z) c) u(x — z¢) d) %y (z) e) u(z)sinz.
Indicatie. Fie k = 1. Din v € C'([0,T];S) rezults c& %7; (,t) =
u' (t) € S. Deci derivatele partiale D®D}u existd si sunt continue
C1([0,7];8). Avem
0 <8u (x,t)) — im i [u(:c,t+7) —u(t)}

Vo2r J_r
R B \/5 sin Ry
Vor =iy | Vmooy
4)* Sd se arate ci dacau € CF ([0,7];S) , atunci u € C°F (R™ x [0,7)) .
pentru orice o« € N". Problema se reduce la a demonstra ca Dfu €
E 8a:j
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fiindcd u' este o functie continui de la [0,7] in S. Deci existd functia

% <887“j (., t)> , apartine lui S si depinde continuu de ¢. Lema 5.2 implica

gTUj € C1([0,7;8) . In general, DSu € C* ([0,T];S).

5) Sa se rezolve problema Cauchy (5.10) pentru n = 1 gi a) go =
e=2¥ b) go = H (1—|a]).

Indicatie. Se aplica formula (5.12).

6) Sa se rezolve problema Cauchy (5.30) pentru n = 1 gi a) gg =

- $2, f=el+tDb)gy=sinz, f=-eclsinz.

Indicatie. a) Functia v = u + e’ 4 t2/2 satisface ecuatia omogena a
caldurii.

7) Sa se scrie formula de reprezentare a solutiei problemei Cauchy
pentru ecuatia

ug —a’Au = f (z,t), ze€R", t>0.

Indicatie. Functia v (x,t) = u(ax,t) satisface ecuatia v, — Av =
f (az,t) siv(z,0) = go (ax). Obtinem

1 _lz—y?
u(z,t) = (4617”5”/2/ go (y)e 4% dy

| —y|?
e 4a2(t—s) dyds
/ / n 4&2 )) n/2

u(z,t) = (go* N () (x) + (f * N) () (t>0),

unde solutia fundamentals a ecuatiei u; — a?Au = 0 este

Sau

8) Sa se rezolve problema

ut—a2um:sinx, reR,t>0
u(x,0) =0, z € R.

9) Sa se rezolve problema Cauchy (5.18) pentrun = 1 gi a) go =
1/(1+2%),91=0b)go=0,01 =1/ (1 +2%) ¢c) go=g1 =1/ (1 +2?)
d) go = |z, g1 = 0.

Indicatie. Se foloseste formula lui D’Alembert.
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10) Sa se rezolve problema Cauchy pentru ecuatia neomogena a un-
delor daca n =1sgi a) go=¢g1 =0, f = H (t)sint b) go =0, g1 = €*,
f=H(t)(x+1).

11) Sa se rezolve problema

U — A Ugy = Sin T, zeR,t>0
u(z,0) =wu (z,0) =0, ze€R.
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Capitolul 6
Elemente de teoria
distributiilor

Pe parcursul Partii I, au fost definite mai multe notiuni de solutie slaba
sau generalizatd pentru diferite probleme la limita relative la ecuatii
cu derivate partiale. Aceasta ne-a permis sa vorbim de solutie chiar si
atunci cand datele problemei sunt mai putin netede, asa cum se intampla
de cele mai multe ori in fizica matematicd si de asemenea, si aplicim
rezultate abstracte de analiza functionala pentru a demonstra existenta
solutiilor. R&man intrebarile: in ce sens solutia slabd satisface ecuatia cu
derivate partiale si in ce caz solutia slaba este solutie clasica. Raspunsul
la prima intrebare este ci solutia slabi satisface ecuatia cu derivate
partiale in sens distributional (adics in sensul teoriei distributiilor). Pen-
tru a rispunde la cea de a doua intrebare, vom avea nevoie de rezultate
de regularitate a solutiilor slabe, rezultate care se bazeaza pe teoremele
de scufundare a spatiilor Sobolev.

Dupi cum vom vedea, teoria distributiilor si, in particular, teoria
spatiilor Sobolev, ofera cadrul functional cel mai natural pentru studiul
ecuatiilor cu derivate partiale.

6.1 Spatiile fundamentale ale teoriei
distributiilor

Fie Q C R™ o multime deschisa. Pentru o functie ¢ :  — R se defineste
suportul ca fiind aderenta in 2 a multimii punctelor pe care @ ia valori
nenule, adica

supp ¢ = {z € Q: ¢ (z) # 0} (aderenta in Q).

149
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Asgadar, prin deﬁm‘gle supp ¢ este o submultime a lui ©, inchisi i in Q,
dar nu neaparat inchisa in R™.

Folosind notatiile consacrate introduse de L. Schwartz, creatorul
teoriei distributiilor, vom desemna prin D (£2) si € () spatiile liniare
C3° (), respectiv C* (2), unde

C(Q) ={p e C™(Q): supp ¢ este un compact din R"}.

Deci, o functie ¢ € C* () apartine spatiului C§° (€2) daca si numai
daci existd un compact K al lui R™, astfel incat K C si o =0 pe

Spatiul £ (2) se inzestreazi cu o convergentd in felul urmétor: Y=
in £ (Q) daci si numai daci, pentru orice multi-indice « i orice com-
pact K C , sirul D%p,;, converge la D%y uniform pe K. Se observa ca
aceastd convergenti provine din inzestrarea spatiului £ (Q) cu familia
de seminorme {p,, x : K compact, K C 2, m € N}, unde

pm,K((p): Z Sup‘Da(’D(IEN, ngS(Q)
la|]<m zeK

Pe spatiul D () definim convergenta astfel: o, — ¢ in D (Q) daci si
numai daci existi un compact K C Q astfel incat pentru orice k, supp
pr C K, supp ¢ C K si pentru orice a € N, sirul D%p,, converge la
D%p uniform pe K.

Este clar ca are loc incluziunea

D(Q)C &)

atat in sens algebric, ca spatii liniare, cat si topologic in sensul ci daci
¢ — @ inD(Q), atunci, de asemenea, ¢, — ¢ in £ ().

Un rol 1mportant in teoria distributiilor, ca de altfel si in teoria
spatiilor L, il are functia

:1:21
EDR”, ) = el ’$‘<1
peD(RY), p(2) {0’ i

Este clar ci supp p = B; (0). Vom nota cu p,, functia c¢p in care
constanta de normare c este astfel ca

c/ p(x)dr =1.
lz]<1
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De asemenea, sunt utile functiile care se obtin din p; printr-o schimbare
de variabile care face ca suportul sa devina bila inchisa de raza 1/k,

pi (x) = k"py (kz).

Avem p, € D(R"), supp p = By (0) si f|ac|§1/k pr (r)dz = 1. Sirul
functiilor p;, kK € N\ {0}, se numeste, din motive pe care le vom vedea
de indaté, str regularizant.

Spatiile D (2), £(Q2) si S (R™) sunt spatiile fundamentale ale teoriei
distributiilor. Elementele lor se mai numesc si functii test.

6.2 Distributii. Exemple.
Operatii cu distributii

Definitia 6.1 O distributie pe € este o functionalda w : D (2) — R
liniara si continua in sensul ca

©r — @in D (Q) implicd u (¢;) — u (@) in R. (6.1)

Multimea tuturor distributiilor pe  se noteaza cu D’ (2) si se orga-
nizeaz in mod natural ca un spatiu liniar.

In continuare, valoarea (sau actiunea) u (y) a unei distributii u €
D' (Q) pe o functie test ¢ € D () va fi notata prin (u, ¢) .

Spatiul distributiilor D’ (Q2) se inzestreazi de asemenea cu o conver-
gentd; spunem ci uj, — u in D' (Q) dacd (ug,p) — (u,¢) oricare ar fi
¢ € D(Q). Aceastii convergenti provine din inzestrarea spatiului D’ (Q)
cu familia de seminorme {p, : ¢ € D ()}, unde

Py (u) = [(u,9)], uweD(Q).

1. Distributii regulare
Fie f € LL . (Q). Functiei f i se asociazd in mod natural distributia
uy definita prin

(.9 = [ F@ (@) dn, peD@).
Deoarece, daca f, g € Li () si uy = ugy, atunci f = g a.p.t. pe Q (a
se vedea Brezis [5, Lemme IV.2]), este permisa identificarea distributiei

us cu functia f. Astfel, LllOC (Q) poate fi privit ca un subspatiu liniar al
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lui D’ (). O distributie u se numeste regulard sau de tip functie daca
existd o functie f local integrabild pe  (adica f € L _(2)), astfel incat
u = uy. In mod analog, distributia u este de clasa C™ daca u = uy
pentru o anumita functie f € C™ (). In acest fel avem urmatoarele
incluziuni de spatii liniare

D) cC™(Q) CLL.(QCcD(Q), meN.
De asemenea
D) CLP(Q)CLL (QcD (), 1<p<oo.
Spre exemplu, functia lui Heaviside

0, <0

H:R—-R, H(:U):{ L 250

este o distributie regulara pe R, numita distributia lui Heaviside. Actiunea
ei pe o functie test ¢ € D (R) este urmatoarea:

(Ho) = [ @ | o (@) d.
0 [0,00) Nsupp ¢

Distributiile care nu sunt regulare se numesc distributii singulare.
2. Distributia lui Dirac
Unui punct xo € Qi se asociaza distributia d,, € D' (Q) definita prin

(5360790) = (xO) , @YE D(Q)

numitd distributia lui Dirac in xo. Atunci cand zy = 0, ea se noteazi
simplu cu 9.

Este ugor sa se arate ca functionala d,,, astfel definita, este o distributie
pe €. Se poate demonstra (vezi sectiunea de Probleme) ca distributia
lui Dirac este singulara.

Distributia lui Dirac este limita in spatiul distributiilor, a unui sir de
functii test. Mai precis, putem demonstra ci p, — 6 in D’ (R") pentru
k — oo. Intr-adevar, daca ¢ € D (R"™), atunci pentru k — oo, avem

(Prp) = /||<1pk(w)<p(w)dx=s0(§k)/ i, () dz

= ¢ (&) —¢(0).

Vom ariita ulterior ci orice distributie pe  este limita in D’ (Q) a unui
sir de functii din D (2), adica D (2) este secvential dens in D’ (Q) .
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3. Derivarea distributiilor

Mai multi operatori care actioneazi in mod curent pe D (Q) pot fi
extingi la spatiul D’ (Q2) . Asa sunt, de exemplu, operatorii de translatie
si de derivare partiala. Reteta acestor extinderi este simpla si consta in
trecerea operatorului de pe distributie pe functia test.

De exemplu, daca u € D' (R") si y € R", atunci translatia lui u cu y,
notatd prin 7,u, se defineste in modul urmétor: daci u este o distributie
de tip functie, adica u € LllOC (R™), atunci

(ryue) = [ u@-y)e@di= [ w@e+y)do= ()

n

unde (7_,¢) (r) = ¢ (x 4+ y) . Aceasta sugereazi ca in general, pentru o
distributie oarecare, sa definim translatia cu y prin formula

(Tyu, ) = (, 7—y9), @€ D(R"). (6.2)

Pentru a defini derivata Ou/0z; a distributiei v € D’ (R™), pornim
de la egalitatea

<}1L [The,u — u] ,sO) = (u}ll [7—he, 0 — w])

in care s-a notat cu ej vectorul din R"™ cu toate componentele nule
exceptand-o pe a j-a care este egala cu 1. Deoarece pentru h — 0,
functia test din membrul drept tinde la —0p/0z; , este natural ca sa
definim distributia du/0x; prin formula

ou B Op n

In general, putem da urmatoarea definitie.

Definitia 6.2 Pentru orice distributie u € D’ (2) si orice multi-indice
a € N, derivata D™u este distributia definita prin

(D, ) = (-1)I* (u, D), ¢ eD(Q).

Propozitia care urmeaza ne arata ca derivata distributionala este o
generalizare a derivatei clasice.
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Propozitia 6.1 Daca f € C™ (), atunci pentru orice a« € N™ cu
la| < m, avem

upay = D%y.

Demonstratie. Este suficient sa se demonstreze formula pentru
D® = 0/0z; . Propunem aceastd demonstratie ca pe un exercitiu. m

De exemplu, derivata distributiei H a lui Heaviside este distributia
lui Dirac. Intr-adevar, pentru orice functie test ¢ € D (R), avem

(o) = —(H,SO’)=—/00090'(90)CZ90
= 9 (0) —@(00) = (0) = (5,¢).

Asadar, chiar daci functia H nu este derivabild pe R in sens obisnuit,
ea este derivabili in sens distributional.

4. Produsul unei distributii cu o functie de clasa C'*°

Fie u € D' (Q) o distributie si fie a € C*(Q) o functie oarecare.
Produsul au este o distributie pe €2, definita astfel:

(au, ) = (u,ap), ¢ €D(Q).
Se constata imediat ca este adevarata formula de derivare a produsului

d(au)  Oa ou
=—u+ta—.
aib'j 8$j 8.22‘j

(6.3)

Proprietatea esentiala a distributiilor este calitatea lor de a fi in-
definit derivabile partial. Aceasta proprietate, impreuné cu operatia
produs definita mai sus, permite extinderea operatorilor diferentiali cla-
sici la spatiul distributiilor. Astfel, putem defini operatorul

L = L(D):D(Q) —D(Q),
Lu = Z aq () D%
la|<m

unde a, € C* (). Actiunea distributiei Lu asupra unei functii test ¢
este aceasi cu actiunea lui u asupra functiei test L (—D) ¢, unde L (—D)
este transpusul operatorului L, adica

L(-D)= Y (-1)a, (z) D",

laf<m
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Asadar, oricare ar fi u € D' () si p € D (), avem
(L(D)u, ) = (u, L(=D)¢p).
In particular, este adevarata formula
(Au, 0) = (u, Ap), ¢ €D(Q).

5. Formula schimbarii de variabile
Fie n : Q — Qp un difeomorfism de clasa C*°. Daca u € D (),
atunci uon € D(Q) C D' () si pentru orice p € D (), avem

(won,p) = /QU(TI(y))w(y)dy
= /Q u(z) e (n ! (z)) |det Dp~! (z)| dx
1
unde Dn~!(z) este matricea Jacobian a transformarii y = 77! (z).

Aceasta sugereazi ca, in general, pentru orice v € D' (), si definim
distributia u o n € D’ () prin formula

(womn, ) = (u,|det Dn~ | pon™), ¢eD(Q). (6.4)

Spre exemplu, daca Q = Q) = R" gl n(z) = z — y, unde y este un
punct fixat, atunci uon este translatia T,u de vector y, iar formula (6.4)
devine (6.2). Daca n (z) = Az, unde X # 0, atunci uon este dilatatia lui
u cu A i pentru orice ¢ € D (R"),

(u(Ax), @ (@) = A" (u(z), 0 (A '2)).

In aceastd formuld, ca si in altele care vor urma, notatia u () are doar
rolul de a indica faptul ca distributia u actioneaza asupra unei functii
test considerate ca functie de variabila x.

In continuare, vom nota cu Ru dilatatia lui v cu A = —1, si o vom
numi reflexia lui u. Asadar

(Ru, ) = (u,0 (=), ¢ €D(R").

6. Convolutia
In Capitolul 5 s-a definit produsul de convolutie a doua functii defi-
nite pe R™, prin

(frxg)(@x)= [ flx—y)g(y)dy= fWe—-ydy  (6.5)
Rn Rn
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si s-a demonstrat teorema de baza (Teorema 5.1) privind existenta convo-
lutiei a doua functii.

Din aceastd teorem rezultd in particular, ci existi convolutia orica-
ror doua functii test f,g € D(R") si f*xg € D(R™); privitd ca o
distributie pe R", functia f * g actioneaza asupra unei functii test ¢
in felul urmitor: (f * g,¢) = (g, (Rf) * ¢). Aceasta ne permite si ex-
tindem definitia convolutiei la cazul cand g este o distributie oarecare
pe R™. Asadar, produsul de convolutie dintre o functie f € D(R") si o
distributie v € D' (R") este distributia f * u, definita prin

(f*u,p)=(u,(Rf)*x¢), ¢€DR").
Ca exemplu, sa determinam f * . Avem
(fxd,0) = Rf)*@) (Rf) =) (0)
- / [ (@) (@) de = (f.¢).

Deci fx6 = f.
Un simplu exercitiu arata ca are loc formula de derivare a convolutiei:

DY (f*xu) = f+« D% = (D*f) *u

Propozitia urméatoare arata ca produsul de convolutie dintre o functie
din D (R") si o distributie, este o distributie regulara, de clasa C°.

Propozitia 6.2 Daca f € D(R") si w € D'(R"), atunci f xu €
C*(R") si

(f *u) (2) = (u,72 (Rf)), xe€R"
Demonstratie. Fie g(z) = (u,7, (Rf)). Daca z; — x, atunci
Ta, (Rf) — 72 (Rf) in D(R™). Rezulta ca g este o functie continua.

Pentru un numar A > 0, notam cu Ag? operatorul diferenta divizata
(T—he; —I) /h care aproximeazi operatorul §/dz;. Atunci

Alg = (u,m.AR (R)))
si

J(Rf)
h
T2 A7 (Rf) — Te—p pentru h — 0.
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Rezultd ca g € C* (R™) si

dg <u i 8(Rf))
T 8$j '

9,

Din aproape in aproape se arati ci g € C™ (R™) si
D% = (u,7:D*(Rf)), «a€&N".

Mai departe, sa aratam ca distributia atasata functiei g coincide cu
f *u. Pentru aceasta, se scrie (g, ¢) ca limita unor sume Riemann, dupa
cum urmeaza:

(9790) = klggo Z ® (%) (uvTa/k (Rf)) k"

acZmn

= lim Z (u,gp (%) To/k (Rf)) kT

k—o0
aEZ™

Se arata apoi ca

K 0 () T (RE) = (RN *¢ in DR,

aczn
de unde in final se deduce egalitatea
(g:0) = (u, (Rf) % @) = (f xu, ).
]

Propozitia 6.3 Fie ¢ € D(R™) astfel incat 0 < ¢ < 1, {(z) = 1

pentru |z| <1 gi ( (z) =0 pentru |x| > 2. Pentru orice k € N\ {0}, fie

Cp () = ¢ (k1a). Atunci, oricare ar fi distributia u € D' (R™), avem
prru—u si Cp(pp*u) —>u inD (R")

pentru k — oco. In consecintd, orice distributie pe R" este limita in

D' (R™) a unui gir de functii din D (R™) (adicd, D (R™) este secvential

dens in D' (R™)).

Demonstratie. Pentru ¢ € D (R") avem

(pr * uy 0) = (u, (Rpyg) * @) -
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Mai departe, pe baza unui exercitiu de analiza clasica, se constata ca
(Rpi) * ¢ — ¢ in D(R™). Cea de a doua convergenta se demonstreaza

~

in mod analog. Ultima afirmatie rezulta din faptul ca (, (p; *u) €
DR"). m

7. Distributii cu suport compact

Fie u € D' (Q) si w o submultime deschisd a lui . Spunem c&
distributia u este egald cu zero pe w, daca (u,p) = 0 pentru orice
peD(w).

Se numeste suport al distributiei v € D’ (), multimea

suppu = '\ {x € () : u este egala cu zero intr-o vecinitate a lui ﬂ?} .
Este clar ca supp u este o multime inchisd in O.

Se constata imediat c& suppdz, = {0}, supp (D%u) Csuppu, iar
dacd u € LL (), atunci

suppu = {z € Q:u(zx) # 0} (aderenta in Q).

Propozitia 6.4 Daca u € D' (Q) si p € D(Q) au suporturi disjuncte,
atunci (u,p) = 0.

Demonstratie. Pentru fiecare y €supp ¢ se alege un deschis w, C
Q astfel incat y € wy si u este egala cu zero pe w,. Alegem apoi o
functie nenegativa hy, € D () cu supp hy C wy si hy (y) > 0. Multimile
deschise (hy > 0) := {x € Q: hy () > 0} formeaza o acoperire a com-
pactului supp . Fie h1, ho, ..., hy,, functiile corespunzatoare unei sub-
acoperiri finite. Pentru orice j € {1,2,...,m}, definim functia ¢; =
ohj/ (h1+h2+ ...+ hp) pe U(h; >0), p; =0 in rest. Avem v; €
D (12) si suppy; Csupph; C w;. Deci (u, gpj) = 0, iar cum ¢ = ) ¢;,
deducem ca (u,) =0. m

Propozitia urmatoare ne permite sa identificam multimea distributii-
lor pe Q cu suport compact, cu multimea £’ (2) a tuturor functionalelor
liniare gi continue pe spatiul € (2) .

Propozitia 6.5 (i) Restrictia la D () a oricarei functionale liniare si
continue pe € (), este o distributie pe Q cu suport compact.

(ii) Orice distributie pe Q2 cu suport compact se prelungeste in mod
unic la o functionald liniara si continua pe € ().
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Demonstratie. (i) Faptul ca restrictia la D (£2) a oricarei functionale
liniare gi continue pe &£ (£2) este o distributie pe 2, rezulta pe baza in-
cluziunii algebrico-topologice D () C £ (2) . Pentru a arata ca suportul
unei astfel de distributii este compact, este suficient sa observam ca o
functionald liniard u : £ (2) — R este continua daca si numai daca exista
m=m(u) € N gi ¢ = c¢(u) > 0 astfel incat, pentru orice ¢ € £ (Q),

< D%
(W)l < Y max|D|

laj<m

unde K1 C Ko C ... sunt submultimi compacte ale lui Q astfel incat
= UK, (atunci supp v C K,,). Suficienta conditiei este imediata.
Pentru necesitate, sa presupunem contrarul. Atunci, oricare ar fi m =
c € N\ {0}, ar exista ¢,, € £ (1) astfel ca

()| > m Y max| D%,

jaj<m =

Putem presupune ca membrul drept al inegalitatii anterioare este egal
cuunu. Atunci se constati ci ¢, — 01in & (Q), in timp ce |(u, ¢,,)| > 1,
fapt care contrazice continuitatea lui u.

(ii) Se alege o functie 1) € D () astfel incat 1» = 1 intr-o vecinitate
a suportului distributiei u. Atunci, pe baza Propozitiei 6.4, pentru orice
© € D(Q), avem (u, p) = (u,p) . Este clar ca aplicatia v : £ (Q2) — R,
(u, ) = (u, ) , este o prelungire a lui u la € () . Unicitatea prelungirii
este o consecinti a densititii lui D (Q) in £ (). =

Propozitia urmatoare arata ca distributiile cu suport compact se pot
prelungi la distributii pe R™. In plus, prelungirea cu zero in afara lui Q
este unica.

Propozitia 6.6 Fie u € &' (Q). Exista o unica distributie u € D' (R")
astfel incat u = u pe D (2) gi supp u C .

Demonstratie. Fie u o astfel de prelungire. Consideram o functie
Y € D(Q) cusupp ¥ C Q si p = 1 intr-o vecinatate a compactului

supp u. Atunci, pentru orice ¢ € D (R"), (u,p) = (u,Yp) = (u,Yp),
de unde rezulta unicitatea prelungirii precum si expresia acesteia. m

Propozitia 6.7 Spatiul D (Q) este secvential dens in D' ().

Demonstratie. Se aleg deschisii marginiti €, C Q2 C ... C Q
cu 5 C Qj4q si functiile ¢, € D (Qp4q1) astfel incat ¢, = 1 pe Q.
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Fie u € D' (). Atunci, se arati ci ¢,u — u in D' (Q). Notdm cu
u € & (R™) unica prelungire cu zero a lui ¢, u. Fie acum j; € N\ {0}
cu 1/j, <dist (Q,Q11). Se constata ca pj, * uk € D(Qgy1) si ca
Pj, * Uk — U in D' (R") si deci, in D' (Q). =

Pentru u € D' (R") si v € & (R"™) se poate defini produsul de
convolutie u * v = v * u prin formula

(u*xv,0) = (u,o*x (Rv)), ¢eDR").

8. Lema lui Weyl
Demonstram urmatorul rezultat de regularitate pentru functiile care
satisfac ecuatia lui Laplace in sens distributional.

Propozitia 6.8 Dacd u € L. _(Q) satisface ecuatia Au =0 in D' (Q),
atunci u € C? (Q).

Demonstratie. Pentru orice £ € N\ {0}, consideram multimea
Qp = {z: By (z) C Q}. Atunci, pentru orice p € C§° (), pp* ¢ €
D (Q) sipy xu e C®(Q). Avem

(Alppxu),p) = (o xu,Ap) = (u, (Rpy) * Ap)
= (0, A((Rpy) *¢)) = (Au, (Rpg) x ¢) = 0.

Rezulta ca A (pg * u) = 0 pe Q. Atunci, pe baza teoremei de medie a
functiilor armonice, avem

n

(pp ¥ u) (2) =

Wwpr™

/ (pp*u) (z+y)dy
By (0)

pentru orice x € €Y si r suficient de mic. Cum, pe baza Propozitiei
5.1, pp *u — u in L' (Q), pentru k — oo, oricare ar fi ' cu & C Q,
deducem ca p;, * u — u uniform pe orice compact inclus in Q. Corolarul
3.11 garanteaza ca u este o functie armonica pe 2. =

6.3 Transformarea Fourier a distributiilor
temperate

In Capitolul 5 am definit transformarea Fourier pe spatiul de functii
complexe L! (R™) prin
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T = s [ @) ye R

. . n V)
unde, reamintim, z -y = > i—12;yj. De asemenea, s-a demonstrat ca T'
este un automorfism al spatiului S. Reamintim formulele:

T[f g = (2n)"T[f]Tg] (6.6)

DT () =T (~iz)’ f ()] (6.7)

T |D°f| () = (i) T[] (v) (6.8)

T(f (z —w0)] (v) = € V5T [f (2)] () (6.9)
Tf ()] () = I " TIf ()] (A1) (6.10)
T (/] (v) = T1f (~2)] () = T [f] () (6.11)

In cele ce urmeaza vom extinde transformarea Fourier la spatiul mai
larg al distributiilor temperate. In particular, vom analiza transformarea
Fourier a functiilor din L? (R™).

1. Transformarea Fourier pe spatiul &’ (R") al distributiilor
temperate

Definitia 6.3 Numim distributie temperatd pe R"™, orice functionala
u:S(R™) — C liniara si continua.

Notam cu &' = &' (R™) spatiul tuturor distributiilor temperate pe
R”™. Spunem ci u; — w in &', pentru k — oo, daci (ug, ) — (u, ) pen-
tru orice ¢ € S. Cum D (R") C S(R") C £ (R") algebric si topologic,
rezulta ca au loc si incluziunule

& (R") c 8 (R") c D' (R")

algebric si topologic. De asemenea, pentru 1 < ¢ < oo, din § € L? (R")
algebric si topologic, deducem ca LP (R™) C &’ (R™) algebric si topo-
logic, unde 1/p+1/q = 1.
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X u, orice functi a c i r a
De exemplu, orice functie constantd ¢ este in &', dar ¢ ¢ S daca

c#0.
Operatorul T se prelungeste la S’ ca operator liniar, continuu si
inversabil (automorfism al lui §’), astfel:

T:8 — Sl,
(T[u],¢)=wTp]), v€S.
La fel, avem
T71:.8 - S,
(T u],¢) = (w,T7 g]), €S

Spre exemplu, sa calculam transformata Fourier a distributiei ¢ a lui
Dirac. Pentru orice ¢ € S, avem

(T[], 0) = (6,T[e]) =TIe](0)
S z)e "V dy = o
IRCLRE /Rnw() ’ ((2@”/2’@)'

T[] =@2r)™? ¢ T'[1] = (2n)"?s.

Deci

Propunem cititorului sa arate ca formulele (6.7)-(6.11) sunt valabile
i in §’. De asemenea, (3.29) are loc pentru f € D(R") si g € S’ (R").

2. Transformarea Fourier pe spatiul L? (R")

Am vizut ca S € L? (R") C S’ si ca transformarea Fourier 7' este un
automorfism al lui S i de asemenea, al lui S’. Se pune in mod natural
intrebarea: ce se poate spune despre transformatele Fourier ale functiilor
din L? (R")? Raspunsul este dat de teorema care urmeaza.

Propozitia 6.9 (Plancherel) Transformarea Fourier este un automor-
fism al spatiului L? (R™). In plus

ulpe = T [u]l 2, ue L*(R")
(adicd, T este o izometrie pe L* (R™)).
Demonstratie. Fie u € L? (R"). Avem T [u] € &' si folosind (5.4),

(T[], o)l = [(u,Te])| = [(uw,T[e]) ]
< ulpe [T loll e = ulpe el w€S.
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Inegalitatea se extinde prin densitate la toate functiile p € L% (R").
Rezulta ca T [u] defineste o functionala liniara si continua pe spatiul
Hilbert L? (R™). In consecintd, T'[u] € L? (R") si |T [u]|;2 < |ulzz-
Inegalitatea contrard se obtine inlocuind w cu 7! [u]. =

3. Convolutia in &’
In Sectiunea 5.1 s-a vazut ca daca f,g € S, atunci fxge Ssi

frg=T7t @0’ TIAT ). (6.12)

De asemenea, in sectiunea anterioara s-a vorbit despre convolutia dintre
o functie test si o distributie pe R". Folosind aceasi formula putem defini
convolutia dintre o functie din S si o distributie temperata dupa cum
urmeaza:

Dacd f € S si g € &', atunci prin f g se intelege distributia tem-
perata definita prin formula

(f*g,0) = (9,(Rf)*¢), ¢p€S.

Formula (6.12) ramane valabila si pentru acest caz mai general (Exercitiu).
Cititorul interesat sa i@i completeze cunostintele de teoria distributii-

lor si transformare Fourier este indemnat si consulte lucririle Bony 4],
Gelfand-Silov [15], Schwartz [47] si Vladimirov [57].

6.4 Probleme

1) Mai multe afirmatii referitoare la distributii au fost facute fara nici un
fel de explicatii; demonstratiile lor sunt simple si in general necesita doar
manipularea definitiilor. Ele reprezinta o prima categorie de exercitii
de teoria distributiilor. Spre exemplu, demonstrati ca functionalele a)
Du : D(Q) — R, (D%, ¢) = (-1 (u, D) b) 6 : D(R") - R,
(0,9) = ¢ (0), sunt distributii (adica, sunt liniare gi continue).

2) Demonstrati ca distributia lui Dirac ¢ nu este regulara.

Indicafie. Dacd am presupune contrarul, ar exista o functie f €
LL . (R") astfel incat

0,0)= | [@)e(@)de=¢(0), ¢cD(R").
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1
Alegand ¢ (x) = ¢}, (x) = p(kz), unde p (z) = el=I*~1 pentru |z| < 1 si
p (z) = 0 pentru |z| > 1, am obtine

1
(6, ¢1) = /|| " f(x)ereP1dz = o, (0) = e L.
x| <

La limit, pentru k — oo, se obtine contradictia 0 = e™!.

3) Demonstrati ca incluziunea LP (Q) C D' (2), 1 < p < oo, este si
topologica.

Indicatie. Avem de arittat ¢ fy — f in LP (Q) implica uyp, — uy in
D' (Q) . Aceasta rezulta din

|(Ufk—“fa@)|:‘/g(fk—f)%0dl‘

<|fe = flgo lelpa, ©€D(Q)

unde 1/p+1/g=1.
4) Calculati derivata distributionala f’ a urmatoarelor functii pe R

a) f(z) = [z b) f(2) =sign z ¢) f(z) = [sinz|.
Indicatie. a)

(fg) = —(fd)=— /R f (@) () da
0

- /_Ooxgp’(x)dx—/ooowwl(l’)dm

0 [e%s)
= @l [ e@dr—ap@ F+ [ @

- _/_iogp(x)dxj/ooogo(x)dxz/Rsignfcso(fr)div

= (sign z,¢).

Deci f’ (x) =sign z. b) [ = 26.

5) Calculati derivatele distributionale df /0y si 6 f /0x? ale functiei
caracteristice f a primului cadran {a: €eR?: 21 >0, 29 > 0} .

6) Arittati cii a) ad = a (0) § pentru orice a € C*° (R™) b) 6™ =0
pentrum =0,1,....,k — 1.

7) Fie u,v € D' (R"). Daca ¢ * (Rv) € D(R"™) pentru orice ¢ €
D (R™), atunci functionala

¢ € D(R") — (u, ¢ * (Rv))
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este o distributie pe R", numita convolutia distributiilor u i v si notata
cu u k.

Sa se demonstreze ca daca exista convolutia u * v, atunci exista de
asemenea D%u * v, u* D% gi au loc egalitatile

D® (u*v) = D% *v = ux D%.

8) Fie L (D) = 3_4j<m @aD* un operator diferential cu coeficienti
constanti. Se numeste solutie fundamentald a ecuatiei L (D) u = 0, orice
distributie N € D' (R™) pentru care L (D) N = §.

Demonstrati ca daca N este solutie fundamentala a ecuatiei L (D)
0, f € D' (R™) si existd convolutia Nx f, atunci L (D) (N x f) = f (adic
u= N x f este o solutie a ecuatiei neomogene L (D)u = f).

9) Sa se arate ca ecuatia diferentiala ordinara cu coeficienti constanti

Q¢

m—1

Lu = u™ + Z aru® =0 (6.13)
k=0

admite solutia fundamentala N (z) = z (z) H (), unde H este functia
lui Heaviside iar z este solutia problemei Cauchy

Lz=0
2(0) =2 (0)=..=2m"2 =0, 2(m=D =1,

Indicatie. (:H) = 2’H + zH' = 2’H + 26 = 2/H + 2(0)§ = 2'H.
In mod analog, (zH)" = 2"H,...,(zH)™™ Y = 2(m=DH jar (zH)"™ =
2MH + 6. Rezultd ci L (zH) = L(2) H +6 = 6.

10) Sa se demonstreze ca solutiile din D’ (a,b), —co < a < b < oo,
ale ecuatiei omogene (6.13) coincid cu solutiile clasice.

Indicatie. Este suficient sa se discute cazul Lu := u'; cazul general
rezultd scriind ecuatia sub forma unui sistem diferential de forma v’ +
Av = 0, sau inci (vel’A)/ =0.

Egalitatea u' = 0 este echivalenta cu (u,¢’) = 0 pentru orice ¢ €
D (a,b). Rezulta ca (u,y) = 0 oricare ar fi ¢ € D (a,b) satisfacand
ff dx = 0. Fixand o functie x € D (a,b) cu ff xdzr = 1, obtinem

(u, ) = (u,x/absodwrso—x/abwdw) =(u7x)/abwd$=(0,<ﬁ)

adica u = c.
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11) Si se rezolve in D' (R) ecuatia u” — a*u = &y,.

Indicatie. Se folosesc Problemele 8, 9 si 10. Rezulta v = Cish
ax+ Cych ax+ N x 8, = Cish ax+Caoch ax+ N (x — ) , unde N (z) =
a ' H (z)sh ax.

12)* Sa se demonstreze ca functia N data de (3.1) este solutie fun-
damentala a ecuatiei lui Laplace.

13)* Functia

H(t) 2

N (x,t) = 7(47#)71/26 t

este solutie fundamentala a ecuatiei caldurii Lu := u; — Au = 0, adica
LN =§ in D' (R"1).

14)* Sa se arate ca o solutie fundamentald a ecuatiei undelor Lu :=
uge — Au este

H (t i t
N (.t = 20 g [Smy' ] (2).
(2m)"/ i
_ _1 _ . _ _ _H—z) .
Pentrun =1, N (x,t) = 5 H (t — |z]) ; pentrun = 2, N (z,1) P ek
pentru n = 3, N (z,t) = %5& (z), unde Y este sfera cu centru

in origine si de raza R, iar dx, este distributia pe R?, definita prin
s, @) = fy, ¢ () dz, p € D (R?).

Indicatie. Pentru rezolvarea problemelor 12-14, a se vedea Trif [56]
si Vladimirov [57].

15) Calculati transformata Fourier a distributiei u € S’ unde a)
u=20g b)u=2a"c)u=D.

16) Sa se demonstreze ca pentru orice f € S’ exista o solutie unica
u € 8 a ecuatiei u — Au = f, datd de formula

w="T"" {(1 + |x]2)_1 T [f]] .

In particular, daca f € §, atunci u € S.



Capitolul 7
Spatii Sobolev

In Partea I am ficut deja cunostinti cu spatiile Sobolev H} () si
H'(Q), atasate normelor energetice ale problemelor Dirichlet si Neu-
mann cu conditiile la linita omogene. Mai exact, pentru o submultime
deschisa si marginita Q a lui R", s-a definit H} (Q) ca fiind completatul
spatiului C} (ﬁ) in raport cu norma energetica corespunzatoare pro-
blemei Dirichlet, iar H' (Q) ca fiind completatul lui {C* (Q2) : u, du/dz; €
L?*(Q),j=1,2,..,n} in raport cu norma energetici a problemei Neu-
mann. Agadar, in ambele cazuri, spatiul Sobolev s-a definit pornind de
la un subspatiu al sau, prin completare.

In aceast capitol, vom prezenta un alt mod de a introduce spatiile
Sobolev, pornind de aceasta data de la un supraspatiu al lor i utilizand
derivatele distributionale. Astfel, H' (Q2) este spatiul tuturor functiilor
u din L? () ale ciror derivate distributionale du/dz;, j = 1,2,...,n
apartin de asemenea lui L? (), adica sunt distributii regulare, functii
din L? ().

7.1 Spatiile Sobolev H™ (1)

Definitia 7.1 Fie Q C R" o multime deschisa si fie m € N. Se defineste
spatiul Sobolev H™ () prin

H™(Q) = {u € L?(Q) : D% € L? () pentru orice a cu |a| < m} .

Subliniem faptul c& in definitia de mai sus derivata D% este in
sens distributional. Asgadar elementele spatiului H™ (Q2) sunt functii
din L?(Q) ale caror derivate distributionale pana la ordinul m sunt
distributii de tip functie, asociate unor functii de asemenea din L? (Q).

167
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Daca u € H™ () si a este un multi-indice cu || < m, atunci pentru
orice p € D (), avem

(D°u, ) = /Q (D*u) (2) @ () da = (1)) /Q u () (D) (x) da.
(7.1)

Spatiul H™ () este un subspatiu liniar al lui L2 (Q) . El se inzestreazs
cu produsul scalar

(w,0) g = Y (D, D) 1 (7.2)

laj<m

i cu norma corespunzatoare

M=

u| gpm = Z |D°‘u|2L2

laf <m

Este important cazul particular m =1, in care

ou

Hl(Q):{ueLQ(Q): aT:jE

L*(Q), j= 1,2,...,n}

si cand produsul scalar gi norma au expresiile:

"/ Ou v
(uav)Hl:(Uav)y—i—;((?xk,axk)w:/Q(UU—I—VU-VU)d$

lul3 = /Q (u2 + |Vu\2) dzx.

Propozitia 7.1 Spatiul H™ (Q) inzestrat cu produsul scalar (7.2) este
un spatiu Hilbert.

Demonstratie. Proprietatea este o consecinta directa a completi-
tudinii lui L? (). Intr-adevir, fie (uy) un sir fundamental in H™ (Q).
Deci u, € H™ () i |ug, — uj| ym — 0 pentru k, j — oo. Tinand cont de
expresia normei pe H™ (), deducem ca girurile (uy), (D%uy), |a] < m,
sunt fundamentale in L? (Q) . Rezultd ci existd functiile u, u, € L? (Q),
la| < m, astfel incat uy — u si D%y — ug in L2 (Q) (Ja| < m). R&mane
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sd aratam ca pentru orice «, u, = D%u. Intr-adevar, pe baza lui (7.1),
avem

(DaUk, QO)L2 = (_1)|a| (Uk, Da(p)L2

de unde, folosind faptul ca incluziunea L? () C D’ () este topologica,
deducem

(s @) 2 = (1) (u, D) 1
adica
(tar ) = (1) (u, DY) .

Asadar u, = D% si deci, uy — v in H™ (Q). m
Au loc incluziunile:

CE Q) CH™ Q) CL?*(Q) CLL.(Q cD(Q).
Are loc urméatoarea teorema de caracterizare a spatiului H™ (Q).

Teorema 7.1 Fie u € L? (). Conditia necesard si suficientd ca u sd
apartindg spatiului H™ () este ca sa existe o constanta C astfel incat

/ uD%p dx
Q

Demonstratie. Necesitatea. Dacad u € H™ (), atunci pe baza
inegalitatii lui Holder, avem

/ u D% dx
Q

Suficienta. Fie a € N". Inegalitatea (7.3) arata ca functionala ¢ —
fQ uD%pdx este liniara si continua pe subspatiul dens C§° (Q2) al lui
L? (). Conform teoremei lui Hahn-Banach, ea admite o prelungire
pani la o functionald liniara si continud F pe L? (). Teorema de
reprezentare a lui Riesz implica atunci ci existi v, € L? (Q) astfel incat
(F,¢);2 = (Va, )2 pentru orice ¢ € L? (Q). In particular,

<Clple, peCE(Q), aeN" |af<m. (7.3)

< ulgm |ele -

= ‘(—1)'“/¢Dau dx
Q

/uDagOda::/vacpdx, v €D(0)
Q Q

de unde D%y = (—1)* v, € L2 (Q). Asadar, u € H™ (). =
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Observatia 7.1 Conform Teoremei 7.1, o functie u din L? () apartine
spatiului H' (Q) daci si numai daci exista o constantsa C' > 0 cu

/ ua—w dzx

Mentionam ca, mai general, daca 1 < p < oo, se defineste spatiul
Sobolev WP () prin

<Clplzs peCP ), j=1,2,..,n.

WmP(Q)={ue L (Q): D e L”(Q), |a| <m}.
Acest spatiu se inzestreazd cu norma

[ulyymp = Z |D%ul

lal<m

1/p
sau cu norma echivalenta (Z\odgm \Do‘u&p) . Spatiul W™P () este

un spatiu Banach. Este clar cd W™2 (Q) = H™ ().

Observatia 7.2 Un rezultat datorat lui Meyers si Serrin (vezi Adams
[1, p. 52]) stabilegte ca pentru 1 < p < oo, spatiul W™P (Q) coincide
cu completatul lui {u € C™(Q) : D*u € L? (Q), |a| < m} in raport cu
norma |ul,, , = > |<pm [D%ulpe . Asadar, pentru m = 1, Definitia 7.1

este echivalents cu definitia data spatiului H' (Q) in Sectiunea 3.13.

7.2 Operatorul de prelungire

Este adeseori util ca anumite proprietati ale functiilor din H™ (2) sa fie
stabilite mai intai pentru H™ (R™) , iar apoi si se obting prin intermediul
unui operator de prelungire care unei functii u € H™ (Q) ii asociazi o
functie w € H™ (R"™) . Un astfel de operator de prelungire exista daca
este suficient de neted.

In continuare vom folosi notatiile:

R ={zecR": z=(a/,2,), 2/ eR", 2, >0}
Q={zeR": z=(2/,2,), 2 e R" 1, |2/| <1, |z,| <1}
R+ =C0QNRY

Qo={zeR": 2= (2,0), 2/ eR"!, |2/| <1}.
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Teorema 7.2 Fie Q@ C R"™ o multime deschisd, de clasd C' si cu
frontiera 0Q) marginita, sau ) = R} . Atunci exista un operator liniar
P: HY(Q) — H'(R") si o constantda C > 0 depinzind numai de ),
astfel incat pentru orice w € H' (Q) sd avem:

(i) (Pu)(z)=u(z), z€Q

(il) |[Pulpogny < Clulpzg)

(ili) [Pulg1gny < C'lul (g -

Observatia 7.3 Inegalitatea (iii) exprima continuitatea operatorului
P. La fel, (ii) exprim# continuitatea lui P in raport cu norma L?.

Pentru demonstratie avem nevoie de urmatoarea lema.

Lema 7.1 Dacd u € H' (Q4), atunci prelungirea sa prin reflexie

- u(x',—xz,) dacd x, <0

/ o
ot ($/a$n) _ { u(x, xy) dacda x, >0
apartine spatiului H' (Q) si
[l = V2Iulizga) 10l = V2 [uluio,) (7.4)

Demonstratie. Este clar cid u* € L% (Q) si ci are loc prima relatie
din (7.4). Demonstratia va fi completa daca aratam ca au loc formulele:

ou* ou \"
= — =1, 2, ... -1 .
ou* ou \°
e (m) (7.6)

unde (Qu/dx;)" este prelungirea prin reflexie a lui du/dx;, iar pentru o
functie f definita pe @,

7o (2 an) = { 7f (2, ) daci z, >0

f(,—x,) daca z, <0.

Pentru demonstrarea lor sa considera o functie n € C*° (R) astfel
incat n(t) = 0 pentru t < 1/2 si n(t) = 1 pentru ¢t > 1. Vom folosi sirul
(n;,) de functii din C*° (R), unde n,, (t) = n (kt). Fie acum ¢ € D (Q).
Se constata imediat ca pentru 1 < j <n — 1, avem

/u*a@d:ﬂ:/ uaidx
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unde o (2, z,) = o (2',2,) + ¢ (¢/, —2,) . Desi in general ¢ ¢ D (Q),
totusi 1Y = (vn) ¥ (2, 2,) € D(Q4) . Deci

(771#/1) / du
dr = — — i dx.
/Q+ Ox; Q. Oz k

Cum insd 9 (n0) /0x; = 0,00 /dx; , avem

/unkdm— / oz, nkwdfc
Q+ Q+

Trecand la limita cu k — oo si folosind teorema convergentei dominate
a lui Lebesgue, gasim

8¢ B
/ a.’E] Q+ afﬂjwdiv

de unde rezulta (7.5).
Pentru a demonstra (7.6), fie ¢ € D(Q). Avem

unde x (2/,x,) = ¢ (2/,2,) — ¢ (¢/,—x,). La fel ca mai sus, n,x €

D(Q+) si
/ LO0mx) _/ ﬁnkxdm-
Q+ O Q+ O

Dar 9 (n,x) /0xn = n,0x/0xn + kn' (kxy) x. S& aratam ca

/ ukn' (kzp) xdr — 0 pentru k — oo.
Q+

Pentru aceasta, observam ca x (z’,0) = 0. Rezulta ca existd o constanta
M astfel incat |x (2/,x,)| < M |z,| pe Q. Mai departe, dacid notam

C = sup |7 (t)|, obtinem
te(0,1]

<kMC lu| zp dx < MC |u| dz.

rac(0.0) rae(0.0)

‘/ ukn' (kxy) x dx
Q+
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Asadar, pentru k — oo,
/ ua—de =— %X dx.
Q+

In final se observa ca
ou ou \°
—xdx :/ <> pdz.
Q4 Gxn Q 8$n
|

Demonstratia Teoremei 7.2. Concluzia Lemei 7.1 ramane vala-
bila, cu aceasi demonstratie, daca in locul lui Q@ si Q4+ se considera R™,
respectiv R}, ceea ce demonstreaza Teorema 7.2 pentru 2 = R'}.

Daca Q este de clasa C! si cu 99 compacta, atunci exista o acoperire
finitd (Uk)i<p<,, @ lui 9Q cu multimi deschise si aplicatiile inversabile
N : Q — Uy satisfacand: n, € C1(Q), ' € CH(Ty), m (Q4) = UpNQ
si g (Qo) = U N 0. Consideram partitia unitatii subordonata familiei

{Uo, Uy, ..., Up},unde Uy = Q\ U Uy, adica functiile 0y, 01, ..., O,
k=1

avand urmatoarele proprietati:

0p €C° (Ur), 0<0p<1, Y =1 pe QU JUs.
k=0 k=1

Fie u € H' (Q). Putem scrie u = Y " 0gu = > ", u, unde s-a notat
up = Orpu. Vom defini acum prelungirea la R™ a fiecarei functii 6y, k =
0,1, .., m.

a) Prelungirea lui ug se defineste astfel

~ ug (x), x€Q
“0(9”):{0,0 z e R\ Q.

Conform formulei (6.3), dup/dx; = OoOu/dx; + udby/dx; in D' (R™),
de unde rezulta ca uy € H' (R") si

ol r2mny = [lp2), [0l rey < C'lulpg

unde constanta C' depinde numai de normele functiilor 8¢ si V6.

b) Prelungirea functiilor ug, 1 < k < m. Se defineste functia vi (y) =
ug (N, (¥)), ¥y € Q4. Avem vy € H' (Q4) si conform Lemei 7.1, prelun-
girea sa v} prin reflexie apartine lui H' (Q). Apoi se readuce v} pe Uy
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definind wy, (v) = v}, (7],;1 (z)), = € Uy. Avem wy, € H* (Uy), wy = wy,
pe U, N si

(welpe @y < Clurlzwungy s [Welwy) < Clukl g e

unde C' nu depinde de u. In final, prelungirea la R™ a functiei ug, cu
toate proprietatile dorite, va fi

~ | O (x)w (z), zeU
“k("”)_{of ' :nele‘\Uk.

In concluzie, operatorul de prelungire cautat este P : H' (Q) — H' (R"),
Pu = ZZL:O Ug. W

Spre exemplu, operatorul de prelungire poate fi folosit pentru demon-
strarea urmatorului rezultat de densitate.

Propozitia 7.2 Fie Q C R" o multime deschisd si de clasd C'. Atunci
multimea restrictiilor la 0 ale functiilor din C3° (R™) este densa in
H'(Q).

Demonstratie. Fie u € H' (Q). a) Cazul = R™. Avem (. (p; * u)
— uin H' (R") pentru k — oc.

b) Cazul O marginit. Sirul ¢, (py * Pu) converge la Pu in H' (R")
si deci la v in H' (Q).

¢) Cazul O nemirginit. Fie ¢ > 0. Atunci existd ko astfel incat
’Ckou - U}Hl(ﬂ) < /2. Se considers acum o prelungire v € H' (R") a
lui ¢, Existd atunci w € C§° (R") cu [w — v| 1 (gny < £/2. Este clar
ca \w - U‘Hl(Q) <e. n

Observatia 7.4 Din cele de mai sus rezults ci C3° (R™) este dens in
H!' (R"™). De asemenea, daci ) este mirginit si de clasd C*, atunci
C>®(Q) este dens in H' ().

Se poate arata ca si pentru () = R}, C§° (Ri) este dens in H'! (RZLF) .
In general insi, C$° (Q) nu este dens in H' ().

7.3 Spatiile Sobolev H" (2)

Definitia 7.2 Spatiul Sobolev H{" (€2) este inchiderea lui C§° (Q) in
H™ (). Spatiul Hj" (2) inzestrat cu produsul scalar din H™ (€2), este
un spatiu Hilbert.
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Observatia 7.5 Observatia 7.4 garanteaza egalitatea H} (R") = H! (R").
Totusi, in general, H} () este un subspatiu propriu al lui H! (€2).

In caz cd ) este marginit (sau cel putin marginit dupa o directie),
spatiul H& (Q) poate fi inzestrat cu produsul scalar

(%U)H(} = /QVu~Vvdx

si cu norma corespunzatoare

3
|ul g1 = </ Vu|2dx>
0 Q

echivalenta cu |.|;1 . Pentru a demonstra echivalenta normelor |.|;: si
|.|H& pe H} (Q), observam mai intai ci \u|H§ < |u| g1 ; mai departe este
folosita inegalitatea lui Poincaré.

Teorema care urmeaza contine conditii suficiente pentru ca o functie
din H'! () s& apartini subspatiului Hg (€).

Teorema 7.3 Fie Q C R" o multime deschisd si u € H' (Q). Fiecare
din urmdtoarele conditii este suficientd pentru ca u € H} () :
(i) suppu este un compact inclus in Q.

(ii) uw € C(2) siu=0 pe ON.

Demonstratie. 1) Sa presupunem (i) si sa considera o multime
Qo deschisi, marginita si de clasd C?, astfel incat supp u C Qq, Qp C Qsi
o functie a € C§° (o) cu a = 1 pe supp u (o si & pot fi obginuti folosind
partitia C'*° a unitatii). Este clar cd au = u. Pe baza Propozitiei 7.2,
existd un gir (ug) C C$° (R") astfel incat up, — uin H' (Qp) . Rezultd c&
aug — au in H' (Q), unde auy € C3° (). Asadar, au =u € H (Q).

2) Presupunem (ii). Pentru inceput analizim cazul cand suppu
este marginit. Se alege o functie G € C'(R) astfel incat |G (t)| <
|t| pentru orice t € R, G(t) = 0 pentru |t| < 1 i G(t) = t pen-
tru [t| > 2. Este usor de vazut ci up = G (ku)/k € H'(Q) si ca
suppur C {z € Q:|u(z)| > 1/k}, adica suppuy este un compact in-
clus in Q. Rezultd c& uy € H{ (Q). Pe de altd parte, folosind teorema
convergentei dominate, se constatd ci up — u in H' (Q) (Exercitiu). In
consecinti, u € HE (Q).

Daca supp u este nemarginit, atunci se considera girul ¢, w al trunchi-
atelor lui u, unde functiile (;, sunt definite in Propozitia 6.3. Ca mai sus,
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Cpu € HY (9), iar pe de alta parte (,u — uin H' (Q). Deciu € H} ().
]

Daci Q este de clasa O, atunci conditia ca u = 0 pe 0N este si
necesara pentru ca u € H} () N C(Q).

Teorema 7.4 Fie Q C R"™ o multime deschisd si de clasdi C'. Dacd
u€ HH(Q)NC(Q), atunci u =0 pe 0.

Demonstratie. Considerand un sistem de harti locale, problema se
reduce la a se demonstra ca daci u € Hj (Q1+)NC(Q,), atunci u = 0 pe
Qo. Pentru aceasta, fie (u,) C C3° (Q4) astfel incat up — uin H' (Q4).
Pentru (z/, x,) € Q4, avem

£ (2 1) ‘ dt

Tn auk ’ In | Qu
/0 %(x7t)dt'g/() 3

Tn

Jur (&, 2a) | =

si deci, daca 0 < e < 1, atunci

/ / lug, (2, 2 | dznda’ </ / 8uk x, ‘dtda:
|z|<1 lz|<1 3%
Trecand la limita cu k — oo, obtinem
/ / ‘u ', xn ‘dajnd:c </ / ‘dtdm
lz’|<1 lz/|<1 aZL'n

Dacd acum facem ¢ — 0 si tinem cont c&d u € C(Q,) si du/dz, €
L' (Qy), deducem

/ |u (x/, 0) | dx' =0
|z/|<1

de unde u (2/,0) = 0 pentru orice (2/,0) € Qp. =
Teoremele 7.3 si 7.4 implica rezultatul urmator.

Corolarul 7.1 Fie Q o multime deschisd si de clasd C' si fie u €
H'(Q)NC (Q). Atunciu € H} (Q) dacd si numai dacd u =0 pe 9.

Se poate spune ci functiile din H} () sunt acele functii din H! (Q)
care ,,se anuleaza pe 02, sau a caror ,,urma” pe J€) este nula. Aceasta
afirmatie se bazeaza pe lema urmatoare.
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Lema 7.2 Pentru orice u € C§° (R?r) este adevarata inegalitatea

(o 02 <

Demonstratie. Fie G (t) = [t|t si u € C§° (R}) . Avem

-

< 0

/ _ v ’
G(u (a:,O)) = ; aan(u (m,xn))da:n
& ou
_ _/0 & (u (o)) o (@' 20)
Atunci
/ 2 o / ou /
!u(x,0)| < 2/0 |u(m,xn)“8xn(x,mn) dx,
<

00 2
/0 (‘u (x’,xn)‘Q + 88;1 (:E/,xn) ) dx,

si concluzia rezultd prin integrare in raport cu z’ € R L. m

Daca Q = R}, atunci functia u (.,0) poate fi considerata urma lui u
pe I' := 9Q = R"!. Din Lema 7.2 se deduce c& aplicatia u — ul se
prelungeste prin densitate la un operator liniar si continuu de la H* (R’}r)
la L2 (T') . Acest operator este prin definitie urma lui u pe I si se noteaza
cu ulp.

Este de subliniat deferenta dintre spatiile L? (Ri) siH! (R?r) , anume
aceea ca functiile din H'! (Rﬁ) au urma pe I', lucru care nu are loc pen-
tru L? (R?r) .

Cu ajutorul unor harti locale, se poate defini urma pe I' = 9Q a
functiilor din H! (Q), atunci cand Q este suficient de regular, de exemplu
Q este de clasda C! cu I' marginita. Imaginea lui H' () prin acest
operator este, prin definitie, spatiul H'/2 (I') . Asadar v € H'/? (I') daci
existd o functie u € H! (Q) cu ulp = v. Se poate demonstra ci Hg (€2)
este ker-ul operatorului urma, adica

Hy(Q)={ue H" (Q): ulp =0}.

Pentru detalii privind operatorul urmi si spatiul H/2(T) a se vedea
Adams [1] si Bony [4].

In finalul acestei sectiuni, folosind Teorema 7.3 vom demonstra ca
daca §2 este marginit, atunci cele doua definitii ale spatiului H& (Q), cea
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dati in Partea I si Definitia 7.2 sunt echivalente. Mai precis, are loc
urmitoarea teorema de caracterizare a spatiului H{ () introdus prin
Definitia 7.2.

Teorema 7.5 Fie Q@ C R"™ o multime deschisd si marginitd. Sga;fz’ul
H& (Q) introdus prin Definitia 7.2 este completatul spatiului C’é (Q) :

_ . 1/2
{ue C'(Q) : u=0 pedQ} m raport cu norma lulgy == (fQ |Vu|? d:n) .

Demonstratie. Notam cu H completatul lui C& (ﬁ) in raport cu
norma ||y, . Din Definitia 7.2 rezulti cd Hj () este completatul lui

C$° () in raport cu norma |-lo.1+ aceasta pentru ca, in virtutea ine-
galitatii lui Poincaré, norma |.|o; este echivalentd pe Cg° (€2) cu norma
|| g1 . Cum C§° (Q) C Cj (), prin completare, rezultd ca Hg () C H.

Multimea € fiind marginita, este clar ca C* (Q) c H' (). Atunci,
Teorema 7.3 garanteazd incluziunea Cj (Q) C Hg (). Dar Hg (Q) este
complet in raport cu norma HO,l . In consecinta, completatul lui C(% (ﬁ)
este inclus in H} (Q), adici H € HJ (Q).

Asadar H=H} (Q). m

7.4 Teorema de scufundare continua a lui
Sobolev

Definitia 7.3 Fie X si Y doua spatii liniare normate. Se spune ca Y
se scufundd continuu in X, dac Y este un subspatiu liniar al lui X si
aplicatia liniard J : Y — X, Ju = u este continua (adica exista ¢ > 0
astfel ca |u|y < c|uly pentru orice u € Y'). De asemenea, se spune ca
Y se scufundd compact in X, dacd Y este un subspatiu liniar al lui X
si injectia J este compacta (transforma multimile marginite in multimi
relativ compacte).

Asa de exemplu, au loc urmatoarele scufundari continue: H™ () C
H™ (Q) pentru m > m’ si mai general WP (Q) C W™ () pentru
m >m' sip € [l,400). Daca Q este marginit, atunci avem scufundarile
continue LP (Q) C L¥ () pentru p > p/, W™ (Q) ¢ W™ (Q) pentru
p > p si m > m siscufundarea compactsa C*(Q) C C*(Q) pentru
k>E.

In aceasta sectiune prezentam teorema lui Sobolev cu privire la scu-
fundarea continua a spatiilor Sobolev in spatii L9. Incepem cu cazul
Q=R".
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Teorema 7.6 (Sobolev) Au loc urmatoarele scufundari continue:

1) HY'(R™) c L1(R") pentru orice ¢ € [2,2*], unde n > 3 si
2*=2n/(n—2).

2) H'(R?) c L (R?) pentru orice q € [2,+00).

Pentru demonstratie avem nevoie de urmatoarele leme:

Lema 7.3 (Gagliardo) Fien > 2 si f1, fa, ..., fn € Lt (R"!) . Pen-
trux € R" si1 < j <n, notam T; = (1, T2, ..., Tj—1, Tj41, ---, Tn)-
Atunci functia f(z) =1, fj (T;) apartine i L' (R™) si

|f’L1(R") < H |fj|Ln71(Rn71) .
j=1

Demonstratie. Cazul n = 2 este trivial. Sa consideram cazul
n = 3. Avem

/ \f ()] ds

R

= 1fs (a1, 2) / o (2 3)]| |z (21, 23)| dizs
R

< W) ([ meoan) ([ o siin)

Concluzia rezulta daci se integreazi pe R? si se aplica incd o datd ine-
galitatea lui Holder. In cazul general, rezultatul se obtine prin inductie.
Sa admitem ca inegalitatea este adevarata pentru n si sa o demonstram
pentru n + 1. Pentru aceasta, fixam pentru moment pe z,41. Aplicind
inegalitatea lui Hélder obtinem

/n |f ()| dzidzy ... doy,

1
T

< fnrtlpnwm </Rn \f1 fo oo ™ drdazy ... divn>

unde n’ =n/ (n —1). Folosind ipoteza inductiei pentru functiile | fl\"/

|f2|n/ JEERRR) ’fn|nl S Ln_l (Rn_l) 5 deducem

)

/n |f (@)|dzrdzs ... dzy < | fosrlpoggey [ 15100 nry -

J=1
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In final se integreazi in raport cu ZTp+1 Si se aplica inegalitatea lui Holder
tinandu-se seama de faptul ca functiile z,, 41 — | f}] Ln(RA-1) apartin lui

L™ (R) si, in consecintd, produsul lor este in L' (R). m

Lema 7.4 Daca v € LP(Q)NL"(Q) unde 1 < p < r < oo, atunci
u € L1(Q) ori de cite ori p < q < r i are loc urmdatoarea inegalitate de
interpolare
1 a 1—-«
+

lulpe < |ulfs MEO‘ unde - = . -

, 0<a<l. (7.7)

Dacd in plus Y este un spatiu normat care se scufunda continuu atdt
in LP (Q) cat gi i L™ (Q), atunci Y se scufunda continuu gi i L1 (),
unde p < q <T.

Demonstratie. Se observa ci |u[*? € LP/(@D) (Q) gi |u|177 ¢
L/10=2)dl () | de unde, folosind inegalitatea lui Holder, deducem ci
[l = |u|®u|t"Y9 e L1 (), deci u € L1(9) si de asemenea (7.7).
Folosind inegalitatea lui Young, ab < aa/® + (1 — a)b/(1=®)  valabila
pentru a, b > 0, inegalitatea de interpolare conduce la

lulpe < afulp, + (1 —a) |ulg,

de unde concluzia partii a doua a lemei este imediata. m
Demonstratia Teoremei 7.6. 1) Fie pentru inceput u € C§° (R").
Pentru fiecare 1 < j < n, avem

|u(m)’ = ‘/ .%'1, Ty veey .I‘j_l, t, xj+1, ,.%'n) dt'

dt

< / ‘ 8u (x1, x x t, x Tn)
> T \&l, L2, ..y j—1, U, j+1y o5 bn
R a:lij J Jj+
= (fi@) .
Rezulta ca |u (z)"/ Y < 1 f;(z;), iar pe baza Lemei 7.3, deducem

n—1

n—1
[u |L" T(R") < [Tl oy H’ax]

L1(R")
adica

'fL

il ey = 11 ’axj

LY R")



SPATII SOBOLEV 181

o 2 o . . 2 . -1 . o . .
Daca in aceasta inegalitate inlocuim pe u cu |u[’™ " u gi aplicdm inegali-
tatea lui Holder, obtinem

P
|U|L73LjI = pH

—1
p ’UVZz(p—l) |“’H1

Alegénd p astfelca2(p—1) =pn/(n—1),adicap=2(n—1)/(n—2)
= 2*(n — 1) /n, obtinem

1

A

1
(7.8)
LQ

ou |n _ ou
p—1 p—1 ] l

Ll

IN

Jul o < clulpr

In final folosim densitatea lui C3° (R") in H' (R™) precum si lema lui
Fatou, pentru a arata ca ultima inegalitate este valabila pentru orice
u € H' (R"). Asadar are loc scufundarea continua H' (R") ¢ L (R").

Pentru 2 < ¢ < 2%, scufundarea continua H' (R") C L9 (R") rezulta
acum din Lema 7.4.

2) Fie u € C§° (R?) ; aplicand (7.8) cu n = 2, obtinem

p-1 1
|ul 20 < o ’u’Lg(pfl) |ulfn

de unde, folosind inegalitatea lui Young, deducem
ulp2e < C (|t poe-n + [ul ) - (7.9)

Daca in (7.9) alegem p = 2, gisim |u|;q < Ca|ulyi. Aceastd inegali-
tate se extinde prin densitate la toate functiile din H'! (RQ). Agadar
H? (R2) se scufundi continuu in L4 (Rz) . Folosind inegalitatea de in-
terpolare, deducem apoi ca H' (Rg) se scufundi continuu in LY (RQ)
pentru 2 < g < 4. Repetand acest argument pentru p = 3, 4, ..., se
obtine ci H' (RZ) se scufundd continuu in L? (RQ) pentru orice g > 2.
|
Consideram acum cazul unei multimi deschise €2 oarecare.

Teorema 7.7 (Sobolev) Fie Q C R™ o multime deschisd, de clasd C*
si cu frontiera OS2 marginita, sau Q0 = R'l. Atunci au loc urmatoarele
scufundari continue:

1) H' (Q) c L1(Q) pentru orice q € [2,2*], unde n > 3 gi 2* =
2n/ (n—2).

2) HY () C L1(Q) pentru orice q € [2,+00), dacd n = 2.

Demonstratie. Se aplica Teorema 7.6 trecandu-se la functii definite
pe R™ cu ajutorul operatorului de prelungire P : H' () — H'(R"). =
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7.5 Teorema de scufundare compacta a lui
Rellich—Kondrachov

Teorema 7.8 (Rellich-Kondrachov) Fie Q C R™ o multime deschisd,
marginita si de clasd Ct. Atunci au loc urmdtoarele scufunddri compacte:
1) H' (Q) c L1(Q) oricare ar fi ¢ € [1,2*), unde n > 3 gi 2* =
2n/ (n —2).
2) HY(Q) C L1(Q) oricare ar fi q € [1,+00), dacd n = 2.

Demonstratie. Teorema 7.7 impreuni cu faptul ¢ pentru  marginit
are loc scufundarea continua LP () C 54 (Q) cand p > p/, demonstreaza
ca au loc scufundarile continue din enunt.

Pentru a arata ca aceste scufundéari sunt chiar compacte, sa ne situam
in cazul n > 3 (cazul n = 2 se discutd in mod analog). Avem de
demonstrat c# bila unitate B a spatiului H! () este relativ compacta
in L4 () pentru 1 < g < 2*. Folosind criteriul de compactitate in
L7, al lui Fréchet—-Kolmogorov (a se vedea Precup [38], [40]), este su-
ficient si observim ci multimea B este mirginitd in L7 (Q) (ceea ce
rezults din faptul cii injectia spatiului H' (Q) in L9 (Q) este continus,
deci mirginiti) si c¢i 7pu — u in L9 (), uniform pentru u € B, cand
h — 0, unde (Tpu) (z) =u(xr —h) daca x — h € Q si (Tpu) (z) = 0 daca
x—h € R™\ Q. Pentru aceasta, fie e > 0 si u € B. Cum C'(Q2) este dens
in H' (Q) (vezi Observatia 7.4), existi u. € C*(Q) cu |u. — ul g1y < ce
unde ¢ > 0 este asa fel incat |u, — Ul () < €/3. Avem

[Thu—ulpe < |Th (u—ue)|pe + [Thue — uelpe + [ue —ulpq
9
g.

Pentru a estima |Tpue — uc|;,, notam Qp, = {x € Q: x — h € Q} . Atunci

< | Thte — Uglpq + 2

|Thue — uell, = / |ue (x — h) — ue (z)|"dx + / lue (x)|? dz.
Qp Q\Qp,

Pentru prima integrala, daca scriem 1/¢ = a/1 + (1 — «) /2%, unde 0 <
a <1 (amintim ¢ < 2*) gi folosim inegalitatea de interpolare, gasim
1—
‘Thue - us’Lq(Qh) < |Thus - us‘%l(gh) |Thus - UE‘L??(Qh)

o o 11—«
Ch|™ [uel g (g (2 \Ue\p*(m)
Co |h|*

IN

IN
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unde Cy depinde numai de € nu si de u. Pentru cea de-a doua integrala,
aplicam inegalitatea lui Holder si obtinem

[uelToinan) < Hor@ay) ltelzzr g

unde 1/r + ¢/2* = 1. Rezulta ca exista d. > 0 independent de u, astfel
incat |Tpus — ue|; o < €/3 daca |h| < d.. Asadar

|Thu —u|; o < e pentru |h| <. sl u€ B.

|

Teoremele 7.7 si 7.8 sunt adevirate daci in locul spatiului H' (Q)
se considerd Hg (€2) cu un Q deschis, respectiv deschis si mirginit, fara
nici o conditie de netezime. Explicatia constd in existenta unui operator
de prelungire P : H} (Q) — H! (R™) pentru orice  deschis. Mai precis
avem urmatorul rezultat.

Propozitia 7.3 Fie Q C R" o multime deschisa. Atunci, pentru orice
u € HE (), prelungirea cu zero

~ v Ju(x), xzeQ
“(x)_{o, zeR"\ Q

apartine spatiului H' (R") si

ou _ (a“), j=1,2 .. n (7.10)

a9z, ~ \ o,

Demonstratie. Din v € H' (Q) rezulti in mod clar c& prelungirile

cu zero u gi (8%) ale lui u, respectiv 887“]_, apartin spatiului L? (R").

Rémane si demonstram cd o € H' (R"). Cum u € H} (), existd un
sir (ug) C C5° (Q) astfel incat u, — u in H! (). Atunci, pentru orice
v € C§° (R"), avem

ouy,
=|— | — pdx
’ /Q du; ¥

Trecand la limita cu k£ — oo, obtinem

dp B _ Oy
/Quaxjda:' = )/nuaxjdx

uka—(’pdx

K < |’LLk|H1(Q) |<P|L2(Q) < CMLQ(Q)'

< Clelpa ) < Clelamn -
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Aceasta, pe baza Observatiei 7.1, garanteaza u € H' (R"). m

Se poate demonstra si urmatoarea reciproca a Propozitiei 7.3: Daca
Q este de clasa O, u e L?(Q) si u € H' (R"), atunci u € H} (Q) (a se
vedea Brezis [5, Proposition IX.18]).

Asadar, pentru spatiul H} (€2) avem urmétoarele rezultate:

Teorema 7.9 Fie ) C R™ o multime deschisa.

1) Are loc scufundarea continud H} (Q) C L9(Q) pentru n > 3 si
q €[2,2%], saun =2 gi q € [2,+00).

2) Daca in plus Q este marginit, atunci are loc scufundarea compacta
H (Q) C LY(Q) pentrun >3 siq € [1,2%), saun =2 si q € [1,+00).

Mentionim c in literaturs numirul 2 —1 = (n +2) / (n — 2) , pentru
n > 3, se numeste exponent critic.

7.6 Scufundarea spatiului H™ (Q) in C (Q)

Prezentam un rezultat privind scufundarea continua a spatiului H™ ()
in C(Q). Pentru aceasta folosim o caracterizare a functiilor din H™ (R"),
in termenii transformarii Fourier.

Incepem cu o consecinta a teoremei lui Plancherel, privind caracteri-
zarea spatiului H™ (R").

Propozitia 7.4 Pentru orice m € N,

m
2

H™ (R") = {u e L2 (R") : (1 + W) T [u] € L2 (R”)} .

In plus (1 + \:L’|2> T [u]|  este o norma echivalentd cu |u|ym.

2
Demonstratie. Fie u € L? (R™). Atunci, pe baza formulei (6.8),

u € H"R") <= DucL*R"), |a|<m
— T[D%] e L*R"), |a| <m <= 2°T [u] € L> (R"), |a] <m
= wy (@) (T[u])’ € L' (R) <= wiT [u] € L* (R"),

unde wo () =3 41<m |2®|* . Mai departe se observi ci in locul ponderii

wy se poate lua orice alta functie netedd w pentru care exista constantele
pozitive ¢ si co astfel incat cywg < w < cowy. In particular, se poate

m
face alegerea consacrata w (z) = (1 + \$|2> . u
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Pentru m suficient de mare, are loc urmatorul rezultat de regularitate
a functiilor din H™ (R").
Teorema 7.10 Daca m > n/2, atunci

H™(R") c C(R")
si pentru orice w € H™ (R™), sup |u| < C'ulgm
Rn
Demonstratie. Cheia demonstratiei o constituie faptul ca

(1 + |x!2)_ ® ¢ L2(R"), adici /n (1 + |x|2) " < oo,

dacé si numai dacd m > n/2. Aceasta se constata imediat daca se trece
la coordonate sferice:

/n (1 + \x|2>_m dx = wn/o (L+73)""r"Ldr.

Presupunem m > n/2 si u € H™ (R"™). Atunci, din

(1 + |x|2)%T[u] i (1 + W)fg c L2 (R
rezultd T [u] € L' (R™). Mai departe, avem
u(@) = |77 T[] (2)] = T[T [u]] (~2)| (7.11)

< @2m)7F Tl = (2m) 7 / T[] (2)| da
_ (zﬁ)—’%/n(1+|x|2)g (1—|—|x\2)%|T[u]|d:r

(1 + yx|2) 2

IN

Co

< C|ulgm -
L2

De aici, folosind si Lema 5.1, rezulta
lu(z+ x0) —u(z0)| < C|T—gu —u|ym — 0 pentru z — 0,

de unde v € C' (R"). In plus (7.11) arata ca sup |u| < C'|u|gym . ®
Este clar ca rezultatul anterior implica inclﬁzziunile

H™(R™) c C*(R™) pentru m >k + g

() H™ (R") C C™(R™).

m>0
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Teorema 7.11 Fie Q2 C R™ o mulfime deschisa, de clasa C™ si cu fron-
tiera marginita, sau Q2 = R} . Daca m > n/2, atunci are loc scufundarea
continud

H™(Q) Cc C(Q).

Demonstratie. Se foloseste operatorul de prelungire. m
Rezultate complete de scufundare continud sau compactda pentru
spatiile Sobolev W™P (Q) pot fi gasite in lucrarile Adams [1] si Brezis

[5].

7.7 Spatiile Sobolev H ™ (Q)

Definitia 7.4 Fiem € N. Se defineste H " () ca fiind spatiul distribu-
tiilor f pe ) pentru care exista o constanta C' cu

(£ < Clelgm, ¢ eD(Q). (7.12)

Propozitia 7.5 Spatiul H~"™ () se poate identifica cu dualul spatiului
Hg" ().

Demonstratie. Daca f € H™" (Q), atunci, ca distributie, f este o
functionald liniara pe C§° (€2) . Formula (7.12) arata ca aceasta functionala
este continui in raport cu norma |.| . pe CS° (Q) . Densitatea lui C§° (Q)
in H{" () garanteaza faptul ca f admite o unica prelungire la o functionala
liniara si continua pe Hg" (€2) . Reciproc, daca g este o functionald liniara
si continua pe H{" (2), atunci exista o constanta C cu |g (¢)| < C' || gm
pentru orice ¢ € H{" (). Rezulta ca pentru orice compact K C Q, ex-
isti o constanti C” > 0 astfel incat pentru orice ¢ € D (Q) cu supp p C
K, sa avem

l9(0) < Clglgm <C" Y sup | D% ()] (7.13)

la|<m zeK

S-a tinut cont de faptul ca

D%l 120y < Vi (K) [D0l

u (K) fiind masura Lebesgue a lui K. Inegalitatea (7.13) implica faptul
ca restrictia lui g la D (2) este continua, adicd din ¢, — 0 in D ()
rezulta g (¢5) — 0. Deci restrictia lui g la D (Q2) este o distributie f pe
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Q. Avem |(f, )| = |g(¢)| < C|p|ym pentru orice ¢ € D (), ceea ce
demonstreaza ca f € H™(Q). m

Vom identifica L? () cu dualul siu, dar nu si pe HJ* () cu H~™ (£2) .
Deoarece HJ* (Q) se scufunda continuu in L? (Q), rezult, trecand la
spatiile duale, ci L? (Q) se scufundi de asemenea continuu in H~"™ () .
Asadar au loc scufundarile continue (si dense)

HI"(Q) C L*(Q) c H™(Q).

Subliniem faptul c& orice functie f € L? () se identificd, atunci cand
este privita ca element al lui H~™ (§2), cu functionala liniara si continua

pe Hy" (2)
u e Hgn (Q) — (f,u)Lz .

Elementele spatiului H~"™ () pot fi reprezentate cu ajutorul functiilor
din L? (©) dupa cum urmeazi:

Teorema 7.12 O distributie f pe Q apartine lui H~™ (Q) daca $i nu-
mai dacd ea este o sumda de derivate de ordin < m ale unor functii
din L*(Q), adicd pentru orice multi-indice o € N" cu |a] < m, ezistd
Jo € L?(Q) astfel incat

f= Z (_1)‘04 D%ga.

|a|<m

In acest caz, avem

2
| fleg—m = Z |9al72

|laj<m

Aici numarul | f|y—m reprezintd norma lui f i spagiul H=™ (Q) , privit

ca dual al lui (HY* (Q), || gm) -

Demonstratie. Dacd g € L? (Q) si a € N, |a| < m, atunci D%
este o distributie pe §2 pentru care

(D%, )| = (g, D%0)| < |glp2 DY@l < glp2 ] gm

ceea ce aratd ca D%g € H ™ (Q). Rezulta ca orice suma de derivate
de ordin < m ale unor functii din L? (), apartine de asemenea lui
H™(Q).
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Pentru demonstratia reciprocei, sa consideram multimea A = {« €
N" : |a| < m} si spatiul Hilbert E = (L? (Q))A inzestrat cu produsul
scalar

(9. M) = Z (9as Pa) 2

a€cA

unde g (@) = gqo si h (@) = hy. Pe de alta parte, sa consideram aplicatia
T:HJ"(Q) — E definita prin

Tu = (D) 4e 4 -

Este clar ca T este o izometrie. Se considera subspatiul Ey = T (H{" (2))
si aplicatia T=1 : Eg — H{" (). Fie acum f un element oarecare al lui
H~™(Q). Este clar ca aplicatia

h € Egr— (f,77'h)

(aici (f,v) reprezinta valoarea functionalei f pe v) este o functionala
liniara si continua pe Fy. Pe baza teoremei lui Hahn—Banach, ea poate
fi prelungita pana la o functionald G liniara si continua pe E, cu |G| =
| f|z7=m . Teorema de reprezentare a lui Riesz implicd ca exista g =
(9a)uen € E astfel incat (G,h) = (g,h)p pentru orice h € E. Pentru
orice p € D (), avem

(f? 90) = (f: T_lTSO) = (G7T90) = (g>T90)E
= Y (9 D)2 = Y (9o D)

la|<m la|<m

= Y 1)(D%a, ).

la|<m

Asadar, f =37, < (1) Dog,. m

Conform teoremei lui Riesz, pentru orice spatiu Hilbert (H, (.,.)y),
aplicatia u € H — (u,.)y € H' este un izomorfism al spatiilor H si
H', pe baza caruia spatiile H si H' pot fi identificate. In cazul spatiilor
Sobolev Hy" (2) si H™™ (€2), acest izomorfism se poate exprima cu aju-
torul unor operatori diferentiali.

Teorema 7.13 Operatorul L : H* () — H™™(Q),
L= Y (-nkip*

laj<m

este un izomorfism al spatiilor Hy* () si H~™ ().
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Demonstratie. Conform Teoremei 7.12, operatorul L este bine
definit. Se constata cid pentru orice u € H{" () si orice ¢ € D (Q),
avem

(Lu, @) = (U, ) gm - (7.14)

Asadar, distributia Lu are aceeasi actiune asupra functiilor din spatiul
D (Q) (dens in HJ* (Q)) ca si functionala (u,.) . liniard si continud pe
H{" (). In acest sens se poate spune ca Lu = u in H7 (), unde
H{" () este inzestrat cu produsul scalar (.,.)gm - Atentie, sensul exact
al propozitiei ,,Lu = u in H-™ (Q)” este dat de (7.14); de altfel, este
limpede c&, in general, Lu # u in D' (Q). m

Observatia 7.6 Teorema 7.13 garanteaza ca pentru orice f € H~ "™ (Q)
existd o singura functie u € Hy" () cu Lu = f, adicd problema

{ Yjaj<m (-1 D*u = f in D' (Q)
ue H" ()

are solutie unica. Aceastad functie poate fi consideratd solutie genera-
lizata (sau slaba) a problemei

Y jaj<m (DY D*u=f peQ
u =0 pe 09.

Este util s& analizim in mod special cazul m = 1, adica al spatiilor
H () si H1(Q), atunci cand ) este marginit si Hg () este inzestrat
1/2
. o 2
cu norma echivalenta \U\Hé = <fQ |Vl d:c) .
Teorema 7.14 Fie Q) C R" deschis si marginit. O distributie f pe €

apartine i H=1 () dacd si numai dacd existd functiile g1, go, ..., gn €
L2 (Q) astfel incdt

In acest caz, avem

N|=

n
2
| flg-1 = Z 195172
i=1
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Aici numarul | f|y-1 reprezintd norma lui f in spatiul H™* (Q), privit
ca dual al lui (H& (Q), \.]H(})

Observatia 7.7 Asadar, o distributie f pe 2 marginit apartine lui
H=1(Q) dacd si numai daci existd o functie g€ L? (Q;R") cu f =
—divg. In acest caz, |f|g-1 = [8|2(rn) -

Teorema 7.15 Fie 0 C R™ deschis si marginit. Operatorul —A :
H} (Q) — H7Y(Q) este un izomorfism al spatiilor H} () si H™1(Q).

Observatia 7.8 Mai general, orice operator L eliptic, de tipul (3.39),
realizeaza un izomorfism al spa‘gnlor H} Q) si H ~1(Q). Si in acest caz
se poate spune ci Lu = u in H~1 (), in sensul ca (Lu, ) = a (u, )
pentru orice ¢ € D (), unde a(.,.) este definit de formula (3.41).

7.8 Solutii generalizate ale problemelor Cauchy

In Capitolul 5 am studiat problema Cauchy pentru ecuatia caldurii si
ecuatia undelor. Spatiul S in care s-a lucrat este insi mult prea restrictiv
pentru aphca§11 Amintindu-ne ca transformarea Fourier realizeaza o
izometrie si in cazul spatiului L? (R”) este firesc sa ne punem problema
extinderii rezultatelor prezentate in Capitolul 5, la cazul in care datele
initiale sunt din L2 (R"). Este clar ci in aceastd situatie nu ne putem
astepta sa existe solutii clasice si vorbim doar de solutit slabe.

Teorema 7.16 (existenta, unicitate gi reprezentare in L?) Daca go €
L? (R™), atunci existd o unicd functie

u € C([0,00); L2 (R™)) N C((0, 00); L (R™))

astfel incat

{ u' (t) — Au(t) =0 mn D’ (R"), t>0 (7.15)

u (0) = go.

In plus u € C*((0,00); L? (R™)) si are loc formula de reprezentare
(5.17).

Demonstratie. Unicitatea si reprezentarea. Fie u o functie cu
toate proprietatile din enunt. Cum Awu(t) € §’, (7.15) este echivalent
via transformarea Fourier in &', cu (5.15). Ca in demonstratia Teoremei
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5.5 se obtine formula de reprezentare (5.17), cu mentiunea ca de aceasta
dat#, transformarea Fourier se aplica unor functii din L? (R").
Eristenta. Se observd pentru inceput ca w(t) € L?(R™) pentru

% € L?(R"™) pentru t > 0 si k& > 1. Faptul

ci w € C([0,00); L2 (R™)) si 29D € €((0,00); L2 (R™)) se demon-
streazd folosind teorema cresterilor finite, intr-un mod asemin&tor cu
cel din demonstratia Teoremei 5.5. Propunem cititorului sa efectueze
acest rationament. m

Se poate demonstra cii proprietatea v/ (t) — Au (t) = 0 in D’ (R™),
t > 0, este echivalenta cu faptul ca u (z,t) satisface ecuatia caldurii in
D' (R"™ x (0,00)) si, de asemenea, cu faptul c& pentru oricev € H' (R"),
(u(t),v)2mny € C10, 00) si

d
p (u(®),v)2@mny + (Vu(t),VU) 2 gngny =0, ¢20.

orice t > 0, iar

Un spor de regularitate pentru solutia slaba w, in punctul ¢ = 0, se
obtine daca gy poseda anumite proprietati de netezime. Astfel, se poate
demonstra ca dacd go € H™ (R™), atunci u® € C([0, 00); H™ 2 (R™))
pentru 0 < k < m/2.

Ca si in cazul ecuatiei cildurii, putem vorbi de solutii slabe (generali-
zate, sau distributionale) ale problemei Cauchy pentru ecuatia undelor,
in conditii mai generale asupra datelor.

Teorema 7.17 (existenta, unicitate gi reprezentare in L?) Daca go €
H'(R") si g1 € L* (R™), atunci existd o unicd functieu € C* (R; L* (R"))
N C (RyH' (R™)) astfel incdt u(0) = go, u'(0) = g1 si pentru orice
ve H (R, (u(t) V) p2mny € C?*(R) si

d2
dat?

In plus u se reprezinta prin formula (5.19) si satisface legea conservarii
energies

(u(®),v)pemny + (Vu(t), Vo) 2 gnigny =0, t€R.  (7.16)

2
o' ()] 1o gy + [V (Ol 2rnre) = 191172y + V0l T2 Ry - (7:17)

Demonstratie. Eristenia si reprezentarea. Avem de aratat ca for-
mula

sin(lyl)]

u(t) (z) = T~ |T[go] () cos (lyl ) + T [g1] (v) ]
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defineste o functie v € C' (R;L? (R™)) N C (R; H' (R")) astfel incat
u (0) = go, v (0) = g1 si cu proprietatea (7.16). Avem de demonstrat ca
uweC(R;H' (R)) si u/ot € C (R;L* (R™)), unde

O (w,t) = T =T lgo) () I sin (1 1) + T o] () cos (1 )] (o).

Faptul ci pentru un ¢ fixat, u (t) apartine spatiului H! (R") se arat#
astfel:

w(t) € H (R")(z)(;u(t)eLz R™) (j=1,2,...,n)

— T[ai]u( )] € I2(R")
TGl e ®)
<= y;T [go] (y) cos ([y|t) + T [g1] (y) %Sin(\yﬁ) e L*(R").

Dar iy;T [go] (y) =T [890 go] (y) € L? (R") fiindca go € H' (R™). Cum
cos (|y|t) este marglnlt rezultd atunci ca y;T [go] (y) € L*(R™). La
fel, marginirea lui 2 oy Sin (ly|t) implica T [¢1] () %‘ sin (|y|t) € L? (R").
Asadar u (t) € H' (R").

In mod asemanator se arata ca ‘?91; (.,t) € L? (R"). Verificarea acestei
incluziuni, demonstrarea continuititii in raport cu ¢ a functiilor u (¢),
%ﬁf (.,t) si demonstrarea relatiei (7.16) sunt lasate pe seama cititorului.

Pentru a deduce legea de conservare a energiei, pornim de la egalitatile

T [ ()] (y) = —TI[g0] (w)lylsin(|y|t) + T [g1] () cos (|y[t)
YT [u®)](y) = Tlgo] (y)lylcos(lylt) + T [g1] (y)sin(y[t).

Luénd partilelor reale, ridicandu-le la patrat si adunandu-le, obtinem

(Re T [/ (8)])* + |yl* (Re T [u(8)))” = [yI” (Re T [g0])” + (Re T [g1])*

Procedand la fel pentru partile lor imaginare si insuméand cele doud
egalitati, obtinem identitatea

7 [ @] ) + [yl 1T [w @] @)F = 1T 1] @)F + Iy T [90] ()
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care reprezinta legea conservarii energiei in fiecare punct y. Daca se
integreazi in raport cu y, se obtine legea conservirii globale a energiei
(7.17).

Unicitatea rezulta imediat din legea de conservare. m

De mentionat ca proprietatea (7.16) este echivalenta cu faptul ca
u (x,t) satisface ecuatia undelor in D’ (R™1) (Exercitiu).

Notam de asemenea faptul ca un spor de regularitate pentru solutia
slabs se obtine daci se presupune go € H™H (R") si g1 € H™ (R"),
unde m > 1.

Relativ la problema Cauchy pentru ecuatia neomogena a caldurii,
putem generaliza rezultatul din Sectiunea 5.4 la cazul functiilor din
L?(R"), in felul urmitor.

S& notam cu S (t) go solutia problemei (5.10) daci g9 € L? (R™).
Deci

St)go = goxN(t), t>0
S(0)go = go-

Teorema 7.18 Daca f € L} ([0,00); L? (R™)), atunci ezistd o unicd

functie v € C([0,00); L? (R™)) satisfacind v (0) = 0 si v; — Agv = f in

D' (R™ x (0,00)). In plus are loc reprezentarea
t
@ =[O e
_ t
= (FeN) @@= [ [ funN@-yt-ndyr
0 JR"
Familia (S (), de operatori liniari de la L?(R") in el insusi, se

bucura de urmatoarele proprietati:

St+s)=8S@)S(s), t,s>0
S (0) =1 (operatorul identitate)
lim S'(t) go = 9o, 90 € L*(R").

In plus, pe baza formulei (5.17), operatorii S (¢) sunt neexpansivi, adica

1S (t) golr2 < lgolp2, g0 € L* (R™). (7.18)

Se spune ca (S (t)),~, este un semigrup continuu de contractii liniare
pe spatiul Hilbert L? (R™). Pentru teoria abstractd a semigrupurilor
de operatori liniari §i marginiti si aplicatiile ei la ecuatii de evolutie
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recomandam Aubin [2], Brezis [5], Cazenave—Haraux [8], Dautray—Lions
[9, chapitre XVII] si Pazy [36].
Pentru un alt mod de abordare a problemei Cauchy trimitem la
Barbu [3, p. 194], Kalik [23, p. 218] si Vladimirov [57, p. 272].
Incheiem cu o aplicatie la problema semiliniara
{ % (z,t) — Au(z,t) = f(x,u(x,t)), z€R" t>0

u(z,0) =0, xeR™ (7.19)

Teorema 7.19 Fie f: R” x R — R o functie cu proprietatile:
(i) f (.,u) este masurabild oricare ar fiu € R si f(.,0) € L? (R");
(ii) ewista a > 0 astfel incat

If (x,u) — f(z,v)] <alu—v|, u,veR, apt xecR"

Atunci problema Cauchy semiliniara (7.19) admite o solutie slaba unica

u € C([0,00); L? (R™)).

Demonstratie. Pentru ¢ € [0,7], problema (7.19) este echivalenta
cu problema de punct fix u = A (u) pe spatiul Banach C' ([O, T);L? (R”)) ,
unde

A(u)(t):/oS(t—T)f(.,u(T))dT, tel0,7].

Folosind inegalitatea (7.18), se constata ca
t
AWO =A@ O < [ 1 (@) = f o)
¢
< af W@ —v@lpdr
t
= a/o e \u (1) — v (1) 2 dT

< %eet TIETl[(?:}%] (6797- lu(r) —v (T)]Lg) .
Rezulta
_ a —_
o e A () (1) = Av) ()] < g e “lu(t) = o ()l

Daca alegem 6 > a, atunci operatorul A devine o contractie pe spatiul

C ([0,7]; L*(R™)) inzestrat cu norma H%a)Tc] e~ % |u (t)| 2 . Concluzia re-
telo,

zultd acum pe baza teoremei de punct fix a lui Banach. m



Capitolul 8

Teoria variationala a
problemelor la limita
eliptice

8.1 Metoda variationala pentru problema
Dirichlet

Teorema 7.15 garanteaza ca dacd 2 C R™ este o multime deschisa si
marginita, atunci pentru orice f € H~'(Q) existd o singura functie
u € HE () cu —Au = f, adica problema

—Au=f in D (Q)
L

are solutie unica. Aceastd functie poate fi considerata solutie generali-
zata, sau slaba, a problemei Dirichlet

—Au=f pef
{ u=20 pe 0. (8.1)

Cum L? (Q) € H™' (Q), este justificatii intrebarea dacd aceasti notiune
de solutie slaba, pentru f € L? (Q), coincide cu notiunea de solutie slaba
introdusd in Partea 1. Réaspunsul este afirmativ, dupa cum rezulta din
teorema care urmeaza, de caracterizare variationala a solutiei slabe.

Atasam problemei Dirichlet (8.1) cu f € H~!(Q), functionala e-
nergie

B HY (@)~ R, E(u)= g fuly — (f,u).

195
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Aici (f,u) reprezinta valoarea pe functia u a functionalei liniare si con-
tinue f. Amintim ci atunci cand f € L2 (), (f,u) coincide cu (f,u) 2

Propozitia 8.1 Fie u,v € H} (Q).
1) Functia reald de variabild reald

teR— E(u+tv) €eR
este derivabild in punctul t = 0 si

E tv) —
E' (w;v) = lim (uttv)
t—0+t t

= (wv)g = (fv).

2) Daca v = ¢ € D(Q), atunci numdrul E' (u;p) este egal cu
actiunea distributiei — (Au + f) asupra functiei test ¢, adica

E (u;0) = = (Au+ f,9).

v) :/Vu~Vvdx—(f,v)

Demonstratie. Un calcul simplu bazat pe proprietatile produsului
scalar arata ca

2
B(ut )= @)+t [no)y — (F0)] + S hldy. (82

De aici, expresia derivatei de la punctul 1) rezulta imediat.

2) Daca ¢ € D(Q), atunci numarul (f, go) reprezentand actiunea
distributiei regulare f asupra lui K2 este (f,¢ fQ fodx = (f,¢);2
De asemenea, folosind derivatele i in sens dlstrlbut;lonal, avem

ou 0
(u, )y = /Vu dew—E /ax a;f
J J

ou (‘9@)
= — (Au, @) .
JZ_; <8x] Ox;j

Asadar, F' (u;0) = — (Au+ f,¢). =

Teorema 8.1 (principiul lui Dirichlet) Fie f € H~1(Q) siu € H} (Q).
Urmatoarele trei propozitii sunt echivalente:

(i) —Au=f D (Q).

(ii) E'(u;v) =0 oricare ar fiv € HE ().

(iii) E (u) < E (w) oricare ar fiw € H () cu w # u.
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Demonstratie. (i)=(ii): Daci —Au = f in D' (Q), atunci pen-
tru orice ¢ € D () avem (Au+ f,¢) = 0, de unde tinand seama de
Proporzitia 8.1 2), gasim ca E’ (u;p) = 0. Prin densitate, obtinem ca
E' (u;v) = 0 pentru orice v € HE ().

(ii)=-(i): Din (ii) rezulta ca E’ (u;¢) = 0 pentru orice ¢ € D (Q). Pe
baza Propozitiei 8.1, rezulta ca (Au + f, @) = 0 pentru orice ¢ € D (Q),
adicd Au+ f =01in D' (Q).

(ii)=(iil): Fie w € H} (Q), w # u. Folosind (8.2) in care t = 1 i
v =w — u, gasim

E(w) = E(u+(w—u)):E(u)+E’(u;w—u)+%|w—u|§{é

1
= E(u)+§|w—u|§qé > E (u).

(iii)=-(ii): Daca u este punct de minim absolut al lui F, atunci pentru
orice v € H} () fixat, avem E (u) < E (u+ tv) oricare ar fi t € R.
Folosind Propozitia 8.1 1) si teorema lui Fermat, deducem ca E’ (u;v) =
0. m

Numim solutie slaba, sau generalizata, a problemei Dirichlet (8.1) o
functie u € H} (Q) care satisface oricare din cele trei conditii echiva-
lente ale Teoremei 8.1 (adici, satisface ecuatia —Au = f in D’ (Q) ; este
punct critic al functionalei energie; este punct de minim al functionalei
energie).

Conform Teoremei 7.15 solutia slaba exista si este unica. La aceasta
concluzie se poate ajunge si direct, aplicand teorema lui Riesz functionalei
liniare si continue F : H} (Q) — R, F(v) = (f,v), ca in demonstratia
Teoremei 3.13.

In plus, si in acest caz mai general, are loc formula de reprezentare
a solutiei slabe cu ajutorul valorilor i functiilor proprii ale problemei
Dirichlet:

U—; " b,

convergenta avand loc in HE (). In adevir, dacd f € H~1(Q), atunci
u=(=A)"'f € H} () s

_ Aayle L 1
u_;<( A \//\?%)Hg \/Egbk
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(convergenta avand loc in H} (2)), iar ((—A)_l 1, gbk) . (fs dp) -

Proprietati de regularitate suplimentare pentru solutia slaba pot fi
puse in evidenta daci €2 gi f sunt suficient de regulare.

Teorema 8.2 Fie u € Hi () solutia slabd a problemei (8.1).

1) Dacd Q este de clasi C™*2 si f € H™(Q) (m € N), atunci
u € H™2(Q) si existd o constantd C > 0 depinzand numai de Q si de
m astfel incat

[u| gpmre < C|flgpm -

In particular, dacd m > n/2, atunci u € H™2(Q) c C%(Q).
2) Dacd € este de clasa C™ si f € C(Q), atunci u € C®(Q).

Demonstratia acestui rezultat este laborioasi si va fi prezentatd in
Sectiunea 8.4.

Rezultatul care urmeazi rispunde la intrebarea: in ce conditii solutjia
slaba este solutie clasica?

Teorema 8.3 Dacd 2 este de clasa Ct, f € C(Q), iar u € HE () N
C?(Q) este solutia slabd a problemei (8.1), atunciu este si solutie clasica.

Demonstratie. 1) Cum 2 este de clasia C* si v € H} (Q) N C?(Q),
pe baza Teoremei 7.4, avem ca u = 0 pe 9f2. 2) Functia u fiind solutie
slab&, pe baza principiului lui Dirichlet, ea satisface ecuatia —Au = f in
D' (Q). Cum ins# distributiile —Aw si f sunt regulare si corespund unor
functii continue, iar scufundarea C'(Q) C D' (Q) este injectiva, rezulti
ca functia u satisface punctual ecuatia lui Poisson. m

Am ilustrat pe cazul problemei Dirichlet (8.1), etapele care sunt
parcurse atunci cand se aplica metoda variationald unei probleme la
limita oarecare. Aceste etape sunt urmatoarele:

Etapa 1. Se deﬁne§te notiunea de solutie slaba (generalizaté)
Aceasta presupune in primul rand precizarea spa‘glulul de functii in care
se cauta solutiile. Definitia va fi i in asa fel data incat orice solutie clasica
sa fie o solutie slaba.

Etapa 2. Se stabilesgte existenta si unicitatea solutiei slabe folosind
metoda variationald. Cu aceastd metoda, solutia se gaseste ca punct
de extrem (mai general, ca punct critic) al unei functionale asociate
problemei.
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Etapa 3. Este studiata regularitatea solutiei slabe obtinute, adica
apartenenta ei la spatii de functii mai netede, in particular la spatiul
Cc2.

Etapa 4. Revenirea la solutii clasice. Aceasta presupune s se
demonstreze ci in conditii precizate de regularitate a datelor, solutia
slaba este solutie clasica.

In continuare ne referim la problema Dirichlet cu conditia la limita
neomogena.

Teorema 8.4 Fie Q) deschis, marginit si de clasa C, f € H™1(Q) si
v e HY2(I'), unde T = 9Q. Ewistd o unicd functie u € H' (Q) astfel
mncat

{ —Au=f D (Q)

ulp = v.
Notatia ulp este folosita pentru a desemna urma functiei u pe I

Demonstratie. Din definitia spatiului H'/2 (I'), rezulti ci existi
un element u; € H'(Q) cu uy|p = v. Observatia 7.7 garanteazi ci
Auy € H71 (). Atunci problema

—Au=f+ Au; pe§
u=20 pe 092

are o unici solutie slaba ug € H} (Q) . Este clar ci ca functia u = ug+us
este cea cautata. m

Functia u cu proprietatile din teorema anterioara poate fi considerata
solutia slaba a problemei Dirichlet neomogene

—Au=f pe
U="v pe 01}

unde f € H~' (Q) iar v € HY/2(T).

Demonstratia Teoremei 8.4 arata ca studiul problemei Dirichlet neo-
mogene se reduce, via operatorul urma, la studiul problemei Dirichlet
omogene.

Mentionam in incheiere ci rezultatele obtinute mai sus, ca si metoda
variationald folositd, pot fi extinse la cazul operatorilor eliptici in form&
de divergenta:

Lu = — zn: 9 <ajk(x)§;> +ao (z)u

= —div (4 (z) Vu) + ag (z) u.
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8.2 Metoda variationala pentru problema
Neumann

In continuare vom parcurge aceleasi etape in cazul problemei Neumann.
In Partea I am considerat problema Neumann

(e e
unde  C R" este o multime deschisa si marginita, ag € C(Q) si ap (v) >
m > 0 oricare ar fi z € Q.

Prin solutie clasicd a problemei (8.3) in care Q este de clasi Cl si f €
C(Q), s-a inteles o functie u € C2(Q) care satisface punctual egalititile
(8.3), iar prin solutie slaba sau generalizata s-a inteles o functie u €
H' (Q) care satisface identitatea

a(u,'l))—(f,”l))L2:0, UeHl (Q) (84)
Amintim ca

a(u,v):/(Vu-Vv+aguv)dx.
Q

S-a vazut ci pentru orice f € L? (), solutia slab# a problemei Neumann
exista, este unica gi minimizeaza functionala energie

E:H"'(Q) — R, E(u):%a(u,u)—(f,u)z.

S& observim ci, la fel ca in cazul problemei Dirichlet, pentru p €
D (), avem

E (u;0) = a(u,0) = (f,¢)p2 = — (Au—agu + f,¢)

unde (Au — agu+ f, ) reprezinta actiunea distributiei Au — agu + f
asupra functiei test . Rezulta ca solutia slaba a problemei Neumann
satisface ecuatia —Au + agu = f in sens distributional, adica

—~Au+4apu=f in D(Q). (8.5)

Reciproca nu are insg loc, adica nu orice functie u € H' () care satis-
face (8.5) este solutie generalizata a problemei Neumann; explicatia
consta in faptul cd C$° () # H! (). Aceasta ne permite si afirmam
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ca proprietatea (8.4) confera in mod implicit un anume ingeles conditiei
la limita Ou/Ov = 0, suficient pentru a garanta unicitatea solutiei.

Proprietati suplimentare de regularitate pentru solutia slaba a pro-
blemei Neumann pot fi garantate daca se tine cont de teoremele de
scufundare a spatiilor Sobolev. Astfel are loc teorema.

Teorema 8.5 Fieu € H' (Q) solutia slabd a problemei Neumann (8.3).
1) Dacda Q este de clasa C™2, ay € C™(Q) si f € H™(Q), atunci
u € H™2(Q) si existd o constantd C > 0 depinzind numai de Q si de
m astfel incdt |[u] ymie < C|f|m - In particular, dacd m > n/2, atunci
u € C?*Q).
2) Dacd Q) este de clasi C*°, ag € C®(Q) si f € C™(Q), atunci

u e C®(Q).

Teorema urmatoare ofera conditii suficiente pentru ca solutia slaba
a problemei Neumann sa fie solutie clasica.

Teorema 8.6 Dacd () este de clasi C*, f € C(Q) siu € H' (Q)NC?(Q)
este solutia slaba a problemei (8.3), atunci u este gi solutie clasicd.

Demonstratie. 1) Avem —Au + agu — f = 0 in D' (), iar cum
—Au+agu—f € C(Q), rezulta ca u satisface punctual egalitatea —Au+
apu— f=0.

2) Urmeaza sa aratam ca du/0v = 0 pe 9f2. Definitia solutiei slabe
implica ca

/(Vu-V«p—Faougo—fgo)da::O, peCH Q) c H (Q).
Q

De aici, folosind formula (G1) a lui Green i faptul deja demonstrat ca
—Au+apu — f =0, deducem

goda:/(cpAu—l—Vu'Vgo)dx:/(Au—a0u+f)g0d:1::0.
Q Q

P _

K odo=0, e (Q). (8.6)
o0 81/

Aceasta implica ca du/0v = 0 pe 0f. Intr-adevar, sa presupunem con-

trarul, anume ca pentru vreun xy € 9€), avem du/dv (xg) # 0. Pentru
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fixarea ideilor sa presupunem ca du/dv (xg) > 0. Atunci ar exista ¢ > 0
astfel ca

zz (r) > 0 oricare ar fi € B (z9) N ON.

Daci acum in (8.6) alegem ¢ (z) = p. (z — x0) , obtinem

S (@)p. (a—ao)do = [ O () o ( — o) do > 0

0= &
o0 OV B (wo)noQ OV

o contradictie. m

8.3 Principii de maxim pentru solutii slabe

Clasicul principiu slab de maxim, Corolarul 3.6, admite o generalizare
naturald pentru functii din spatiul Sobolev H' (Q) . Pentru a o formula,
este necesar sa conferim un sens inegalitatilor Au > 0 pe Q si u < 0 pe
0Q, atunci cand v € H' (Q).

Definitia 8.1 Fieu € D’ (2). Spunem ci u este o distribufie nenegativa
si scriem w > 0 in D’ (2), daca (u,¢) > 0 pentru orice ¢ € D () cu
@ >0 pe Q.

Aceasta notiune permite definirea unei relatii de ordine pe spatiul
D' () dupd cum urmeazi. Fie u,v € D' (). Spunem ci u < v, dacd
distributia v — u este nenegativa, adicd v —u > 0 in D’ (Q). Relatia
< astfel definita pe D’ (), este in mod evident reflexivi si tranzitivi;
pentru a demonstra ca ea este antisimetrica este necesar si suficient sa
aratam ca inegalitatile v > 0 si —u > 0 implica v = 0. Pentru aceasta
si consideram o functie test oarecare ¢ € D(Q). Avem ¢ = ¢ — o~
st = (97) — (7)), unde ¢+ = max {0,¢}, ¢~ = max {0, —p},
iar pentru o functie f oarecare, s-a notat cu fj regularizata sa pj * f.
Folosind relatia

IN
$\
e
A

S

Q
©

S

|

S

©

&

>

e

)

|

o

U

<
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se constatd imediat ci ¢, — ¢ in D (), pentru k — oo. Atunci

(u7 90) - klirgo (U, 9014:) - lcli{go [(ua (‘p—i_)k) - (ua ((p_)k)] =0,
deoarece (u, 1)) = 0 oricare ar fi ¢y € D () cu ¢ > 0, iar functiile (o),
si (¢7);, apartin lui D () si sunt nenegative. Asadar, (u,¢) = 0 pentru
orice p € D (), adica u = 0.

S& mai observam ca daca distrubutia u este regulara, adica u €
Ll . (Q), atunci pozitivitatea ei in sensul Definitiei 8.1 revine la pozitivi-
tatea lui u ca functie, adica la v (z) > 0 a.p.t. x € Q.

Definitia 8.2 Fie v € H! (Q). Vom spune ci u > 0 pe 9 daci u~ €
HE (€2). In mod analog, u < 0 pe 9 dacd u™ € H} (Q), sau echivalent,
daca —u > 0 pe 0f).

Aceasta definitie permite introducerea unei relatii de preordine (re-
flexiva si tranzitiva) pe spatiul H' (Q); fie u,v € H' (Q); se spune c&
u < v pe I dacd v —u > 0 pe 9. Este clar ca daca u > 0 pe 9
si totodatd u < 0 pe 99, atunci u € HE (). Vom demonstra ci este
adevarata gi reciproca acestei afirmatii, ceea ce implica faptul ca relatia
< pe 99 induce o relatie de ordine pe spatiul cat H! (Q) /HE ().

Propozitia 8.2 Fie u € H' (). Atunci u™,u™ € H' (Q) si

ou™ 597“ () daca u(z) >0
dxj (@) = { 0 daca u(x) <0 (8.7)
ou~ B 0 dacd u(x) >0
dxj (z) = (%‘j (x) daca u(z) <O0.

In particular, dacd v € HE (), atunci u™,u™ € H} (Q).
Pentru demonstratie avem nevoie de urmatoarea lema.

Lema 8.1 Fie f € C'(R) o functie cu derivata mdrginitd si fie u €
HY(Q). Atunci fou € H' (Q) si

9 (f ou)

837j

ou

_ / 7 —
= (f'ou) oz, j=1,2,...,n. (8.8)

Dacd in plus f(0) =0 siu € H} (Q), atunci fou € H} ().
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Demonstratie. Avem f'ou € L* () si Ou/dx; € L? (), de unde
rezultd ci (f'ou)Ou/dx; € L*(Q). Ramane si demonstram relatia
(8.8), adica

op y ou
/Q(fou)axjdw——/g(f ou)a—chpdx, peD(Q). (8.9)

Fie deci ¢ € D () o functie test fixata. Vom demonstra formula (8.9)
presupunand farda a restréange generahtatea ca ) este marginit gi de
clasa C! (1n caz contrar se va inlocui Q cu o multime marginita ' si
de clasi C*, astfel incat suppp C Q' C ). Rezulta atunci, pe baza
Propozitiei 7.2, ci existd un sir (ug) C C° (R™) astfel incit uj, — u in
H!(Q), pentru k — oo. Este clar ci pentru orice k, avem

dyp Ouy,
Ty = — ! — @dx.
/Q(fouk)axj x /Q(f OUk)aijO x
De aici, prin trecere la limita, formula (8.9) rezulta imediat daca se arata
ca
foup— fou si (f/ouk)gzjﬁ (f ou )aa;j in L? (Q).

Prima convergenta rezulta din estimarea

/|fouk—fou|2dx§sup‘f"2/|uk—u\2dx§0|uk—u\%z(m
Q Q

Pentru cea de a doua convergenta, folosim inegalitatea

£
[\o}
IS8
8
N——
N|=

=
N——
[SIE

Prima integrala din membrul drept al acestei inegalitati tinde evident
la zero. Cea de a doua integrala tinde si ea la zero, pe baza teoremei



TEORIA VARIATIONALA A PROBLEMELOR ELIPTICE 205

convergentei dominate a lui Lebesgue, daca se observa ca f' o up —
f'ou a.p.t. pe Q, eventual numai pentru un subsir (reamintim ca din
convergenta ug — u in L2 (Q) rezulta convergenta punctuala a.p.t. la
a unui subsir al lui (ug)).

Presupunem c in plus f (0) = 0 si u € H} (Q). Atunci existd un sir
(ur) C C°(Q) cu ug, — u in H' (Q). Ca mai sus se arati ci f ouy, —
fou in H& (Q) . Pe de alta parte, prima parte a acestei leme arata ca
fou, € H' (Q), iar cum supp f o ux C suppuy C €2, pe baza Teoremei
7.3, avem fouy € H} (Q). In consecintd, fou € H} (Q) de asemenea.
|

Demonstratia Propozitiei 8.2. Este clar cd u™,u ™, la fel ca si
functiile din membrii drepti ai egalitatilor (8.7), apartin spatiului L? (Q2).
Vom determina acum derivata distributionald du™/dz;.

Pentru € > 0, consideram functia f. € C' (R) cu derivata mirginita,

f() = 2+ =2 t>0
0, t<0.

Aplicand Lema 8.1, obtinem ca pentru orice ¢ € D (Q),

0y / u ou
ou) — dﬂf = — — 0 = d$ .
/Q(fs ) O (u>0) (u2 + ¢2)'/? Oz 7

Trecand la limita cu € — 0, gasim

/u+6(pd$:—/ 8—ug0dx
o Oz (u>0) OT;

astfel ca (8.7) este demonstratd pentru u™.

Presupunem acum ci u € H} (). Cum f- (0) = 0, avem f.ou €
H} (). In plus, se constatd imediat (exercitiu) c& foou — ut in H' ()
pentru € — 0. In consecinti, ut € H} ().

Rezultatele corespunzatoare pentru v~ se deduc folosind egalitatea
= (—u)". m

Suntem acum in misurd s& enuntam generalizarea principiului slab
de maxim, pentru functii din spatiul H' (Q).

Teorema 8.7 (principiul de maxim pentru solutii slabe) Fie Q C R" o
multime deschisd si marginitd si fiew € H (). Dacd Au > 0 in D' (Q)
siu <0 pe 0, atunci u <0 a.p.t. pe (.
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Demonstratie. Cum Au > 0 in D’ (Q), pentru orice ¢ € D () cu
p > 0, avem

Prin densitate, obtinem
(ua U)Hé <0

pentru orice v € H} () cuv > 0. Alegand v = u™ (amintim ci u < 0 pe
00 inseamna u™ € H} (2)) si tindnd seama de faptul ca (u™, u_)Hé =0
(pe baza formulei (8.7)), gasim
. 2
0= (uvu+)H3 = (" —u 7“Jr)Hg - ‘“ﬂHé
de unde rezultd u™ =0. Deci u=—u~ <0 a.p.t. pe Q). =m
Urmatorul rezultat este o consecinta imediata a Teoremei 8.7.

Corolarul 8.1 Fie Q C R"™ o multime deschisd si fie f € H™1(Q)
cu f >0 in D (). Daci u € Hi (Q) este solutia slabd a problemei
Dirichlet

—Au=f peQ
u=20 pe 052

atunci u (z) > 0 a.p.t. pe €.
Observatia 8.1 Corolarul 8.1 afirmi ci operatorul liniar (—A)™" :
H~Y(Q) — HJ () este pozitiv (sau izoton).

Observatia 8.2 Teorema 8.7 si Corolarul 8.1 raman adevarate prin
inlocuirea operatorului Au cu operatorul Au + cu, dacid gi numai daca
constanta c satisface inegalitatea ¢ < A1, unde \; este prima valoare
proprie a problemei Dirichlet pentru operatorul —A (a se vedea Prob-
lema 3).

Cititorul este indemnat si formuleze si si demonstreze principiul de
maxim pentru cazul in care in locul operatorului lui Laplace se considera
mai general, un operator eliptic in form# de divergent.

Versiunea generalizata a principiului tare de maxim, Teorema 3.4,
pentru a carei demonstratie trimitem la Gilbarg—Trudinger [16, Theorem
8.19], este urmatoarea:
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Teorema 8.8 (principiul tare de maxim pentru solutii slabe) Fie Q C
R" un domeniu si fie w € H' (Q) satisfacind Au > 0 in D' (Q). Daca
existd o bild inchisd B C § astfel incat

€ss SuUpu = ess sup u,
B Q

atunci functia u este constanta pe €.

8.4 Regularitatea solutiilor slabe

Are loc urmatoarea teorema de regularitate a solutiei slabe a problemei
Dirichlet.

Teorema 8.9 Fie QO C R™ o multime deschisd, de clasd C? si cu fron-
tiera marginitd, sau Q = R, Fie f € L*(Q) si u € H} (Q) o functie
care satisface condifia

/ (Vu-Vo+w)de = / fodz, ve H) Q). (8.10)
Q Q

Atunci u € H? () si existd o constantd C depinzind numai de Q astfel
inecdt

|“|H2 < C‘f|L2-

Demonstratie. Parcurgem urmatoarele etape: 1) cazul Q = R"
2) cazul Q = R’} 3) cazul general, cu subcazurile: a) regularitate inte-
rioars, adica intr-o submultime deschisi i mérginits €’ cu €/ C Q (cand
ne inspirdm din cazul Q = R") b) regularitate in vecinitatea frontierei
(cand, folosind harti locale, ne inspiram din cazul 2 = R7).

1) Cazul Q = R". Pentru orice h € R" \ {0}, notam

_u(x+h)—u(x)

Daci in (8.10) alegem v = D_j, (Dpu), obtinem
| Drulz < |fl 2 [D—p (Dpu)l g2 < | f1 2 | Dl -
Deci |Dpulg < [f[z2, de unde

‘ p, 2%

< k=12, .. n.
afL‘k _|f’L27 ) 4y , N

L2




208 CAPITOLUL 8

Pentru h = te; , unde e; este versorul axei Ox;, deducem

ou Op
—d —Dye.pd
q Oy, Oz x‘ tHO/ Oz, te; P &
< 1l D Ou d
= tg% 0 2 —teja Xz
< [ flp2 lelpe

pentru orice ¢ € C§° (R") si j = 1,2,...,n. Observatia 7.1 garanteaza
acum ci du/dxy, € H' (R™) pentru orice k, de unde v € H? (R").

2) Cazul Q = R’}. Rationamentul de la Cazul 1 ramane valabil daca
directia h este paralela cu frontiera semispatiului §2; aceasta deoarece
pentru h || €2, se arata imediat ca

u € H (Q) implici Dyu € H (Q).

Deci alegerea v = D_j, (Dju) in (8.10) este permisi. Asgadar si in acest
caz, oricare ar fi ¢ € C§° (Q2), avem

ou Op 9% .

< .
[ e o x| < flua el (3.11)

dar numai pentru 1 <j<n—1,1 <k <n. Cum

ou 8g0d B Oou Op 99 .
axk 0z 855] oxy

rezulta ca inegalitatile (8.11) au loc oricare ar fi j si k cu j <n — 1 sau
k <mn — 1. Ramane sa ne convingem ca o inegalitate de tipul (8.11) are
loc i pentru j = k = n. Intr-adevar, din (8.10) deducem ca exista C' > 0
astfel incat

ou Oy ou 890
q Oy, 8xnd ‘ Z/ dx; ax] v /Q (fo —up)de

< Clflpzlelgz-

3) Cazul general

a) Regularitate interioard. Fie ' o multime deschisa, marginita
si cu @ C Q. Considerim o functie 6y € C§° () astfel incat 6y = 1
intr-o vecindtate a compactului &’. Functia v := fyu (prelungita cu zero
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in afara lui Q) apartine spatiului H! (R") si este solutie distributional
a ecuatiel —Av 4+ v = ¢, unde

g=00f —2Vly-Vu—ulby € L* (R").
Conform Cazului 1, v € H? (R") si v g2mny < C1l9lp2(mny - Se observa
imediat cd || 2gn) < C2|fl12() - Asadar, u € H? (Q’) st [ul g2y <
Clflr2q)

b) Regularitate in vecinitatea frontierei. Pentru simplitate
vom considera cazul Q mirginit. Ca in demonstratia Teoremei 7.2, vom
considera o partitie C*° a unitatii i vom scrie u = Y ;" 0xu. Ne propu-
nem s& demonstram ci Oxu € H? () pentru 1 < k < m (fou € H? (),
dupa cum s-a aratat deja la cazul a)).

Amintim ca 0, € C5° (Uy) si exista o bijectie n : Q — Uy, astfel incat
ne€C*Q), (=n""e€C*Uy), 1(Q+) = Up NQsin(Qo) = Uy N ON.

Se constati imediat (vezi Teorema 7.3) ci v := Opu € HS (QNUy) si
v este solutie slaba a problemei

—Av=0pf — Opu —2VO, - Vu—ulddr =g pe QNU

{UZO pe 0 (2N Uy)
unde g € L? (N Uy) si |9lr20n0,) < Clflr2@)
Ideea demonstratiei consta in a efectua schimbarea de variabile Yy =

¢ (x), cu scopul de a transporta problema din Q N Uy in Q4. Fie deci

w(y) = v(n(y)) pentru y € Q4. Atunci v (z) = w (¢ (x)) pentru = €
QN Ug. Sa aratam ca w este solutia slaba a unei probleme eliptice de

forma
= 2 (a0 32) =3 e Q4
w=0 pe 0Q 4

unde g = (gon) ]det Dn|, Dn este matricea Jacobian a functiei n (y) iar
functiile a;; € C1(Q,) satisfac pentru un anumit o > 0, conditia de
elipticitate

(8.12)

n

D a)&g; > alél, yeQy, EeRM

ij=1
Pentru aceasta, fie ¢ € Hg (Q4). Notam ¢ (z) = ¥ (¢ (x)) pentru z €
QN Uyg. Este clar ca ¢ € H& (QNUg). Avem

83:1 = ayz axl 3:61 p= (9yJ 83:1.
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Deci

L 9¢; OC; Ow O

Vv -Vedr = / —
/QﬂUk QnU;, ”Zl: dz; Oz; Oy; Oy;

N — 9¢; 9C; dw I
N /Q Zl(‘?xlaxlayla det Drr| dy

dx (8.13)

unde

8(1 C]
aij (y Z 9, 9, |det Dn| .

De remarcat ca a;; € cHlQ 1) si deoarece matricile Jacobiene Dn si D¢
sunt nesingulare, exista o > 0 astfel ca

n

> aij (y)&&; = |det D (y rZ

ij=1 =1

> alé)?

e,
>0

i=1

pentru y € @+ si & € R™. Pe de alta parte, are loc relatia

| gedo= [ (gomuideeDnldy= [ Gudy. (1)
QNUg Q+ Q+

Din (8.13) si (8.14) rezultd ca w este solutia slaba a problemei (8.12).

In continuare vom arita ci w € H? (Q4) si wlg2g,) < Clalrzg,y
de unde revenind la variabilele z, va rezulta cd v = Opu € H?(Q) si
g2y < Clflp2@) - Pentru aceasta, fie v = D_p (Dpw) cu h || Qo
si |h| suficient de mic pentru ca ¢ € H}(Q4); notdm ci suppw C
{(W yn) : Y| <1—-10,0 <y, <1—4}. Folosind faptul ca w este solutia
slaba a problemei (8.12), deducem

O0Dpw / -
a; ——dy = D_;, (Dyw) dy.
Z/ (]a)ayjy 0.7 n (Dyw) dy

i,7=1

Avem

| G- (D) dy < G112 1D (Dyw)] 2 < {2 IDnelyy - (815)
Q+
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Pe de alta parte

oD w ow
Dpai; (y) —

Dy, (azg §w> (y) =ai; (y +h) (v)

de unde

oDpw
Z/ Dy, <awa > By, dy Za|th\?{01—C|w|H1\th|Hé.
J

i,7=1

(8.16)
Din (8.15) si (8.16) folosind si inegalitatea lui Poincaré, deducem
1Dnvliyqu) < Collwlm gy +19li2@u) < Clolizgyy - (817)

De aici, ca la Cazul 2, deducem ca pentru orice x € C§° (Q+) si oricare
arfiigijcui<n—1sauj<n-—1, avem

‘/ 8w3x ’ B

ow
lim — Dye, Xdy‘
=0Jg, dyi

ow
lim/ xD_¢ .dy’
t—0 Q4 € 8yz

Clalr2qp Xz -

<

In consecinta, folosind teorema lui Riesz,
0w 0w

0y;0y; 0y;0y;

€L?(Q4) si '

< Clgl2(qy) (8.18)
L2(Q+)

daca i < n—1sau j < n— 1. Ramane sa ne ocupam de distributia
0%w/0y2.

Pentru aceasta, din nou folosim faptul ca w este solutie slaba. Cum
pentru x € C§° (Q4), avem ci X/an, € HE (Q+), deducem

ow 0 X ~ X
Z i e o )dy=[ G——dy
ij=1 Yi 0Y; \Onn Qr Onn
/ o 0w 0 <X>d
Q+ nnayi ayj Ann Y

_ 02w 90 (X
- / ganndy Z / Zjayi 3,%‘ <ann>dy.

i+j<2n

de unde
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De aici, folosind estimarile (8.18), se obtine ca

ow 0x o
/ ~—dy| < Clglr2g.) X120y, X €05 (Q+)-
Q+ ayn Yn

In consecinta,

62

ayg = L’ (Q+) si

o
oy

< Cgle :
L2(Q4) (Q+)

Teorema este astfel complet demonstrata. m

Corolarul 8.2 Fie Q C R" o multime deschisd, de clasq C™ 2 si cu
frontiera marginitd, sau Q = RT. Fie f € H™(Q) siu € H} (Q) o
functie care satisface conditia (8.10). Atunci u € H™2(Q) si ewistd o
constanta C' depinzand numai de ) i de m astfel incat

In particular, dacd m > n/2, atunci u € C*(Q). Dacd ) este de clasd
C™ si f € C®(Q), atunci u € C®(Q).

Demonstratie. Se rationeazi prin inductie in raport cu m € N.
Pentru m = 0 se obtine chiar Teorema 8.9. Fie acum m = 1.

Cazul Q = R". Se observa ca pentru orice k € {1, 2, ..., n}, are loc
relatia

/Q<v <§;k> v +8xk> /vdm veCe (RY). (8.19)

Pentru aceasta este suficient ca in (8.10) si inlocuim pe v cu dv/dzy.
Pe baza Teoremei 8.9, rezulta atunci ca

0%u
81’kaiﬂj

0%u
8xk83:j

ol 91

Hl Rn :
€ H (R") si ém

L2
oricare ar fi 1 < j, k < n. Deci u € H3(R") si |u|ys < C|f|g -

Cazul Q@ = R} . Si in acest caz ne bazim pe egalitatea (8.19) ob-
servand in plus ci daca f € H'(Q), u € H? () N H (Q) si u satisface
(8.10), atunci du/dxy, € Hi (Q) pentru 1 < k < n — 1. Intr-adevar,
pentru h || 092, avem
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Alegind h = aeg, unde 1 < k < n — 1, va exista un sir oy — 0 astfel
ca Dyye,u — g slab in H} (), pentru [ — oo. In consecinti, trecand la
limita in egalitatea

(Dpu, @)z = (u, D_pp) 2, € C(Q)

obtinem

0 .
wom=(uge) . pecF@.
L

Asadar, Qu/dzy = g € H} (Q) pentru 1 < k < n — 1. Aplicaind Teorema
8.9, obtinem ca

d%u d%u
H'(Q) i <C tru j + k < 2n.
o ) [0 <Clfly pentr 4k <2n
Ramane sa aratam ca
9%u 0%u
——cH'(Q) & |-—| <C .
G €@ s |55 <Ol

Aceasta rezulta dacad observam ca din (8.10) avem

2 n—1 g9
a“:f—u+zg§ in D (Q)
j=1 Tj

0x2
unde distributia din membrul drept este, pe baza celor deja aratate, o
functie din H' () a cirei norma in H! (Q) se poate majora cu C | |1 .
Cazul general. Folosind notatiile din demonstratia Teoremei 8.9,
avem a;; € C*(Q,) si g € H' (Q). Mai departe se procedeaza ca la

cazul anterior. Se constata ca pentru 1 < k < n—1, functia w = dw/dy
este solutie slaba a problemei

n n

_ o (,. 0w\ _ Og 9 [ 9aij dw

2 dy; (aw ayi) = Bye T 2 dy; (ayk ;) Pe @+
3,j=1 i,7=1

?’E =0 pe 8Q+

Folosind Teorema 8.9 si inegalitatea w2,y < C'lglr2(g, ), gasim

_ |ow
y;

< Clalm o)

’ 0w
H1(Q+)

Oyr0y;

HY(Q4)
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pentru 1 <k <n—1si1<j<n.In fine, din (8.12), avem

Pw  _  Oap, Ow Z 6< ow

—nng o =9+ A Y a--) in D' (Q4)
nn 8@/% ayn ayn itj<on ayj i 8yl

de unde se deduce ca

0w .
a2 © H'Y(Q) s

9w -
2 < Clgliqy) -

H1(Q+)

In consecinta
we H (Qy) si |wlgsg,) < Clilmg,) -

Mai departe se repeta acest rationament in mod succesiv.

Ultima parte a Corolarului 8.2 rezultd din Teorema 7.11. m

Facem observatia ci in locul conditiei (8.10) se poate cere, in mod
echivalent, ca u sa satisfaca conditia

/ Vu-Vodr = / fodz, wveH Q). (8.20)
Q Q

In adevir, este suficient ca f s& fie inlocuit in (8.10) cu f 4w iar in (8.20)
cu f — u. Avantajul conditiei (8.10) constd in faptul ci pentru v = u,
ea conduce la relatia ]uﬁql = (f,u)2, din care se deduce inegalitatea
lulgr < |fl2- In caz ca Q este marginit, o inegalitate de acest fel,
|ul g1 < C'|f];2, se obtine si din (8.20), via inegalitatea lui Poincaré.

Observatia de mai sus ne permite sa afirmam ca Teorema 8.2 de
regularitate a solutiei slabe a problemei Dirichlet este astfel demonstrata.
In mod asemanator se poate demonstra si Teorema 8.5 de regularitate
a solutiei slabe a problemei Neumann.

8.5 Regularitatea functiilor proprii

Fie A\, si ¢, valorile si functiile proprii ale problemei Dirichlet puse in
evidenta in Sectiunea 3.11. Folosind Teorema 8.9, putem demonstra ca

¢ € C™ ().

Teorema 8.10 1) Functiile proprii ¢y, apartin spatiului C*° (Q)NL> ().
2) Cea mai mica valoare proprie A1 este simpla si admite o functie
proprie ¢, pozitiva, adicd ¢ > 0 pe §2.
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Demonstratie. a) Conform Teoremei 8.9, pentru orice multime €’
deschisa si marginita satisficand ' C Q, ¢, € H?(€Y'). Mai departe,
Corolarul 8.2 implica succesiv ¢, € H*(Q), ¢, € H® () si asa mai
departe. Asadar, ¢, € ()o-_; H™ (€). In consecinta, alegind m > n/2
obtinem ¢, € C* (') . Rezulta ca ¢, € C>(Q).

b) Demonstram acum ca A; este valoare proprie simpla (adica A\ <
A2) si admite o functie proprie ¢; pozitiva (adica ¢, (x) > 0 pentru orice
x € Q). Pentru aceasta, din (3.35) observam ca daca minimul este atins
pentru o functie ¢, atunci el este atins si pentru |¢;|. Din demonstratia
Teoremei 3.15, se deduce atunci ca ¢; si |¢;| sunt amandoua functii
proprii. Deci —A |¢1| = A1 |¢;| pe . Rezulta ca functia

Y (x,t) = |y (x)| ™!, 2€Q, teR

este o functie armonica nenegativa pe €2 X R. Inegalitatea lui Harnack,
mai precis Corolarul 3.9, implica ¢ > 0 pe Q2 x R, de unde |¢;| > 0 pe €.
Asadar ¢ = |¢1] (sau ¢; = — |¢p,]). Astfel am ardtat ca functiile proprii
corespunzatoare lui A; sunt fie pozitive, fie negative pe €. In consecinta,
oricare doui dintre ele nu pot fi ortogonale in L? (). Aceasta arats ci
spatiul liniar generat de functiile proprii corespunzatoare valorii proprii
A1 este unidimensional, adica A; este valoare proprie simpla.

c) Faptul ca ¢, € L™ (2) rezulta pe baza lemei care urmeaza, daca
se tine seama de faptul ca functiile gbg si ¢, apartin spatiului HE (D) (a
se vedea Propozitia 8.2). m

Lema 8.2 Fie A\ >0 siu€ H' ().
1) Dacd Au+ A u >0 in D' (Q) siu <0 pe 99, atunci

u(r) <C |u+‘L2 a.p.t. pe €.
2) Dacd Au+ M <0 in D' () siu >0 pe I, atunci
—u(z) <C ‘u_’LQ a.p.t. pe €.
Demonstratie. Vom demonstra afirmatia 1); propozitia 2) se obtine
prin aplicarea lui 1) functiei —u. Pentru @« > 1 §i N > 0 consideram
functia h € C*[0, 00),

ht) = te, 0<t<N
|l aN“ M4+ (1-a)NY, t>N
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si notam g (t) = fg W (s)*ds. Cum u < 0 pe 9, avem ut € H} (Q).
Atunci, pe baza Lemei 8.1, functiile hou™ si gou™ apartin de asemenea
lui H} (Q). Amintim ci inegalitatea Au + Au > 0 in D’ (), inseamna

/Q (Vu - Vv — duw) dz < 0 pentru orice v € Hj (Q).

Alegand v = gou™ si folosind (8.7) precum si inegalitatea g (t) < tg’ (t)
(t > 0), deducem

/Qg' (ut) |Vt P da

AN
>
S
£
Q
—
S
+
~—
U
8

N
>

(AN
>
D O
Q\
—
S
+
SN—
—~
S
+
SN—
(V)
Iy
g

adica
/ }Vh (u+)}2d:c < )\/ |h/ (u+) u+|2d:c
9 Q
sau inci
A (uh) ] < VAR (u®) ut]

In continuare, pentru simplitate, vom considera numai cazul n > 3.
Folosind teorema de scufundare a lui Sobolev, Teorema 7.9, obtinem

[h ()| e < e |B () w ] oo

unde 2* = 2n/ (n —2), p > 2 este fixat, iar ¢ = ¢ (n, ). Trecdnd acum
la limita cu N — oo, gasim

[z < (ca) [ut] 2y -

Notand ¢ =2p/(p—2)>2sir=n(p—2)/[p(n—2)] > 1, avem deci

0 <€) it
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Aceastd inegalitate arati ci apartenenta u™ € L () implicd apartenen-
ta mai tare ut € LY (Q). Considerind in mod succesiv a = r, r2,

r3, ..., 7V unde N este un numir natural oarecare, deducem ci

[u”

(8.21)

N—1
LrNe S H (CTm)T_m ‘“ﬂm <t ‘u+’Lq < C‘uﬂm
m=0

unde a = Zg;é rmo b = Z%;(l] mr~™ iar C = C(n,p,Q). Cum
pentru orice m > 1, existd N astfel incat m < Vg, rezulta ci ut €
Mi<me<oo L™ (). In final, din (8.21) obtinem concluzia

ut e L®(Q), |ut|,. <Clut|,,.

Intr-adevar, daca presupunem contrarul, ar exista o multime g de
masurd p nenuld, astfel incat

ut (x) > M >C |u+‘Lq pentru orice x € €.
Atunci pentru orice N, avem
1
> M prta

C‘u > ‘u+

+ +
‘Lq NaQ) = |u LN a(Q)

de unde, trecand la limitd cu N — oo, obtinem C|u™|,, > M, o
contradictie. m

8.6 Probleme

1) Metoda separirii variabilelor ne-a condus in cazul problemei Dirichlet

Au=0 pentru p< R
u=g pentru p=R

pe discul Q@ = {z € R? : |z| < R}, la expresia

_aw ¥ ko) (2)"
U= +;(akcoskgo+bksmkgo) <R> . (8.22)

Formal, pentru p = R, cerem ca

WE

+

% (ag coskp + b sinky) = g.

B
Il

0
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Sistemul functiilor cos kg, sin kg fiind ortogonal si complet in L2 (0,2m),
gasim pentru g € L2 (0,27) :

2 1 27 .
ap = / g(p)coskpdp, by = W/ g (p)sinkpdp.
0 0

™

S& se demonstreze ci dacd g € C1[0,27] si g (0) = g (27), atunci seria
(8.22) este convergents in C (Q) , defineste o functie u € C> (Q)NC (Q),
armonica pe € gi a carei restrictie la 92 coincide cu g.

Rezolvare. Folosim rezultatul clasic de teorie a seriilor Fourier con-
form caruia, daci g € C1[0,27] si g (0) = g (27), atunci seria Fourier
a lui g converge uniform la g pe [0,27] (a se vedea de exemplu, S.M.
Nikolsky, A Course of Mathematical Analysis, Mir, Moscow, 1981, Vol. 2,
p. 205, Theorem 15.5.2). Notand cu S, suma partiala a seriei (8.22) si
cu $,, suma partiala a seriei Fourier a functiei g, avem

AS, =0 pe
S = Sm  pe 09)

Folosind gi formula (3.9), deducem
[Smtp — Smlo@) < Smtp = Smlopq) — 0 pentru m — oo.
Asadar S,, — u in C(Q). Daci ¢ € D (Q), atunci

0= (ASm, ) = (Sm, AY) — (u, AY) = (Au,¥)

adicd u satisface ecuatie lui Laplace in sens distributional. Lema lui
Weyl, Propozitia 6.8, garanteaza ca u este o functie armonica pe §2.

3) Fie Q C R"™ o multime deschisa si marginita, v € H'(Q) si
¢ < 1. Si se demonstreze ci dacd Au+cu > 0in D' (Q) si u < 0 pe 09,
atunci v < 0 a.p.t. pe Q (principiul maximului are loc pentru operatorul
Au + cu daca ¢ < Ap).

Indicatie. Presupunem contrarul. Atunci u™ # 0 si din

et a2 0
deducem

2
’u+’H6

<
‘u+’%2 <c< M
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ceea ce contrazice (3.35).

3) Reciproc, daca principiul maximului are loc pentru operatorul
Au + cu, atunci ¢ < Aj.

Indicatie. Presupunem ¢ > Aj. Atunci, cum ¢; > 0 pe {2, avem

Apy +cpp > Apy + A1 =0 pe Q
w1 <0 pe 09,

de unde ¢; < 0 pe €2, o contradictie.

4) Sa se arate ca pentru ¢ < A1, operatorul liniar (—A — ¢I)
H=1(Q) — Hi (Q) este pozitiv (sau izoton).

5) Fie Q C R™ o multime deschisa si marginita, ¢ < A1, ¢p > 0 si
u € H} (Q) astfel incdt Au+ cu+co < 0 in D' (Q) i u > 0 pe IN.
Atunci exista € > 0 depinzand numai de ¢ si ¢g, cu u > ¢, a.p.t pe Q.

Indicatie. Fie v = e¢;. Alegem & > 0 suficient de mic ca Av +
cv + ¢ > 0 pe Q. Pentru aceasta se tine cont de A¢p; = —A1¢; si de
¢, € L™ (Q). Atunci avem A (v — u)+c¢ (v —u) > 0in D' (Q) siv—u < 0
pe 0. Principiul de maxim garanteaza acum ca v —u < 0 a.p.t. pe Q.

6) Daca f € L?(Q) si u € H' () este solutia slabd a problemei
Neumann

-1 .

—Aut+u=f pef
Gu—0 pe O

atunci

ess i]sﬂsz <wu(x) <esssupf
Q

a.p.t. pe  (Principiul de maxim pentru solutia slaba a problemei Neu-
mann).
Indicatie. Fie M =ess sup f. Conform Propozitiei 8.2, (u — M)' ¢
Q

H'(Q). Atunci
/‘V(U—M)Jr‘Qda: = /(f—u)(u—M)+dm
Q Q
—u)(u—M)"dz
< /Q(M )(u—M)"d
= — [ (- M)t da.
Q

Rezulti (u — M) =0, adicd u < M.
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Capitolul 9
Probleme la limita eliptice
neliniare

Scopul acestui capitol este de a sugera in ce fel rezultate din teoria
ecuatiilor eliptice liniare intervin in studiul unor probleme la limit4 rela-
tive la ecuatii cvasiliniare. Problemele neliniare reprezinta un capitol
vast, in plind dezvoltare si extrem de captivant al teoriei ecuatiilor cu
derivate partiale. Studiul lor necesita rezultate de teorie a ecuatiilor
liniare cu derivate partiale, analiza functionala, teoria operatorilor, topo-
logie, teoria masurii si altele. In cele ce urmeaza ne limitam la a discuta
rezolvabilitatea problemei Dirichlet neliniare

{ —Au=g(z,u,Vu)+ f peQ

u=0 pe 092 (9-1)

unde Q C R” este o multime deschisa si marginita, f € H-'(Q) iar
g:Q x R"™! = R este o functie datd. Vom ciuta solutii slabe, anume
functii u € Hy () pentru care g (.,u, Vu) € H~1 (Q) si

(u,v)Hé:(g(x,u,Vu)—i-f,v), UGH&(Q)

Vom prezenta cateva rezultate privind rezolvabilitatea problemei (9.1),
obtinute cu ajutorul teoremelor de punct fix ale lui Banach, Schauder si
Leray—Schauder, a metodei iteratiilor monotone gi a metodei punctului
critic.
Problema (9.1) este echivalenta cu problema de punct fix
u=Au), ucH) ) (9.2)

unde

A= (-2 (B+1)

221
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si
B:H}(Q) — H'(Q), B(u)=g(,u,Vu).

Este clar ca prima problema ce se impune a fi clarificata este proble-
ma definitiei corecte a operatorului B. Acestei probleme i se consacra
sectiunea intai a acestui capitol.

9.1 Operatorul de superpozitie al lui Nemytskii

Definitia 9.1 Fie Q ¢ RY o multime deschisa si mirginita si fie g :
QO x R* — R™ o functie oarecare. Numim operator de superpozitie
sau operator Nemytskii asociat lui g, aplicatia N4 care asociaza oricarei
functii w : @ — R", functia Ny (w) : @ — R™ definita prin

Ny (w) () = g (z,w (z)) (z€Q).

Proprietatile operatorului N, depind de proprietatile functiei g. Aici
suntem interesati ca operatorul Ny s aplice spatiul L” (2;R"™), sau
mai general spatiul LP' (; R™) x LP? (Q; R™), unde n; 4+ ny = n, in
LT(Q;R™).

Definitia 9.2 Se spune ca functia g : Q x R" — R satisface conditiile
lui Carathéodory, daca:
(i) functia g (.,y): 2 — R™ este masurabila pentru orice y € R™;
(ii) functia g (x,.) : R™ — R™ este continua a.p.t. = € Q.

Propozitia 9.1 Daca g satisface conditiile lui Carathéodory, atunci Ny
transforma functiile masurabile in functii masurabile.

Demonstratie. Fie w : 2 — R™ o functie masurabila. Exista
atunci un sir de functii wy cu un numar finit de valori astfel ca wy, () —
w (z) pentru k — oo, a.p.t. x € . De aici, pe baza conditjiei (ii), avem

Ny (wy) (x) = g (2, wy (x)) = g (2, w () = Ny (w) (2) (9:3)

pentru k — oo, a.p.t. x € . Pe de alta parte, functia wy avand un
numar finit de valori, admite o reprezentare de forma

wi (2) = ) x; (@) ys
J
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unde y; € R", x; reprezinta functia caracteristicd a unei submul{imi
Qj C Q,

Q:UQj’ QNQ; =0 pentrui#j
J

iar suma este finita. Rezulta ca
Ny (wi)lg, = 9 (95) -

Pe baza conditiei (i), avem deci ca restrictia functiei Ny (wy,) la fiecare
submultime €2; este masurabila. In consecinta N, (wy) este masurabila
pe Q. Atunci (9.3) implicd masurabilitatea functiei limita Ny (w). =

Teorema 9.1 Fie Q C RY o multime deschisd si mdrginitd, g : Q x
R" - R™ sil1<p, q<oo. Daca g satisface conditiile lui Carathéodory
st exista c € Ry gi h € L9(Q;Ry) astfel ca

9 (@.y)| < elylr +h ()
pentru orice y € R™ si a.p.t. x € Q, atunci operatorul
Ng: LP ((;R") — LT (5 R™), Ny (w) =g (., w)
este bine definit, continuu $i marginit. In plus
Ny ()] oy < €10l meny + 1l (w0 € LF (GRM). (9.4)
Demonstratie. 1) N, este bine definit si marginit. Intr;adevér,
Propozitia 9.1 garanteaza ca N, transforma functiile masurabile in functii

masurabile. Mai departe, daca w € LP (2; R™), atunci folosind inegali-
tatea normei obtinem

(/Q\Ng(w)\qda:>; < {/Q(c|w(a:)§+h(x))qda:};

ya
clwlfe + 17l L

IN

ceea ce demonstreaza inegalitatea (9.4). Aceasta inegalitate arata ca
operatorul IV, este marginit in sensul ci transformi multimile marginite
in multimi marginite.

2) Ny este continuu. Pentru demonstratie se foloseste lema lui Vitali.
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Lema 9.1 (Vitali) Fie Q C RN deschis si marginit si fie (ug) un sir
de functii din LP (; R™) (1 < p < 00) astfel incit uy, (x) — u (z) pentru
k — oo, a.p.t. x € Q. Atunci uw € LP (Q;R") si up — u in LP (; R™)
pentru k — oo, dacd st numai daca pentru orice € > 0 existd d. > 0
astfel ca

/ gl de < (9.5)
D
pentru toti k, ori de cate ori D C Q2 gi p (D) < 0.

Fie wy € LP (Q;R"™) cu wy, — w in LP (Q; R™) pentru k — oo. Existil
atunci un subsgir (wy/) al lui (wg) cu wy () — w(x) a.p.t. z € Q, iar
partea de necesitate a lemei lui Vitali implica c& [wy[?, (DR < € daca
p (D) < 6c. Atunci, pe de o parte Ny (wi) () — Ny (w) (z) a.p.t. € Q
iar pe de alta parte, daca pu (D) < d., avem

P
|Ng (wk’)|Lq(D;Rm) < c ’wk’|2p(D;Rn) + ‘h|Lq(D)

1
< cei+ |hlpepy -

Deci pentru sirul de functii Ny (wy), conditiile lemei lui Vitali sunt
de asemenea satisfacute. Partea de suficienta a lemei lui Vitali implica
atunci cd Ny (wy) — Ny (w) in L9 (Q; R™) . Rezultd acum ci intregul sir
(N, (wy)) converge la N, (w) in L7 (Q; R™). Asadar N, este continuu.
]

Observatia 9.1 In mod analog se poate demonstra rezultatul urmator:
Daca g : 2 x R™ — R satisface conditiile lui Carathéodory, n = ni+no
gl exista ¢1, c2 € Ry si h € L1(Q;R,) astfel ca

p1 P2
l9 (2. y"07) | < e ly'| T + ey’ T +h()
oricare ar fi y' € R™, y?> € R™ i a.p.t. « € €, atunci operatorul

Ng =+ LP(;R™) x LP?2 (;R™) — L1 (; R™)
Ny (wl, w2) () = g (x,wl (z),w? (m))

este bine definit, continuu si marginit. In plus

P1 P2
[N (0", 10°) |y oummy < €1 [0 oy urony + €2 [07] fra gy T 1l Loy
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9.2 Aplicatie a teoremei de punct fix a lui
Banach
Inainte de a trece la formularea rezultatelor de existenta, este util sa

subli-niem cateva lucruri care se deduc din teoria spatiilor Sobolev prezen-
tata mai sus si care vor fi utile in cele ce urmeaza.

Lema 9.2 FieQ C R" o multime deschisa si marginita. Sunt adevdrate
propozitiile:

()|, = Wlg, feBTN©@)
1

flas S el fel2@)
1

lulps < \/TTMH(%’ u € Hg ().

Demonstratie. 1) Prima relatie exprimi faptul ci operatorul (—A) ™!

este o izometrie a spatiilor H~1 (Q) si H} (Q) (vezi Teorema 7.15).
2) Reamintim ci orice functie f € L? () se identifici cu functionala
liniard si continud pe H} (Q),

UGHol (Q) — (f,u)Lz.

Atunci, folosind formula (3.37), obtinem

|(f,u) 2| | Flp2 |ulpe 1
|flg-1 = sup == < sup < 1l
u€H;(Q) |u’H§ ueHL(Q) \U|Hg VA1
u#0 u#0

3) Cea de a treia relatie este inegalitatea lui Poincaré (3.37). m
Folosind principiul contractiilor obtinem urmatorul rezultat de existen-
ta, unicitate si aproximare pentru problema neliniara (9.1).

Teorema 9.2 Fie Q C R" o multime deschisd si marginitd, f € H™' (Q)
sig:Qx R"™ = R o functie cu urmdtoarele proprietdti:

(i) g satisface conditiile lui Carathéodory, adica g (.,y) : 2 — R este
functie masurabild pentru orice y € R, iar g (z,.) : R" — R este
functie continud a.p.t. x € §;

(i) ¢ (.,0,0) = 0 si ewistd a,b € Ry astfel incit

|g($,u,v)—g(ac,ﬂ,ﬁ)| §a!u—ﬂ|+b|v—ﬁ]
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oricare ar fiu,u € R, v,v € R" si a.p.t. x €

(iii) a/A1 + b/ A1 < 1, unde \; este cea mai micd valoare proprie a
problemei Dirichlet pentru operatorul —A.

Atunci problema (9.1) admite o solutie unicd u € HE (). In plus
u este limita in H} () a sirului up := A (ug), k > 1, pentru orice
ug € H& (Q) .

Demonstratie. Conditiile lui Carathéodory asigura faptul ca pen-
tru orice functie masurabils w : @ — R functia g (., w (.)) : @ — R
este de asemenea misurabild. Dacd u € H} (Q), atunci cuplul w =
[u, Vu] apartine lui L2 (Q; R”“) , deci este o functie masurabila. Rezulta
ca functia B (u) este masurabila. In plus

1B (u) (z)] = lg(z,u(z),Vu(z))| =lg(z,u(z), Vu(z)) —g(z,0,0)]
alu(z)| +b|Vu (x)].

Cum a |u| +b|Vu| € L% (Q), deducem ca B (u) € L? (). Dar L? (Q) C
H=1(Q). Asadar B(u) € H 1 (), ceea ce arati ci operatorul B :
HE () — H™1 () este bine definit.

Mai departe, aratam ca (ii) si (iii) implica faptul ca A este o contractie
pe spatiul H{ (). Intr-adevir, oricare ar fi uj,us € Hi (2), folosind
Lema 9.2, obtinem

IN

[A(ur) = A(ug)lgy = ‘(—A)_1 [B (u1) — B (u2)] m
= |B (ul) B (uz2)| g1
< |B (u1) — B (u2)| 2

IN

\/j

< W( aluy — UQ|L2+b|V(u1_u2)|LQQR”)>
4
A

) |U1 —u2|H6 .

Concluzia rezulta acum pe baza bine cunoscutei teoreme de punct fix a
lui Banach. =

9.3 Aplicatie a teoremei de punct fix a lui
Schauder

Teorema care urmeaza nu cere ca functia g (z, u, v) sa satisfaca o conditie
Lipschitz in raport cu u si v, ci doar ca ea sa aiba crestere cel mult liniara
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in u si v. Concluzia este insi mai slabd; vom obtine numai existenta
solutiei, nu si unicitatea, via teorema de punct fix a lui Schauder.

Teorema de punct fix a lui Schauder foloseste notiunea de operator
complet continuu.

Definitia 9.3 Spunem ca un operator 7': D C X — Y, unde X si Y
sunt spatii Banach, este complet continuu, daca este continuu si trans-
forma submultimile marginite ale lui D in multimi relativ compacte in

Y.

Din definitie rezulta ca orice operator complet continuu este un
opera-tor marginit. Tot pe baza definitiei se constata imediat ca o com-
punere de doi sau mai multi operatori continui i marginiti, dintre care
cel putin unul este complet continuu, este operator complet continuu.

Din cele ce vor urma va reiesi rolul extrem de important pe care
il au teoremele de scufundare compacta pentru garantarea proprietatii
de complet continuitate a operatorilor neliniari asociati problemelor la
limita.

Teorema 9.3 (Schauder) Fie X un spatiu Banach, D o submultime
nevidd, inchisd, convexd si marginitd a lui X si fie A D — D un
operator complet continuu. Atunci A admite cel putin un punct fiz.

Pentru demonstratie, ca si pentru detalii privind operatorii complet
continui, indicam lucrarile Precup [38], [40].

Teorema 9.4 Fie Q) C R" o multime deschisd si marginitd, f € H=1 (Q)
sig: QxR = R o functie cu urmdtoarele proprietdti:

(i) g satisface conditiile lui Carathéodory;

(i) existd a,b € Ry si h € L?(Q) astfel ca

9 (@, u,v)] < alul +bv| + h(z) (9.6)
pentru orice u € R, v € R" ¢i a.p.t. x € €
(iii) a/A1 + b/ < 1.

Atunci problema (9.1) admite cel putin o solutie u € Hg ().

Demonstratie. Este clar ci (—A)™' f € H} (Q). Ne ocupiim in
continuare de operatorul (—A)™!' B. Avem B = J o Ny o P, unde

P:Hi(Q) — L* (R, P(u) = [u, V],
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N, este operatorul lui Nemytskii asociat lui g,
Ny: L (R — L2 (Q), Ny (w) (2) = g (z,w (),
iar J este operatorul de scufundare
J:L?(Q) - H N Q), Ju)=(u,.):.

Este clar ca P este un operator liniar i continuu, deci marginit. Conditii-
le (i) si (ii) garanteaza ca N, este bine definit, continuu si marginit. Mai
departe, scufundarea lui L? (Q) in H~! () fiind compacti, avem c& .J
este un operator liniar si complet continuu. In consecinta, operatorul
compus J o N, o P este complet continuu de la H{ (Q) la H~1(Q).
Rezulta cd prin compunere cu operatorul liniar si continuu (—A)_1 :
H=1(Q) — H} (Q) se obtine un operator complet continuu. Deci oper-
atorul (—A) ™" B este complet continuu de la spatiul H} (€2) la el insusi.
Asadar operatorul A : H} (Q) — H}(Q), A(u) = (-A) " (B (u) + f)
este complet continuu.
Pentru orice u € H} (Q) avem

AWl < [ B, + a7 ],
— |B(u)\H_1+‘(_A>_1fH1
L -1
< \/T—1|B(u)|Lz+’(—A) .
1 —
< J—H(a|u|L2+b|v(u)|L2(Q;Rn)+|h|L2)+‘(_A) ',

LANRNL IR W
MoV
unde ¢ = ‘(—A)fl f‘Hl + |h| ;2 /v/A1. De aici, folosind (iii), deducem ca
0 ~
exista R > 0 suficient de mare, astfel incat

|A (“)‘H& < R pentru orice u € H () cu ]u\Hé <R.

Asadar operatorul A invariazi bila inchisi cu centrul in origine si de
raza R, a spatiului H[% (Q) . Concluzia rezulta acum pe baza teoremei de
punct fix a lui Schauder. m



PROBLEME ELIPTICE NELINIARE 229

9.4 Aplicatie a teoremei de punct fix a lui
Leray—Schauder

Se pune intrebarea daci se pot obtine teoreme de existents pentru pro-
blema (9.1) in care functia g (z, u, v) satisface (9.6) fars insi ca numerele
a i b sa fie suficient de mici. Astfel de rezultate pot fi deduse din teorema
lui Leray—Schauder impunédnd o anumita conditie de semn. Mai mult
decat atat, metoda de demonstratie permite functiei g sa aiba o crestere
superliniar# in u si .

Teorema 9.5 (Leray-Schauder) Fie (X, |[.|y) un spatiu Banach, R >0
si A: Br(0; X) — X un operator complet continuu. Dacd

lulx <R

oricare ar fi u o solutie a ecuatiei u = AA(u) i A € (0,1), atunci A
admite cel putin un punct fix.

Pentru demonstratie si diverse aplicatii a se vedea lucrarile O’Regan—
Precup [35] si Precup [38], [40].

Teorema 9.6 Fie Q@ C R" (n > 3) o mulfime deschisa si marginita,
feH1(Q)sig: QxR = R o functie cu proprietdtile:

(i) g satisface conditiile lui Carathéodory;

(ii)) ¢(.,0,0) = 0 si exista a,b,a,f € Ry cul < a < 2*—-1=
n+2)/(n—-2),1<B<2/(2%) =1+2/n sihecL?>(Q) astfel ca

9 (@, u,0)] < alul® + b + h(x)

pentru orice u € R, v € R" ¢i a.p.t. x € €
(iii)
wg(z,u,v) <0

pentru orice u € R, v € R™ gi a.p.t. x € Q.
Atunci problema (9.1) admite cel putin o solutie u € H} (Q).

Demonstratie. Fie p1 = 2*/a, po = 2/8 si p = min{p1,p2}.
Conditiile asupra exponentilor « si 3 garanteazi (2%) < p; < 2% si (2%)
< p2 < 2. Rezulta ca (2*)" < p < 2, de unde avem ci scufundarea

P (Q)c H ' ()
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este compacta. In consecinta, operatorul de scufundare

J:LP(Q) - H 1 (Q), (J(u),v):/guvd:c

(u € LP(Q), v € H}(Q)) este complet continuu. Mai departe, din
ap < apy = 2%, avem L?" (Q) € L°?(Q), iar din 8p < Bps = 2, avem
L% () € LPP (). Rezulta ca operatorul liniar

P:H}(Q) — L (Q) x LP (Q;R™), P (u) = [u, Vi
este bine definit gi continuu. De asemenea, operatorul Nemytskii

N, : L°?(Q)x LP(Q;R") — LF(Q),
Ny (u,v) = g(.,u,v)

este bine definit, continuu, marginit si satisface inegalitatea

Ny (0, 0)ls < alulle +blol’| |+ 1A,

alulFor + 10l uny + 1l -

Deducem din cele de mai sus ca operatorul B = JoN4oP este bine definit
si complet continuu de la H{ (Q) in H(Q) . In consecinti, operatorul
A= (=A)""(B+f) de la H} (Q) in H} (Q), este complet continuu.
Mai departe se arata ca exista R > 0 astfel ca

|U|H(§ <R

oricare ar fi u € Hi () o solutie a ecuatiei u = \A (u) si oricare ar fi
Ae(0,1).

Pentru aceasta, fie u € H} (2)\{0} cuu = AA (u) , pentru un anumit
A € (0,1). Atunci

(u,v)Hé =\(B(u)+ f,v), veH(Q).

Alegand v = u si tindnd seama de faptul ca B (u) € LP (Q2), de conditia
de semn si de A < 1, obtinem

[ulfiy = A(B (), u) + (F0)] <A (fru) < [l [ul g -

Evident aici s-a presupus f # 0, cazul f = 0 fiind trivial. Deci |u| HE <
| f| ;-1 .- Concluzia rezulta acum din teorema lui Leray-Schauder. m
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Observatia 9.2 Teorema 9.6 este valabili si daci, mai general, in locul
conditiei de semn (iii) se cere sa existe ¢ < A\ astfel ca

ug (z,u,0) < cluf®
pentru orice u € R, v € R™ gi a.p.t. x € Q.

Intr-adevar, in aceasta situatie avem

= MB @)+ () = [ g (e Va) o+ A (. w)
Q

C
< A (elulfe + 1l ulmy ) < luldg + 1F 1 Tl gy -
1
Cum ¢ < Ay, deducem ‘U|H3 <|flg=1/ (@ —=¢c/A1).

Observatia 9.3 Teorema 9.6 este adevarata in cazurile n = 2 sin=1,
fara alte restrictii asupra exponentilor o, 5 > 1.

Rezultate obtinute pe baza principiului lui Leray—Schauder pentru
probleme la limita cu p-Laplacean pot fi gasite in lucrarea Jebelean [20].

9.5 Metoda iteratiilor monotone

Metoda iteratiilor monotone, sau metoda sub si supra-solutiilor, reduce
problema existentei solutiilor la existenta unei sub-solutii u si a unei
supra-solutii @, cu u < w. Instrumentul cel mai legat de aceasta metoda
il reprezintd principiul de maxim.

Vom ilustra aceastd metoda pe cazul problemei (9.1) in care membrul
drept al ecuatiei nu depinde de Vu, adica pe problema

—Au=g(z,u)+ f pe
{ u=0 pe 092 (9-7)

unde f € H71(Q) si g: Q x R — R. Vom considera cazul n > 3.
Definitia 9.4 Numim sub-solutie a problemei (9.7), o functie u € H' (Q)

pentru care N, (u) € L@ (Q) s

—Au<g(z,u)+ f in D (Q)
u<0 pedd.
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Numim supra-solutie a problemei (9.7), o functie w € H' () pentru
care N, (u) € L) (Q) si

~AT > g(z,7) + f in D' ()
uw>0 pedf.

Teorema 9.7 FieQ C R™ o multime deschisd si marginita, f € H™1 (Q)
st fie u, w o sub-solutie §i respectiv o supra-solutie a problemei (9.7) cu
u(x) < u(x) ap.t. x € Q. Daca functia g : 2 x R — R satisface
conditiile lui Carathéodory si este crescatoare in raport cu al doilea ar-
gument, adicd

g(z,u1) < g (x, ug) (9-8)

pentru u(z) < wyp < uz < u(x) §i a.p.t. x € Q, atunci problema (9.7)
are cel putin o solutie slabd u € Hy () satisfacand u (z) < u (v) < u ()
a.p.t. x € Q.

Demonstratie. Fie v € H!(2) o functie oarecare satisficand
u(zr) <u(x) <u(x)apt. z e Q. Conditiile lui Carathéodory garan-
teaza ca functia N, (u) = g (.,u(.)) este masurabila. Mai departe, (9.8)
implica N, (u) < Ny (u) < Ny () pe 2, de unde

0 < Ny (u) — Ny (u) < Ny (u) — Ny (u).

De aici si din Ny (@) —Ng (u) € " (Q) se deduce ci functia masurabild
Ny (u) — Ny (u) apartine lui L (Q) Atunci N, (u) € L@ (Q) de
asemenea. Cum L)' (Q) ¢ H~1(Q), are deci sens

Aw) = (=) (Ny (u)+ f) 5 0= A(u) € HE (D).
Avem

~Au < g(x,u) + f in D (Q) i ~Av =g (z,u)+ f in D' (Q)
u <0 ped 3 v=0 pe .

Rezulta



PROBLEME ELIPTICE NELINIARE 233

Principiul de maxim garanteaza v — u > 0 pe Q. Analog, w — v > 0 pe
Q. Deci

u<u<mu implea u< A(u) <.

In particular, u < A (u) < @, de unde, din aproape in aproape, se deduce
cad u < AF (u) < @ pentru orice k. In plus, este usor de constatat ca sirul
de functii (Ak (g)) este crescator. Din teorema convergentei monotone
a lui Beppo-Levi deducem c# exista o functie u € L2 (Q) cu A* (u) — u
in L?" (Q) pentru k — oco. Ne rdméane s ariitdm ci A (u) = w. In
plus vom ariita ci aceastii convergents are loc chiar in HJ (Q) . Mono-
tonia sirului (A" (u)) si convergenta sa la u in L?" (Q) garanteazs ci
A¥ (u) (z) — u(x) a.p.t. x € Q. Conditia Carathéodory de continui-
tate, implicd atunci cd Ny (4% (u) (z)) — Ny (u) (z) a.p.t. z € Q. Dar
sirul (N, (A* (u))) este el insusi monoton. Deci Ny (AF (u)) — Ny (u)
in L&) (Q) si deci si in H~'(Q). Folosind continuitatea operatoru-
lui (—A)™ de la H~1(Q) la H} (), deducem A (A% (u)) — A(w) in
H} (), deci si in L¥ (). Asadar A(u) =u. =

Observatia 9.4 Teorema 9.7 ramane adevarata daca operatorul —Au
se inlocuieste prin —Au — cu, cu ¢ < Aq.

Sub gi supra-solutii pot fi puse in evidenta pentru diferite clase de
functii g (a se vedea sectiunea Probleme).

Mai multe detalii despre metoda iteratiilor monotone, inclusiv vari-
anta ei abstractii, operatoriald, pot fi giisite in monografia Precup [40].

9.6 Metoda punctului critic

Definitia 9.5 Fie X un spatiu liniar normat si £ : X — R o functionala
oarecare. Prin derivata lui E in v € X dupa directia v € X, notata cu
E’ (u;v), se intelege (daca exista) numarul

E' (u;v) = lim E(utto) = B(u)
’ t—0+ t ‘

Daca E' (u;v) existd pentru orice v € X si functionala E’ (u;.) este
liniard si continud pe X, spunem ci E este derivabild in u si notdm
E' (u) = E' (u;.). Atunci E' (u) € X* si (F' (u),v) = E' (u;v) pentru
ve X.

Se spune ci E este derivabild daci ea este derivabild in orice u € X.
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Asa de exemplu, functionala energie asociatd problemei Dirichlet
(8.1) cu f € H™1 () este

E:HL(Q) >R, E(u) :%|u|§{01 —(fu).

Am constatat c& pentru orice u, v € H} (), avem

E' (u;0) = (u,0) s — (f.0).

Aceasta arata ca E este derivabila si
E' (u) = (“7')H3 —(f,.)-

Prin solutie slaba a problemei Dirichlet (8.1) s-a inteles o functie u €
H} (Q) pentru care E' (u;v) = 0 pentru orice v € Hg () . Aceasta revine
la faptul ca E’ (u) = 0, adica u este punct critic al functionalei energie.

In aceast sectiune vom schita doar modul in care este folositd metoda
punctului critic pentru a discuta problema neliniara (9.7) cu f € H=1 (Q).
Printr-o solutie slabi a acestei probleme am inteles o functie u € H, ()
pentru care g (., u(.)) € H1(Q) si

(u,v)Hé — (g (-,u) + f,v) =0, UEH& Q).

Prima intrebare care se pune este daci existi o functionala derivabila pe
H{ (2) astfel ca solutiile slabe ale problemei neliniare (9.7) si coincida cu
punctele ei critice. Raspunsul afirmativ este dat de teorema urmatoare.

Teorema 9.8 Fic ) C R" deschis si marginit st n > 3. Fie f €
H=1(Q) si g : Q x R— R. Presupunem cd g satisface conditiile lui
Carathéodory si conditia de crestere

lg (z,u)| < clul” "+ h(2) (9.9)
pentru orice u € R i a.p.t. © € Q, unde c € Ry iar h € L&) (Q). Fie

G : QxR — R primitiva lui g in raport cu cel de-al doilea argument,
care se anuleazd in origine, adicd

G(:c,u):/oug(x,T)dT (x e, ueR).



PROBLEME ELIPTICE NELINIARE 235
Atunci functionala E : H} (Q) — R definitd prin

E(u) = /Q <; IV (2)]? — G (z,u (:,;))> dr — (f,u)  (9.10)

B 1 2 u(z) _
= /Q<2|Vu(a:)\ /0 g(ﬂC,T)d7'> dz — (f,u)

este derivabild si
(E' (u) ,U) = (u, U)H& — (g (., u)+ f,v) (9.11)
oricare ar fi u, v € H} ().
Observatia 9.5 Pentru v =¢ € D (), (9.11) devine
(E"(u),p) = (~Au—g(,u)—f ).
Asadar, ca distributie pe Q, E' (u) = —Au — g (.,u) — f. Deci
E'=-A—-N,-f.
Demonstratie. Avem de demonstrat ca

/ (G(x,u+tv) — G (z,u)
Q

" —g(x,u)v) drx — 0 pentru t — 0.

(9.12)
Fie
G(z,u+tv) — G (z,u)

" —g(z,u)v.

1/1(9C7t) =

Folosind teorema de medie, putem scrie
¥ (z,t) = [g(z,u+ 10 (z)v) — g (z,u)]v
unde 0 (x) € [0,1]. Conditia Carathéodory de continuitate implica
Y (xz,t) — 0 pentru t — 04 a.p.t. = € .

Pe de alta parte, folosind (9.9), pentru ¢t < 1 gasim

(@] < Jof (elut 0o+ clul !+ 2]n])

IN

[of [e (lul + o])* =" + efuf® =" + 2]
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Sa observam ca membrul drept al acestei inegalitati nu depinde de ¢ si
este o functie din L' (). Apartenenta la L! () rezults din inegalitatea
lui Holder fiinded u, v € HE () € L2 () si ¢ (Ju] + [v])* " +clul* 71+
2|h| € L2 () . Teorema convergentei dominate a lui Lebesgue implici
atunci c& ¢ (.,t) — 0 in L' (Q) pentru t — 0, adici (9.12). m

Formula (9.10) defineste functionala energie a problemei neliniare
(9.7), iar (9.11) arata ca solutiile slabe ale acestei probleme coincid cu
punctele critice ale functionalei energie. S-a viizut c& in cazul liniar
functionala energie admite un unic punct critic gi acesta este unicul
ei punct de minim. In caz neliniar, pot exista mai multe solutii ale
problemei i deci, mai multe puncte critice ale functionalei energie cores-
punzatoare. Urmatoarea intrebare care se impune este asadar, prin ce
metode putem identifica puncte critice pentru functionala (9.10). Cea
mai simpla cale este de a imita cazul liniar, impunéand lui g conditii care
sa garanteze existenta unui punct de minim al functionalei energie si de
a ne baza pe urmatoarea varianta generalizata a teoremei lui Fermat.

Propozitia 9.2 Fie X un spatiu liniar normat si E : X — R o functio-
nald oarecare. Dacau € X este un punct de extrem local al lui E st daca
E este deriabila in u, atunci E' (u) = 0.

Demonstratie. Fie v un punct de minim local. Atunci exista o
bila B, (u) de raza r > 0 si centru u astfel incat E (w) > E (u) pentru
orice w € B, (u). Fie v € X cu |v| = 1. Pentru orice ¢ € [0,r) avem

E(u+tv)>E(u) si E(u—tv) > E(u).

Din prima inegalitate se deduce E’ (u;v) > 0, iar din cea de a doua
E' (u;—v) > 0. Dar E (u;v) = (E' (u) ,v) si E' (u; —v) = (E' (u) , —v) =
— (E' (u) ,v). Rezulta (E' (u),v) = 0. Cum v a fost arbitrar ales, de-
ducem E' (u) =0. m

Propozitia care urmeaza furnizeaza conditii suficiente pentru ca o
functionala oarecare s admitd un punct de minim global.

Propozitia 9.3 Fie X un spatiu Banach reflexiv si E : X — R o
functionalda. Presupunem cd pentru orice A € R, multimea de nivel
(E<)) :={u € X : E(u) < A} este inchisd si convexd. In plus,
presupunem ca E este coerciva, adica FE (u) — oo pentru |u| — oc.
Atunci E este mdginitd inferior pe X si isi atinge infimumul.

Demonstratie. Fie m = infx E (u). Avem —oco < m < oo. Con-
sideram un sir (uy) de elemente ale lui X cu proprietatea E (ug) — m
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pentru k — oo. Coercivitatea lui E implica marginirea sirului (uy).
Cum X este reflexiv, exista un subsir slab convergent al lui (uy) . Fara
a introduce o notatie speciala pentru acest subsir, putem presupune ca
ur — ug slab. Fie a un numar real oarecare cu m < a. Atunci, exista
un rang k, incepand de la care E (uz) < a, adicd u, € (E < a). Este
cunoscut rezultatul conform caruia, pentru orice sir slab convergent e-
xista un sir de combinatii convexe ale termenilor sai care converge tare
la aceeasi limita. Fie () sirul de combinatii convexe de elemente ale lui
(ug)p>p, cu U — ug tare. Convexitatea multimii (£ < a) garanteaza
Uy € (E < a), iar faptul ca (E < a) este inchisi, implics ug € (E < a).
Deci E (up) < a. Facand a | m, gasim E (up) < m, ceea ce aratd pe de
o parte cd m > —oo si pe alta parte ca E (up) =m. m

Suntem acum in misurd si enuntim un rezultat de existentd pentru

problema Dirichlet (9.7).

Teorema 9.9 Fie Q0 C R"™ deschis si marginit i n > 3. Fie f €
H1(Q) sig: QxR — R. Presupunem cd g satisface conditiile lui
Carathéodory si conditia de crestere

lg (z,u)| < clul* 7'+ h(2) (9.13)

pentru orice u € R gi a.p.t. x € Q, unde ¢ € Rygih € L@ (Q).
Dacd in plus g (x,0) = 0 si g (x,.) este descrescitoare pe R a.p.t.z € Q,
atunci problema (9.7) are o solutie slabd uw € H} (Q) unicd. In plus u
minimizeazd functionala energie.

Demonstratie. Este clar ca functionala § |u|12qé — (f,u) este con-
tinua si convexd pe HE (). Aritdm cid aceleasi proprietiti le are si
functionala — [, G (x,u) dz. Din (9.13) deducem cé existd constanta ¢y
sihy € LY () cu

|G (2, )| < e [u]* + hi (2)

pentru orice u € R si a.p.t. = € Q. Teorema 9.1 asupra operatorului
lui Nemytskii implici continuitatea lui Ng = G (.,u (.)) de la L2 (Q) la
L' (). Daci up — u in H} (), atunci u, — u in L¥ (92), de unde
G(,up () = G(,u())in L' (Q). Deci

/ (G (2, w0) — G (2, 1)) da
Q

< / G (2.ur) — G (2,u)] do — 0,
Q
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adicd functionala — [, G (z,u) dx este continui. Rezultd ca E este de
asemenea continui si in consecintd, multimile de nivel (F < \) sunt
inchise.

Pe de alta parte, din g (x,.) descrescatoare pe R avem ca G (z,.) este
o functie concava pe R. Rezulta, dupa cum se poate constata usor, ca
functionala — [ G (z,u) dz este convexd pe Hj (). Atunci, ca o suma
de functionale convexe, E este convexa. In consecintd multimile ei de
nivel (E < \) sunt convexe.

In final aratam ca F este coerciva. Cum g (z,.) este descrescatoare,
iar g (z,0) = 0, rezulta ca G (z,u) < 0 pentru orice u € R. Atunci

2
E(u) > |U‘H3 - |f|H*1 ‘U|Hé

N | =

de unde E (u) — oo pentru |“|H5 — o00. Propozitiile 9.3 si 9.2 implica
existenta unei solutii care minimizeaza energia. Unicitatea solutiei este
consecinta convexitatii stricte a functionalei E garantata de convexitatea
stricta a termenului ]uﬁ{é (Exercitiu). m

In ultimele trei decenii, teoria punctului critic a cunoscut o remar-
cabila dezvoltare. Au fost puse la punct metode prin care sunt obtinute
puncte critice ce nu sunt puncte de extrem. Cititorul interesat sa se
initieze in aceste metode poate consulta lucrdrile Precup [38], [40] si
Radulescu [44]. Numeroase tehnici de punct critic pentru ecuatii cu
derivate partiale sunt prezentate in monografiile Rabinowitz [43] si Struwe
[51].

Alte metode pentru studiul problemelor la limita neliniare se bazeazéa
pe teoria operatorilor monotoni in sensul lui Minty si Browder; a se vedea
Barbu [3, Sectiunea 3.5], Lions [26], Necas [33] si Sburlan [46, Sectiunea
I1.2]. O foarte buni introducere in problemele la limitd neliniare este
lucrarea Taylor [53, vol. 3].

9.7 Probleme

1) Sa se dea exemple de functii g care satisfac toate conditiile fiecareia
dintre Teoremele 9.2, 9.4 gi 9.6.

2) Sa se verifice faptul ca functia g (z,u,v) = —a |u|p_1 u satisface
conditiile Teoremei 9.6 dacd @ € R4 g1 1 < p < 2* — 1. Sa se deduca
existenta pentru orice f € H ' (Q), a cel putin unei solutii slabe a
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problemei

—Au=—aluff tu+f peQ
u=20 pe 00Q.

3) S se arate ci in Teorema 9.7, daca in plus u, @ € L™ (Q), adici
exista constantele m, M cu m < u(x) < u(x) < M apt. =z € Q,
atunci conditia ca g (z,u) sa fie crescatoare pentru u € [u(x),u ()]
a.p.t. x € Q, poate fi inlocuitd cu cerinta ca si existe o constantii K > 0
astfel incat functia g (x,u) + Ku este crescatoare pentru u € [m, M]
a.p.t. z € Q.

Indicatie. Se scrie ecuatia sub forma —Au+ Ku = g (z,u) + Ku+ f
si se tine seama de Observatia 9.4.

4) Si se arate ci dacd f € L™ (Q) iar g(z,u) = cu — al|ulP" u,
unde ¢ < A1 si @ € Ry, atunci functia @ = (—A —cl) !¢y este o
supra-solutie, iar u = —u este o sub-solutie a problemei (9.7), unde
co = |[flpe -

Indicatie. Principiul de maxim garanteaza w > 0. Atunci

—AT=cu+cy>cu+f—aluff'u inD(Q).

Deci @ este o supra-solutie.
5) Fie problema

—Au=g(u) pe
u>0 pe (9.14)
u=20 pe 0N

Presupunem ci g € C' (R4), g(0) =0, ¢’ (0) > A1 si limy, 0o g () /u <
A1. Sa se arate ca exista o supra-solutie u si o sub-solutie u = €¢; cu
0 < e¢; <w. Sa se deduca existenta unei solutii u > 0 pe 2.

Indicatie. Fie ¢ cu limy o0 g (1) /u < ¢ < A1. Atunci existd R > 0
astfel ca g (u) < cu pentru orice v > R. Functia ¢ fiind continua pe
[0, R], exista cp > 0 cu g(u) < ¢o pentru orice v € [0, R]. Asadar,
g (u) < cutco, u € Ry. Atunci@ = (—A — ¢I) ™! ¢o. Pe de alti parte, din
g (0) > A1 avem g (u) > Aju pentru orice u € [0,0]. Cum ¢; € L (Q)
si ¢; > 0 pe Q (vezi Teorema 8.10), exista € > 0 cu 0 < e¢; < § pe .
Atunci —A (e¢)) = —eAp; = el < g(e¢;), adicad u = ¢, este o sub-
solutie. Pentru a arata ca e¢; < u se folosesc relatiile —Au = cu+cp si
—A(epy) < g(e¢p;) din care se deduce ca

—A[U—e¢) —c(@—epy) > co+cedy —glepy) = 0.
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Principiul maximului garanteaza w—e¢; > 0.

6) Demonstrati ca in conditiile Problemei 5, u < @ oricare ar i u
o solutie a problemei (9.14).

7) Sa se verifice ca functia g din Problema 2 satisface conditiile
Teoremei 9.9 pentru 1 < p < 2* — 1.

8) Sa se formuleze rezultate de existenta de tipul Teoremelor 9.2,
9.4 51 9.6 pentru cazul in care operatorul B de la H} (Q) in H! () este
unul general, adica pentru problema

—Au=B(u)+ f pe
u=20 pe 09.

A se vedea si Sectiunea 10.5 care urmeaza.



Capitolul 10
Probleme de evolutie
neliniare

In Capitolul 4 s-a definit notiunea de solutie slaba sau generalizata a
problemei Cauchy—Dirichlet pentru ecuatia caldurii gi pentru ecuatia un-
delor si s-au demonstrat teoremele de existenta, unicitate si reprezentare
a solutiilor slabe. Pentru aceasta s-a lucrat cu functii cu valori in
spatiul L? (Q). Ca si in cazul problemei Dirichlet, este util si se extindi
notiunea de solutie considerand mai general spatiul H~! () in locul
lui L? (€2) . Importanta acestei extinderi s-a vizut in Capitolul 9 consa-
crat problemelor la limita eliptice neliniare si se va reflecta din nou in
sectiunile rezervate problemei Cauchy—Dirichlet pentru ecuatii neliniare.
Ea const# in faptul c¢& permite tratarea unor ecuatii cu neliniaritate su-
perliniara.

In acest capitol vom prezenta rezultate de tipul celor din Capitolul 4
pentru functii cu valori in H~' () si vom stabili rezultate de existenti
pentru probleme neliniare. In plus, vom prezenta teoreme de regularitate
a solutiilor slabe.

10.1 Serii Fourier in H~! (Q)

Extinderea unor rationamente ficute in Paragrafele 4.3 si 4.4 la cazul
functiilor f cu valori in H~' () este posibili pe baza teoremei care
urmeaza si care, in esentdl generalizeazi pentru spatiul H—1(Q), egali-
tatea lui Parseval si proprietatea de completitudine a sistemului functiilor
proprii (¢y,) .

241
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Teorema 10.1 (i) Pentru orice u € H=1(Q), avem

uw=> (u,¢) ¢ (in H ' (Q)) (10.1)
k=1
1
> o (w &) = [ulfr1 - (10.2)
k=1
(ii) Dacd uw € L? (0,T; H*(Q)) , atunci
Z w, ) o (in L7 (0,T; H™'(Q))).
k=1

Demonstratie. (i) Se foloseste faptul cd —A este un izomorfism al
spatiilor H} () si H~' (Q) . Astfel, dacidu € H~' (Q), atunci (—A) ' u €
H{ () si egalitatea (10.1) este echivalenta cu

u=y (u, “o (in Hg ().
k=1
Dar (—A) !¢, = i(l)k iar (u,¢y) = (( A ,qﬁk) . Astfel egali-

tatea de mai sus se poate rescrie ca

. —1u:Oo A Ly Pr & n gL
(=4) kZ:l<( A) VE)}%\/E (in Hy (2))-

Dar aceasta egalitate este adevarata fiindca sistemul (qbk / \/E) este com-
plet in H} (Q).

Relatia (10.2) este echivalenti cu egalitatea lui Parseval in HJ (Q),
pentru functia (—A) ™" .

(ii) Conform punctului (i),

=1
k=1

Problema se reduce la a demonstra convergenta sirului sumelor partiale
ale acestei serii, in L' (0,T) . Aceasta are loc, pe baza teoremei convergen-
tei dominate a lui Lebesgue, fiindca functia |u ()\%1,1 apartine spatiului
L' (0,T) si domina sumele partiale. m
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10.2 Ecuatia neomogeni a cildurii in ' (Q)

Prezentam un rezultat al lui J.L. Lions cu privire la existenta si unici-
tatea solutiei slabe a problemei Cauchy—Dirichlet pentru ecuatia caldurii.

Teorema 10.2 (Lions) Dacd f € L*(0,T; H(Q)) si go € L*(Q),
atunci exista o unicd functie

ue L? (0,T; Hy () nC ([0,T]; L* () (10.3)

astfel incat pentru orice v € HY (Q) functia (u (t),v) 2 este absolut con-
tinua pe [0,T] si

{ g (W), )2 + (u(t),v) g = (f(1),0) apt te[0,T] (10.4)

u (0) = go.
In plus, pentru orice t € [0,T], avem

31O = 5lofte + [ @l = [ () utman 105)

Demonstratie. Procedam ca in Sectiunea 4.3 gi cautam functia u
sub forma (4.8), anume

w(t) =Y uk (t) gy (10.6)
k=1

Inlocuind formal in (10.4) obtinem expresia (4.10) a coeficientilor uy, (),
adica

t
ug (t) = e*)‘ktgg + / e*)"“(t*s)fk (s)ds
0

unde, de aceastd datd, fx (t) = (f (t),¢y) . Amintim c& g& = (go, 1) 12 -

a) Aritdm ca seria (10.6) defineste o functie u € C ([0,T]; L*(Q)) .
Pentru aceasta este suficient sa demonstram ca aceasta serie este conver-
gentdi in L? (Q), uniform in raport cu t € [0,7]. S& considerim sumele
partiale ale seriei (10.6)

s (1) = 3 g (1) 6.
k=1
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Avem
m-+p 2 m-+p
2
Smap () = sm (O[T =] Y w() | = D ui(t).
k=m+1 L2 k=m+1

Astfel problema s-a redus la a demonstra convergenta uniforma a se-
riei 7%, u? (t) pe intervalul [0,7]. Folosind inegalitatea (a +b)® <

2 (a + b2) gasim
2 [(9’5)2 + ( /0 TN (o) dsﬂ (10.7)

2(o) 45 [ 7 )

Problema se reduce astfel la convergenta seriilor numerice

S () 5 X [ e

k=1

IN

uj (t)

IN

Egalitatea lui Parseval garanteaza faptul ca prima serie are ca suma pe
9|22 , iar (10.2) implica

— 1
> IR = 1 ()
k=1
Pe de altd parte, din f € L? (0,T; H~* (Q)) , rezulta c& functia | f (5)[3-1

apartine lui L' (0,T). Teorema convergentei dominate a lui Lebesgue
garanteaza acum ca

Z/Qm w—Aﬂﬂﬂéw&

Sa mai observam ca din (10.7) rezulta

t
Ju ()72 < 2]gol7 +/ |f ()[F-1ds, t€[0,T]. (10.8)
0
b) Demonstram ca u € L? (0,T; Hj (Q)) . Avem

{ (Slm (t)a¢j)L2 + (Sm (t) ’qu)Hé = (f (t)7¢j) , J=1,2,...,m
Sm (0) = gom
(10.9)
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unde gom = > 1y 9E by Rezulti

(5t (8) s 5m (1) 2 + lsm (D7 = (F (£) s 5m (1)

sau inci
1d 9 9
5 g [mlrz +Ismliy = (£, 5m)
Daca integram obtinem
1 2 1 2 ¢ 2
B |$m, (t)|72 — B lgom|72+ [ |Sm (T)|H3 dr (10.10)
0

- / (f (7)1 8m (7)) dr < / £ () gt Ism (1) g -
0 0

Folosind inegalitatea lui Holder si faptul ca |gom|;2 < |go| 2, deducem
ca

1
2 2
|Sm’L2(O,t;H3(Q)) - 5 ‘QO‘LQ < |f|L2(O,t;H*1(Q)) ’Sm|L2(0,t;Hé(Q)) (1011)

de unde rezultd marginirea sirului (s,,) in spatiul L2 (0,75 Hj ().
Trecand eventual la un subsir putem presupune ca s,, — u slab in
L?(0,T; H} () . Mai departe este cunoscut rezultatul conform ciruia
daca un sir converge slab atunci exista un sir de combinatii convexe
de ele-mente ale acelui gir care sa convearga tare catre aceeasi limita.
Fie (s¢,) acest gir de combinatii convexe de elemente ale lui (s,,) care
converge tare in L2 (0, T; H} (Q)) la w. Trecand eventual din nou la un
subsir, putem presupune ci ¢, (t) — @ (t) in H} () (deci si in L? (Q))
a.p.t. t € [0,7]. Cum insi s, () — u(t) in L?(Q) pentru orice t €
0,7, rezultd u (t) = @ (t) a.p.t. t € [0,T]. Deci u € L? (0, T; H} (2)) .
c¢) Din (10.9) deducem pentru m > j

(sm (t) 65) 12 — (90m=¢j)L2+/0 (5m (7) 2 65) gy A
- [¢@6)ar

Daca se tinde la limita cu m — oo se obtine
t
(U (t)7¢])L2 - (90)¢j)L2 +/O (U (T),Qb])Hé dr (1012)
t
= /0 (f (T) )¢J) dr.
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Cum orive v € HJ (Q) este limita in H} () a unui sir de combinatii
liniare a elementelor ¢y, folosind (10.12) gasim

(u(t),v) 2 — (90,v) 2 +/0 (u(T) ,v)Hé dr

_ /Ot(f(T),v)dT.

Aceasta arata ca functia (u(t),v);. este absolut continua si

d

@ (u (t) 7U)L2 + (u (t) 7U)Hé = (f (t) 7”) apt te [OaT] .

d) Egalitatea u (0) = go se obtine din s, (0) = gomm daca m — oo.

e) Pentru unicitate, s presupunem ca u gi v sunt doua functii care se
bucura de toate proprietatile din enunt. Atunci pentru functia w = u—v
sl orice j avem

(w(t),¢j)L2+/0 (w(s),qﬁj)Héds:O, tel0,T].

Dar (w (s) ,qu)H% =\ (w(s) ’¢j)L2 . Deci

(w(t),¢j)L2+)\j/0 (w(s),¢j)L2d5:0, te0,7T].

Rezultd c& (w (¢) ,¢j)L2 = Ce it Cum insd w (0) = 0, avem C = 0,
adica (w (t) ’¢j)L2 = 0 pentru orice t € [0,T]. Asadar w (t) = 0 pentru
orice t € [0,T], de unde u = v.

f) Demonstratia relatiei (10.5). Fie f™ (¢t) = >}, fx (t) ¢} Atunci,

pentru orice m si j avem
(810 (1), 05) 12 + (5m (1), 65) j = (F7 (1) . ¢5) (10.13)

Fie ¢ € (0,1] un numér oarecare. Din s,, — u in C ([0,7]; L* ()
si f™ — fin L2 (0, T;H! (Q)) rezultd ci existd M. astfel incat pentru
m > M, sa avem

[$m = uloqo @) = €
" = fleeoma-1o) < &
Din s, — u slab in L? (0,7 Hj () , rezultd cd existd un sir (s7),., de
combinatii convexe de elemente ale girului (sm),,,,. astfel ca s¢ —
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u tare in L2 (O,T; H} (Q)) pentru Kk — oo. In particular, sj (t) —
w(t) in H} (Q) si deci in L?(Q), a.pt. t € [0,7]. Fie ((fk)c)k>1
sirul combinatiilor convexe cu aceiasi coeficienti ale elementelor cores-
punzatoare din sirul (fm)m>M5 . Este clar ca pentru orice k > 1 au loc
estimérile B

VAN
™

st — u’c[o,T];B(Q)
(7 -5

Trecand eventual la un subsir, putem presupune ca ( f”“)C — fe slab in
L?(0,T; H1 (Q)) si|s§ (0)] ;2 — 7. Avem

IN
™

L2(0,T:H-1(9))

7e = lgol 2|

\fe = Flrzoma-19)

VANVAN

Din (10.13) obtinem mai intai

((55) (1) 05) o + (550, 07) gy = ((£) 1) 05).

iar apoi

((55) (1) 5 (1) o+ 155 ()3 = (7)), s2.1))

de unde, prin integrare, se gaseste ca

31550~ 31 O+ [ Bgar= [ () @5k 0) ar.

Pentru £k — oo si toti ¢, cu exceptia unei multimi de masura nula,
obtinem

sl =52+ [ u@yar = [ (@u@)ar

Avem

V2 —lgolr2| <& (o + |golz2) < e(2]golp2 + 1)
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T T
| o=@ < [ 1@ - Ol g i
0 0
< e = flreomm-r@) Ul (0.1 @)
<

€ ’“|L2(0,T;H3(Q)) :

Rezulta ca a.p.t. t, avem

Sl = gl + [ e~ [ G umar

1 2
< B ’7§_|QO|L2 <ce

+‘/OT(fa(T)—f(T)7U(T))dT

unde c este o constanta independenta de t si de €. Deducem ca functia
din membrul intai, continui pe [0,77, este nula. Astfel relatia (10.5)
este demonstrata. m

O altd demonstratie poate fi gisitd in lucrarea Temam [54, p. 68].
O a treia demonstratie bazata pe o teorema de izomorfism de tipul Teo-
remei 7.15, poate fi gisitd in Lions-Magenes [27, p. 257].

Observatia 10.1 Egalitatea (10.5) implica

SO + By = (0, u(0), apt 1€[0.T]. (1014

Definitia 10.1 Numim solutie (slaba sau generalizata) a problemei
Cauchy—Dirichlet

Gi—Au=f peQ
u(z,0) =go(x) peQ (10.15)
u=0 pe X

pentru f € L? (0, T;H! (Q)) si go € L? (), functia u cu proprietatile
(10.3) si (10.4).

Observatia 10.2 Daca u este solutia slabad a problemei (10.15), atunci
u satisface ecuatia v’ — Au = f in sensul teoriei distributiilor cu valori
in H=1(Q) (a se vedea Temam [54, p. 67]).

10.3 Rezultate de regularitate

Vom analiza in detaliu regularitatea solutiei slabe a problemei Cauchy—
Dirichlet pentru ecuatia caldurii. O privire superficiala asupra formulei
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(10.6) de reprezentare a solutiei slabe in cazul omogen f = 0, ne suge-
reazd cd, datd fiind prezenta factorilor exponentiali e~ solutia ar
trebui sa posede proprietati de regularitate remarcabile. Vom arata ca
intr-adevir asa se intAmpld si ci ecuatia cildurii are un puternic efect
regularizant asupra datei initiale gog. Se va vedea ca solutia u (z,t) este
de clasi C™ in raport cu z, pentru orice ¢t > 0, chiar daci go este o
functie discontinua.

Pentru a discuta regularitatea solutiei este convenabil sa consideram
urméitoarele subspatii ale lui Xo = L% (Q) :

Xm={ueH)(Q): Aue X, 1}, m=12, ..
Este clar ca

X = {u € Hj (Q) : Au, Au, ..., A™ 1y € Hy (), A™u € L* ()}

X1 C X C ... C X1 C HY (Q).

Lema 10.1 (a) Spatiul X,, inzestrat cu produsul scalar
(u,v)x = (A™u, A™v) s

este un spatiu Hilbert.
(b) Pentru orice u € X, are loc urmdatoarea generalizare a egalitatii
lui Parseval

o0

[ul%, = > A" (u,65)7s - (10.16)
j=1

Demonstratie. (a) Se verifici mai intai ci pentru aplicatia (u, v) X,
sunt satisfacute toate axiomele produsului scalar. Astfel, daca ]u|§(m =
(u,u)x, =0, atunci 0 = A™u = A (A™ 1u) . Cum A" 'y € Hy (Q),
pe baza teoremei de existenta si unicitate a solutiei slabe a problemei
Dirichlet, avem 0 = A™ 1y = A (Am_Qu) . Din aproape in aproape, se
obtine in final u = 0.

Pentru completitudine, fie (v;);~, un sir fundamental in X,,. Atunci
sirul (A™wvy),s, este fundamental in L?(Q) si deci convergent la un

element v™ € L? () . Pe baza Teoremei 3.13, exist# in mod unic functiile
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oML pm=2 00 astfel incat AviTl = oJ pentruj =m,m—1,...,1. Este

clar ¢& 0 € X,, si v, — 00 in X, pentru k — oco.
(b) Folosind egalitatea lui Parseval, este suficient sa aratam ca

(A", ¢5) 2 = (=) A" (1, 65) 12 -
Intr-adevar
(A™ud) s = = (A" dy) gy = —As (A" 06
= (AR dy) gy = = (D (0,6)
| ]

Lema 10.2 Dacd f € L? (0,T; L*(Q)) si go € Hg (Q), atunci solutia u
a problemei (10.15) posedd in plus proprietatea

uwe L*(0,T; X1).

Demonstratie. Revenim la demonstratia Teoremei 10.2. Folosind
relatiile

(S'lma >\j¢j)L2 = (S{ma @bj)H%
(5m:Xi85) g = (= A8my Xi65) 12 = (= A8m, —A¢5) 1o = (sm, 05 i,
(fv A](Zﬁj)lg = (f7 —A%)Lz

obtinem

(5 ) 5 (0) gy + I (), = (F (£), A (1))

de unde
Sdi ’*Sm’Hé + fsm‘xl = (f,—Asm)2
< flp2 |Asml g2
1 2 2
< B (’f’]} + ‘Sm‘)g) .
Rezulta

d 2 2 2
dt |Sm’H3 + |5m|X1 < ‘f|L2'
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Prin integrare se obtine

IN

t t
s i+ [ Jon (I ds < s O+ [ 17 ()12

A

T
2 2
< lally + [ @)

Aceasta implici méarginitea sirului (s,,) in L2 (0,T; X). Ca la punctul
b) din demonstratia Teoremei 10.2, se obtine cd u € L? (0,T; X7). =
Are loc urmatorul rezultat de regularitate atat in ¢ cat si in x.

Teorema 10.3 Fie p € N si g9 € H}(Q). Dacd g0 € X, si f €
P o H(0,T; X,_), atunci

p
ue () CH(0,T]; Xpop) N L* (0, T Xp41) -
k=0

Demonstratie. Rationim prin inductie in raport cu p. Pentrup = 0
se afirmi ca dacd go € H} (Q) si f € L? (O,T; L? (Q)), atunci u €
C ([0, T);L* (22))NL* (0,T; X1) , ceea ce este adevérat pe baza Teoremei
10.2 si a Lemei 10.2.

Presupunem rezultatul adevarat pentru p si aratam ca el are loc si
pentru p 4+ 1. Fie g9 € X1 51 f € ﬂgié H* (0,T; Xp41-k) . Atunci
go = Ago+ f (0) € X, iar f=fe Me_o H* (0,73 X,,_) . In consecinta,
solutia u a problemei corespunzitoare datelor gy si J?are proprietatea

P
ae () CH([0,T); Xp—i) N L (0,T; Xpy1) - (10.17)
k=0
Fie
t
u(t) =go +/ u(s)ds.

0

Din 4 € (_, C* ([0, T]; Xp—k) deducem
p+1

u e ﬁ cH ([OvT] ;Xp*k) = ﬂ c ([OvT] ;Xp-‘rl—j)
k=0 j=1
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iar din @ € L? (0,T; Xp41) avem u € C ([0, 7] ; Xp+1) - Deci

p+1
ue [ CH([0,T]; Xpa-r) -
k=0

In final se constata ca u este solutia corespunzatoare datelor gg si f, de
unde

Au=u—f=ua—fecL*0,T; Xps1)-

Asadar u € L?(0,T; Xpi2). m
Vom incheia cu rezultate de regularitate pentru cazul ecuatiei omo-
gene a caldurii, adica pentru f = 0. Solutia problemei este atunci

[e.o]

u(t) = e Nlgio, tel0,1].

j=1

Am vizut deja ca daca go € L% (), atunci u € C ([O,T] - L? (Q)) . Mai
mult decat atat, avem urmatorul rezultat.

Teorema 10.4 1. (a) Dacd go € L?(Q), atunci u € C*((0,T]; X.n)
oricare ar fi k,m € N.
(b) Dacd go € X, atunciu € C* ([0,T]; X,—x) pentru 0 < k < p.

(¢) Daca go € ﬂNXp, atunci u € C* ([0,T7; X,) pentru orice p €
pE
N.

II. Presupunem in plus cd Q este de clasq C°.
(d) Dacd go € L* (), atunciu € C®(Q x [to, T]) pentru 0 < to < T.

(e) Daca gy € C*(Q2) si sunt satisfacute conditiile de compatibilitate

go =0, A™gy =0 pe 9Q, pentru orice m € N, (10.18)

%

atunci u € C*°(Q x [0,T)) (deci u este solutie clasicd)

Demonstratie. (a) Avem de demonstrat ca pentru orice [, seria
derivata de ordinul [

> (=) Me M gle; (10.19)

Jj=1
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este uniform convergents in X, pe orice subinterval [to,T] C (0,T]. De
subliniat cd functiile proprii ¢; apartin tuturor spatiilor X, filndca

AT = (~1)" N"'p;, m e N,

Pe baza acestei relatii si avand in vedere expresia normei pe X,, data
de (10.16), convergenta uniforma a seriei (10.19) de functii cu valori in
X, revine la convergenta uniforma a seriei de functii reale

i AT =225t (93)2 . (10.20)
j=1

Dar, pentru t > to, existi C' = C (I,m, tg) > 0 astfel incat A>T e=2\t

< /\i(Hm)e_”‘itO < C, oricare ar fi j € N\ {0}. Asadar, seria de functii
(10.20) este majorata de seria numerica convergenta

/N2
cy (96) = Cgol72 -
j=1
(b) Pentru m =p —k sil < k < p, seria (10.20) se scrie astfel:
o 20—k) —2xot | 2p ()2
Z)\j( )e=2Ait [/\jp <g6) } .
j=1

Cum ins3 )\?(l_k) < )\?(l_k) si e2Nt < 1 pentru toti j € N\ {0} sit >0,
aceasta serie este majorata de seria numerica convergenta

2l—k) = 12 N\ 2 2(l—k 2
NI () =
J=1

(c) Rezulta imediat din (b).
(d) Se aplica rezultatul de la punctul (a) si se tine seama de faptul
ca daca () este de clasa C'*°, atunci, in acord cu Teorema 8.2,

X, C H*™(Q) C C*(Q) (10.21)

algebric si topologic, oricare ar fi m si k satisfacand 2m > k + n/2.

(e) Din go € C*(2) si (10.18), pe baza Teoremei 7.3, deducem ca

go € [ X,. Apoi se aplica rezultatil de la punctul (c) si se tine cont de
pEN
incluziunile (10.21). m
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Rezultatele de existenta si regularitate pot fi extinse pentru probleme
mai generale de forma

n
%o L (@) =s@n pe@
J,k=

u(m,()) = g0 (.’I}) pe Q
u=20 pe 2.

Este evident cd in acest caz A; si ¢; vor fi valorile si functiile proprii

ale problemei Dirichlet pentru operatorul tare eliptic care inlocuieste
laplaceanul. De asemenea, in demonstratii, spatiile X,,, vor fi redefinite
corespunzator operatorului eliptic considerat.

10.4 Ecuatia neliniara a caldurii

Problemei mixte Cauchy—Dirichlet

% —Au=f peQ
u(z,0)0=0 peQ (10.22)
u=0 pe X

i se poate asocia, in conformitate cu Teorema 10.2 operatorul solutie
S:L*(0,T; H 1 (Q)) — L? (0,75 Hy (2)) nC ([0,T]; L* () ,

definit prin: Sf = wu, unde u este solutia slaba a problemei (10.22).
Teorema de estimare care urmeaza implica, pe de o parte, dependenta
continua de f si de gp a solutiei u a problemei (10.15), iar pe de alta parte
garanteazi neexpansivitatea operatorului solutie S de la L? (O, T;H! (Q))
in L2 (0, 7; H} (Q)) si de la L2 (0,7; H~1 () in C ([0,T]; L2 () .

Teorema 10.5 Fie f € L? (0,T; H ' () si go € L*(Q). Dacd u este
solutia problemei (10.15), atunci pentru orice t € [0,T] avem

luleqo.4:29) 2(go)* + |17
1
oy < 5 (114 VIFE+ 21l

unde | f| = |f‘L2(0’t;H—1(Q)) iar |go| = |90|L2(Q)'

IN

A
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In particular, pentru go =0 si t € [0,T], au loc inegalitatile

‘U|C([o,t};L2(Q)) < |f’Lz(0,t;H71(Q)) (10.23)
a0 pmy)y = Ifloum-1@)-

Demonstratie. Prima inegalitate este chiar relatia (10.8). Pentru
cea de a doua, sa observam ca din (10.11) rezulta ca

1
smlszqoumyn) < 5 (11 V177 + 21aof)

de unde

. 1 /
|3m|L2(0,t;H3(Q)) < 3 (’f‘ +/ 1P +2 |90|2> :

Trecand la limita cu m — oo obtinem inegalitatea dorita. m
Sa consideram acum problema neliniara

% —Au=(u) peQ
u(z,0)=go(z) pef (10.24)
u=0 pe 2.

Are loc urmétorul principiu de existenta ce rezulta din teorema de punct
fix a lui Banach.

Teorema 10.6 Fie gg € L? (Q) si
o :C([0,7]; L% () —L? (0,T; H' ()

o aplicatie pentru care existd o constantda a € Ry astfel incdt inegalitatea
urmdtoare are loc oricare ar fi u,v € C ([0,T];L? (2))

[ () (1) = @ () (1) jy-1(y < alu(t) = v (1) oy apot. t€[0,T].

Atunci exista o unica solutie u a problemei (10.24), adica o functie
ue L? (0,T; Hy () N C ([0,T]; L* ()

cu proprietatea cd pentru orice v € H} (Q) functia (u (t),v);2 este ab-
solut continua pe [0,T) si

{ g (w(),0) + (u(t),v) gy = (@ (u) (1) ,0) ap.t. t€0,T]
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Demonstratie. Fie ug solutia problemei (10.24) corespunzatoare
lui & = 0. Avem de rezolvat problema de punct fix

u=1up+(So®)(u), ueC([0,7];L*(Q)).

Concluzia va rezulta din teorema de punct fix a lui Banach daca vom
arata ca operatorul

A:C([0,T];L*(Q)) — C ([0,T];L*(Q)), A(u)=1uo+ (So®)(u)

este o contractie in raport cu o normi convenabil aleasi pe spatiul
C ([0,T];L*(R)) . Fie u,v € C ([0,T]; L*(£)) . Folosind Teorema 10.5
deducem

A () (1) = A(v) ()72 < /0 @ (u) (5) = @ (v) (5|71 ds
< a2/0 lu(s) — v (s)[32 ds.
Fie § > a?/2 un numér fixat. Consideram norma pe C ([0,77]; L? (2))

— —0t
Jull = max (ju 0oy e™"") -

Atunci

A (w) (1) = A () (D72 < a®[lu— vH2/0 ¢*%ds

2

% ”u - ’U”2 62915'

Daci se imparte la €2/t gi se ia maximul cand ¢ € [0, 7] se obtine

[A (u) = A(v)

I < = llu—vl
— |lu — |

T V26
Cum a/v/20 < 1 operatorul A este o contractie in raport cu norma .| .
]

Exemple

1. Fie ¥ : L?2(Q2) — H1(Q) o aplicatie pentru care existd o con-
stanta a € R cu proprietatea

(W (u) =¥ ()| g1y S alu—v|p2q), wvE L*(Q). (10.25)
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Atunci aplicatia ® : C (0, T]; L? () — L? (0,T; H~' (Q)) definitd prin
@ (u) (t) =V (u(t) (ueC(0,7];L*(Q)), t€[0,T])

satisface conditiile Teoremei 10.6.

2. Fie ¥ : 2 x R — R o functie cu proprietatea ca v (.,7) este
masurabild pentru orice 7 € R, ¥ (.,0) € H~1(Q) si existd ap € Ry
astfel ca

[V (z,71) — ¥ (2, 72)| < ag|T1 — T2

oricare ar fi 71,72 € R, a.p.t. z € Q.
Atunci operatorul ¥ : L2 (Q) — H~!(Q) definit prin

U (u) =9 (,u())

satisface conditiile din exemplul anterior.
Intr-adevar, putem scrie

U(u)=¢(,0)+o(,u(.))

unde o (z,7) = ¢ (z,7) — ¢ (2,0). Se observa ca functia o se bucura
de proprietatea |o (x,7)| < ao|r| (T € R,a.p.t. z € Q), de unde, pe
baza Teoremei 9.1 rezulta c& operatorul de superpozitie o (., u (.)) aplica
L2(Q)in L2 (Q) siin plus |o (., u () — o (., v ('))|L2(Q) <ag|u— ’U|L2(Q) .
Scufundarea L? () ¢ H~! () fiind continui va exista o constantd a €
R astfel ca (10.25) sa aiba loc.

Lemele care urmeaza pregatesc aplicarea principiului de punct fix al
lui Schauder, mai exact demonstrarea complet continuitatii operatorului
solutie S.

Lema 10.3 (Ascoli-Arzela) Fie (B, |.|5) un spatiu Banach. O submulti-
me F a lui C (0,T; B) este relativ compacta daca si numai daca F (t) =
{f@) : f € F} este relativ compacti in B pentru orice t € [0,T] si
F' este echicontinud, adica pentru orice € > 0 exista 6 > 0 astfel incdt
|f(t1) — f(t2)|g <€ oricare ar fi f € F sity,t € [0,T] cu [t; —ta] <9

Pentru demonstratie a se vedea O’Regan—Precup [35, p. 72].

Lema 10.4 (Lions) Fie X,B s Y spatii Banach astfel incit au loc
scufundarile:

X C B compacta st B CY continud.
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Atunci, pentru orice n > 0 exista N > 0 astfel ca
lulg < nluly + N luly pentru orice u € X. (10.26)

Demonstratie. Pentru orice n € N, consideram multimea U, =
{u € B:|ulg < n+nluly}. Multimile U,, sunt deschise in B, U,, C Up11
si B = U, en Un. Sfera unitate ¥ a Iui X fiind relativ compacta in B,
exista un N astfel ca ¥ C Uy. Deci |v|z < n|v|yx + N |v]y pentru orice
v € X cu |v|y = 1. Inegalitatea pentru un u € X oarecare se deduce
imediat daca seia v =u/|uly. ®

Lema 10.5 Fie X,B s Y ca in Lema 10.4. Dacd multimea F este
marginita wm LP (0,T; X) i relativ compacta i LP (0,T;Y), unde 1 <
p < 00, atunci F este relativ compacta in LP (0,T; B) .

Demonstratie. Pentru un ¢ > 0 dat, exista o submultime {f;} a lui
F' astfel incat pentru orice f € F| exista un f; cu |f — fj\Lp(O vy S €
Inegalitatea (10.26) implica

’f_fj’Lp(o,T;B) < ”’f_fj’Lp(o,T;X) +N’f_fj’Lp(o,T;y)
< nc+ Ne

unde ¢ este diametrul lui F in L? (0,7; X) . Pentru un ¢’ > 0 oarecare,
daca alegem n =&’/ (2¢) sie =&’/ (2N), obtinem |f — fj|Lp(0 7.8) S €

Aceasta garanteaza faptul ca F este relativ compacta in LP (0,7;B). m

Teorema 10.7 Operatorul solutie S este complet continuu de la
L2 (0,T; H1 (Q)) in L2 (0,T; LP () pentru (2*) < p < 2* dacan >3
st pentru orice p > 1 dacan =1 saun = 2.

Demonstratie. In conditiile asupra lui p avem H} (Q) C LP (Q) C
H~1(Q), unde prima scufundare este compacta iar cea de a doua este
continua. Conform Lemei 10.5 este suficient si ne convingem ca pen-
tru orice submultime marginitd M a lui L? (O, T;H ! (Q)) , S (M) este
mirginiti in L2 (O, T; H} (Q)) (ceea ce este adevarat pe baza Teoremei
10.5) si relativ compacti in L2 (O,T; H! (Q)) Vom demonstra mai
mult, anume ci S (M) este relativ compactd in C ([0,7]; H~ (R)) . Din
(10.23) vedem cd S (M) este marginita in C ([0,7]; L2 (€)). Atunci,
pentru orice ¢ € [0,7], multimea S (M) (t) este marginitd in L2 (Q) si
deci relativ compacts in H~! (). Réméane si ne convingem ci S (M)
este echicontinud in C ([0, T]; H 1 (Q)) .
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Pentru inceput si observam ci S (M) = {u' : u € S (M)} este
méirginitd in L2 (0,7; H-* (Q)) . Intr-adevar, daca u = S(f), f € M,
atunci o/ (£) = Au ()+1 (1), deunde Jo! (6) 1 < [Au@Oly141] Ol
Cum insi A este o izometrie intre spatiile H} (Q) si H~1(Q), avem
|Aw (t)| -1 = |u (t)’H(} . Atunci

IN

¥ 2@y < lormai@) 1 lzorm-19)

< 2fl2ma-1()

de unde méarginirea lui S (M) in L? (0,T;H1 ().
Mai departe, din
t1
u(ty) —u(te) = / u' (s)ds
to

deducem

t1
u(t1) —u (t2)|H*1 < ‘/t ’u/ (S)IH—I ds| < M}UI‘LQ(O’T;H—%Q))
2

de unde rezulti echicontinuitatea lui S (M) in C ([0, T);H (D). m
Cititorul interesat de rezultatele de compacitate pentru spatiile
L? (0,T; B) este indemnat si citeascd excelentul articol al lui J. Simon,
Compact sets in the space LP(0,T;B), Publications du Laboratoire
d’Analyse Numérique, Vol. 4, fasc. 4, 1985; i Ann. Mat. Pura Appl.
(4) 146 (1987), 65-96.
Are loc urmatorul principiu de existenta ce rezulta din teorema de
punct fix a lui Schauder. Conditia Lipschitz asupra termenului neliniar
® este slabita pana la o conditie de crestere cel mult liniara.

Teorema 10.8 Fie gg € L? (Q) si
®: L*(0,T; L% (Q)) —L* (0,T; H™' (Q))

o aplicatie continud pentru care existd o constantd a € Ry astfel incdt
inegalitatea urmdtoare are loc oricare ar fi u € L* (0, T; L* (Q))

[P (u) (1) —®(0)(t)|y-1 <alu(t)2, apt te0,T].

Atunci exista cel putin o solutie a problemei (10.24).
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Demonstratie. Ne intereseaza un punct fix pentru operatorul

A:L*(0,T;L%(Q) — L* (0,75 L% (), A(u) =g+ (So®)(u).

Teorema 10.7 si faptul ca ® este un operator marginit, garanteaza com-
plet continuitatea lui A. R&méne sa aratdm ca exista o submultime D
marginita, inchisi si convexa a lui L? (O, T; L? (Q)) invarianta pentru A.

Fieu e C ([0,T];L*(Q)) . Ca in demonstratia Teoremei 10.6, pentru
0 > a?/2 se obtine

[A (u) = A(0)]] < T [l -

Rezulta

a
[A (w)[| < [[A )] + NeT: [[ul| -

Alegand 0 > a?/2 si un numar pozitiv R > ||A (0)]| / <1 - a/\/@) de-
ducem ci A invariaza multimea Dy = {u € C ([0,T];L*(Q)) : [ul| <
R}. Fie D inchiderea lui Dy in L? (0,T5L*(€)) . Este clar ca D este o
submultime nevidi, convexi, inchisi si marginitd a lui L2 (O, T;L? (Q))
In plus, folosind continuitatea lui A de la spatiul L? (O, T; L? (Q)) in el
insusi, se constati imediat ci A invariazd pe D. Teorema de punct fix a
lui Schauder poate fi acum aplicatia. m

Exemple

1. Fie U : L? () — H~1 (Q) o aplicatie continui pentru care existi
o constanta a € Ry cu proprietatea

| (u) =W (0)| -1 < alul2, ueL?(Q). (10.27)
Atunci aplicatia ® : L? (0,73 L* (Q)) — L? (0,T; H~* (Q)) definita prin
(u)(t) =V (u(®t) (uel?(0,T;L*(Q)), te[0,T])

satisface conditiile Teoremei 10.8.

2. Fie v : @ x R— R o functie cu proprietatea ca v (.,7) este
masurabild pentru orice 7 € R, 9 (z,.) este continua a.p.t. = € ,
¥ (.,0) € H~1(Q) si existid ag € Ry astfel ca

W (l‘,T) - ¢ (x70)| < ap |7—|
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oricare ar i 7 € R, a.p.t. x € Q.
Atunci operatorul ¥ : L? (Q) — H~'(Q) definit prin

satisface conditiile din exemplul anterior.
Incheiem cu un rezultat referitor la o problema superliniara.

Teorema 10.9 Fien >3,g0€ L>(Q), fe H1(Q)siv: QxR —-R
o functie cu proprietatea ca 1 (.,u) este masurabila pentru orice u € R,
Y (x,.) este continua a.p.t. x € Q, ¥ (.,,0) =0 i exista a,a € Ry cu
1 <a<2*—1 astfel ca

¥ (z,u)] < alul® (10.28)
oricare ar fiu € R, a.p.t. x € Q. In plus presupunem ca
uth (z,u) <0 (10.29)

pentru orice u € R, a.p.t. © € Q. Atunci exista cel putin o solutie a
problemei (10.24), unde @ (u) (t) = ¢ (., u(t)) + f

Demonstratie. Fie p = a(2*). Din 1 < o < 2* —1 = 2*/ (2%
rezulta (2*) < p < 2*. Atunci Teorema 10.7 garanteazi ci operatorul S
este complet continuu de la L? (0, T; H! (2)) in L?(0,T;L* (Q)). Ne
intereseaza un punct fix pentru operatorul

A L2(0,T; LP (Q)) — L2 (0, T; LP (), A (u) = ug + (S 0 @) (u) .

Sa observam ca A(u) = up + S(f) + S (Po(u)), unde Do (u) (t) =
Ny (u(t)) iar Ny, este operatorul de superpozitie asociat lui 9. Ipoteza
(10.28) garanteaza via Teorema 9.1 faptul ca operatorul Ny, este bine
definit, continuu si marginit de la LP (Q) in L&) (Q) si [Ny (V)] 2oy <
a|v|7, . Deducem cé operatorul ®g este bine definit, continuu si marginit
de la L?(0,T;LP(Q)) in L? (0, T; LY (Q)) si in consecintd, de la
L2(0,T; L (Q)) in L2 (0,T; H-' () . Asadar A este complet continuu.

Mai departe vom arata ca exista R > 0 astfel ca |u\L2(0’T;Lp(Q)) <R
oricare ar fi u o solutie a ecuatiei u = AA (u) si A € (0,1).
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Intr-adevar, dacad u = AA (u), atunci din (10.14) deducem

SO+ Oy = M@ )+ fu )
< Afu()
< Aflpeny lu(®)]ge
< elult)ly

Integrand obtinem

T T 3
/ ()3 dt < ¢ (/ u (t) |5 dt> + ¢
0 0 0 0

unde constantele ¢’ si ¢ nu depind de u si . Deci \u!Lg(UyT;Hé(Q)) < C,
de unde, fiindca H{ (Q) C LP (Q), se obtine imediat o estimare de tipul

[ul 20,100 (0)) < B-
Concluzia rezultd acum pe baza principiului lui Leray—Schauder. m
Exemplu
Functia ¢ (z,u) = — [u/* " u (u € R) unde 1 < o < 2* — 1 satisface
conditiile Teoremei 10.9.

10.5 Ecuatia neomogeni a undelor in H~' (Q)

Generalizarea Teoremei 4.5 pentru functii f cu valori in H~* () este
urmatorul rezultat continut in monografia Lions—Magenes [27, p. 311].

Teorema 10.10 (Lions-Magenes) Dacd f € L* (0,T; H' (), go €
L2(Q) si g1 € H 1 (Q), atunci existd o unicd functie u astfel incat
u € O([0,7];L(Q) nC ([0, 7] H ()
u(0) = go, v (0)=a

T T
| e = [ e+ (00,0 0) = (@007 0) ) (1030

pentru orice functie h € L? (O,T; L? (Q)) , unde v € C ([0, T); H} (Q))
NC! ([0,T];L*(Q)) este solutia problemei

%—A —h pe Q
v(x,T) = 8t L (z,T)=0 peQ (10.31)
v=20 pe 2.

a carei existenta este garantata de Teorema 4.5.
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Demonstratie. Se cauta solutia sub forma

= uk (t) ¢y (10.32)
k=1

unde

up (t) = gfcos /At + glsln\/>t
+\/E/0 fk(s)sin\/ﬁ(t—s)ds

fe @) = (f(t),08) g‘@c = (90, ¥1) 2 i g{“ = (g1,¢;). Sa consideram

sumele partiale ale seriei (10.32),
sm (t) =

Fie de asemenea

m
gOm:Z

adica

Dk (t) G
k=1

m
k
Wk Gim =Y _gioy

) = Yo (f(0).9) ¢

Pentru a demonstra cd u € C ([0,T];L? () siv' € C ([0, T); H 1 (Q)),

vom aradta ca sirurile (s, (t)) si

)) converg in L% (), respectiv

(s

/ (t
m
H=1(Q), uniform in raport cu ¢ € [0,7]. Pentru aceasta si notam

Smp (t) =
) =
gomp =

9Gimp =

Smtp(t) = 5m (t)
frP(E) = ()
9o(m+p) — 9om
91(m+p) — 91m-

Facem conventia cd spp = sp, f% = P goo = 0 si g1o = 0. Avem

smp € C* ([0, T); HY (), 57, €

{ ASmp = fmP
Smp (0) = Jomp; S;np (O) = 91mp-

12(0,7; H} (@) si

(10.33)
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In (10.33), efectuand produsul scalar in L2 () , cu (—A) ™'/, (t) obtinem

mp
(5;;113’ (-a)™ S;TLP) 2 <_A5mpv (—A)~ S;np) 2 (fmp’ (&)™ 5;”7’) 2’

Cum insi
(s ) s0y) 1, = (A s (28) 7 s0)
1d -1 2 1d 2
= ~ %Aty ) _ -4y
2dt‘( ) Sl = 5 [Soup -
si

e ) B O .

1d
= (Smpvsgnp)p ~odt |Smp| 72

deducem ca

1 d 2 2
2dt (‘S;np‘H—l =+ ysmp’m)

Integrand gasim

2 2
[$tp (0) |11 + [5mp ()72

t
= |Gimpl +|gomp|i2+2/0 (fmp (T), (=) sl (r)>L2 dr.

(fmp, (—A)! s;np) - (10.34)

Folosind |gom|z2 < |golr2 s |91m|g—1 < lg1]g-1, deducem

2
‘S;np (t)‘Hfl + ‘Smp (ﬂ’%z (10.35)

IN

(_A)il Slmp

dr

t
|glmp|§{71 + |90mp|%2 + 2/ ’fmp‘Hfl ‘ 1
0 Hy

¢
= |91mp|§—171 + |90mp|i2 + 2/0 L™ g ’S;np‘Hfl dr

t 1/2
2 2 2
< Agrmply-1 + |90mpl72 + 217 | L2 0,051 (0) (/o |8;np‘H*1 dT) '
Rezulta ca

2 2 2
‘S;np (t)‘H—l < ’glmp’[-[—l + |90mp|L2

t ) 1/2
2™ | 20,1511 () </0 G dT) :
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Notam

2 2 2
@ (1) = [Stp )| =15 @ = |gumplir—1 + gomplz2 s b= 211200 7.r-1(02)) -

Deci

1/2

w(t)§a+b</0t90(7)d7>

go(t)2§2<a2+b2/otgo(7')d7-) =1 (t).

Rezulta ca

Avem
(1) = 2b%p (1) < 26°/y (1)
de unde, prin integrare,
VU () < V4 (0) + *T = aV2 + b°T.
Deci

2 2 2 2
| St (8) | 1 < (!91mp’H—1 + !90mp’L2) V2 AT |f™ 120 1.1 (52))

Aceasta impreuns cu (10.35) conduce la concluzia ca exista o constanta
¢ depinzand numai de T astfel ca

2 2 2 2 2
[smp ()72 + |83 (B) |51 < € (\glmp‘H—l + |90mpl 72 + |fmp|L2(0,T;H*1(Q)))
(10.36)

Concluzia rezulta acum daca se tine seama de

Jom — 90 in L2 (Q), gim — 01 in H! (Q), f"—f in L? (O,T; H! (Q))

(vezi Teorema 10.1). Fie w € C ([0,7];L?*(2)) limita sirului (sm,) si
veC([0,T];H 1 (Q)) limita sirului (s},). Din

(Sm (t) ,w) 2 = (gom,w) 2 + /0 (S/m (1) ,w) dr, w e H& (Q),
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prin trecere la limita, obtinem

t
((t) W) = (0w + [ (0() w)r.
0
Deci v = o'. Trecénd la limits in (10.36) cu p — oo si m = 0, obtinem

2
()32 + [0 @51 < e (ol + ool + 1 Baorm1ay) -
(10.37)

Mai departe, pentru un cuplu [h, v] ca in enunt, din (10.33) se obtine

T
/0 ($m, B) 2 dt
T
ZLAUWWM+@W“W‘@W“@Hm>

din care, trecand la limita, se deduce (10.30).
In final, pentru unicitate, sa presupunem ca u; si ug poseda toate
proprietatile din Teorema 10.10. Atunci pentru h = v = u; — us avem

T
/iMéﬁ:Q
0

de unde v = 0. De notat ca unicitatea poate fi stabilita si folosind
inegalitatea (10.37). m

Definitia 10.2 Numim solutie (slaba sau generalizata) a problemei
Cauchy-Dirichlet

G - du=f pe Q
u(z,0) = go (z), 3f (7,0) = g1 (x) pe (10.38)
u=0 pe X

pentru f € L? (0,T; H 1 (Q)), go € L*(Q) si ¢n € H ' (), functia u
definit# in Teorema 10.10.

Observatia 10.3 Daca f € L2 (O,T; H! (Q)), go € HY(Q) si g1 €
L? (Q), atunci solutia slaba u a problemei (10.38) satisface:

ue C([0,T];Hy () nC* ([0, L* ()
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t
uofy < 3 (lnlty +lnfte+t [ 17 @Fds) (1039)
0
t
2
Wt < 3 (lmfly +lal+o [ 17 @ as).
0

Este suficient si se constate ci in lumina Teoremei 10.1, argumentele
folosite la pasii a) si b) din demonstratia Teoremei 4.5 raman valabile.
Estimarile (10.39) se deduc imediat din formulele (4.22) si (4.23) din
Sectiunea 4.4.

10.6 Perturbatii neliniare ale ecuatiei undelor

In acord cu Teorema 10.10 si cu Observatia 10.3, problemei Cauchy-
Dirichlet

%—Q—Au f pe Q
u(z,0) = ,8t(x0)—0 pe 2
u=0 pe X

i se poate asocia operatorii

So = L*(0,T;H1(Q) — C([0,T]; Hy (2)) nC* ([0,T]; L* (2))
S+ L*(0,T;H () — C([0,T]; Hy (2) x L* ()
Sof = u, Sf= [u,u']

unde

=> w(t)é
k=1

I _
—m/ofk(s)sm\/g(t—s)ds

Teorema care urmeaza exprima, pe de o parte, dependenta continua
de date a solutiei problemei Cauchy—-Dirichlet pentru ecuatia undelor,
iar pe de alta parte, implica faptul ca operatorul liniar S este continuu
dela L2 (0,T; H~1(Q)) in C ([0,7]; L2 (Q) x H™1(Q)) .
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Teorema 10.11 Fie f € L? (0,T; H ' (), g0 € L*(Q) sig1 € H ' ().
Daca u este solutia problemei (10.38), atunci pentru orice t € [0,T],
avem

2 /12
[uleo.a.2@) + 1% oo 1) (10.40)
2 2 2
< ¢ (‘QO‘LQ + ’gl’H—l + ’f’LQ(O,t;H_l(Q))> (1041)
unde ¢ este o constanta ce depinde numai de T.
Demonstratie. Rezultatul este o consecinta directa a inegalitatii

(10.37) care se aplica fiecarui subinterval [0,¢] al lui [0,7]. =
Consideram acum problema neliniara

%—Au:@(u,%) pe @
u(z,0) =go(v), i (z,0)=g1(r) peQ (10.42)
u=0 pe X.

In cele ce urmeazd vom nota cu Fy si F spatiile Hg (Q) x L? (Q) si
L? (Q) x H~1 () inzestrate cu normele

N

wlg, = (luligy@) + 032

D=

lwlp = (\U’%'Z(Q) + ‘U’%{—l(ﬂ)>
puntru w = [u,v].

Rezultatul care urmeaza se deduce din teorema de punct fix a lui
Banach si este analogul Teoremei 10.6.

Teorema 10.12 Fie go € L?(Q), g1 € H 1 (Q) si
®:C([0,7];F) = L2 (0, T H ' (Q)

o aplicatie pentru care exista o constanta a € Ry astfel incat urmdtoarea
inegalitate este adevaratda oricare ar fi u,v € C ([0,T]; F)

@ (u) () = @ (v) ()] -1(0) < alu(t) =v@)|p apt t<]0,T].
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Atunci exista o unica solutie u a problemei (10.42), adica

ue C([0,T]; L2 () NC ([0,71; H 1 (Q)), u(0) = go, v (0) = g1,

T T
/O(U,h)LQ(Q)dt = /O (® (u,u') ,v) dt
+(g1,v(0)) — (g0, ' (0))1;2(9)

pentru orice functie h € L? (O,T; L? (Q)) , unde veC ([O, T); H} (Q))
NC' ([0,T];L*(Q)) este solutia problemei (10.31).

Demonstratie. Fie ug solutia problemei (10.42) corespunzitoare
lui ® = 0 si fie wy = [ug, uy] . Avem de rezolvat problema de punct fix

w=wy+ (So®)(w), we C([0,T];F).

Concluzia va rezulta din teorema de punct fix a lui Banach daca vom
arata ca operatorul

A:C([0,T]; F) — C([0,T]; F), A(w) =wo+ (50P)(w)
este o contractie in raport cu o normi convenabil aleasi pe spatiul

C([0,T];F).Fiew;,we € C([0,7]; F). Aplicam (10.41) lui f : = & (wy)
—® (wg) . Atunci

A (wr) (1) = A(w2) (O < C/o @ (w1) (5) = © (w2) (8)[3-1(qy ds

t
< ca2/ lw () — wy ()| ds.
0

Fie 6 > ca?/2 un numar fixat. Considera norma pe C ([0,T]; F)

|lw| = max ’efetw (t)‘ .
te[0,7) F
Atunci
t
Al ()= Alwn) OF < et Jur —wal* [ *ds
0
Ca2

- ||U)1 - w2||2€29t

20
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de unde se obtine

ca?
| A (w1) — A (we)| < 50 w1 — wall.

Cum % < 1 operatorul A este o contractie in raport cu norma ||.| .
]

Exemple

1. Fie ¥ : F — H~1(Q) o aplicatie pentru care existd o constanta
a € Ry cu proprietatea

(W (w1) = W (w2)| -1y S a|wr —wolp, wi,wp €F. (10.43)
Atunci aplicatia ® : C ([0,T]; F) — L? (0,T; H~* (Q)) definita prin
@ (w) () =V (w () (we(0,T];F), tel0,T])

satisface conditiile Teoremei 10.12.

2. Fie ¢ : 2 x R?>—= R o functie cu proprietatea ci v (.,7) este
masurabils pentru orice 7 € R2, 1 (.,0) € H~1(Q) si existd ag € Ry
astfel ca

W (x77—1) - 1/1(55a72)| S ap ’Tl - 7—2|

oricare ar fi 71,72 € R?, a.p.t. z € Q.
Atunci operatorul ¥ : F — H~!(Q) definit prin

U(w)=v(w())

satisface conditiile din exemplul anterior.
Intr-adevar, putem scrie

V(w)=¢(,0)+o(,w())

unde o (z,7) = ¥ (x,7) — ¥ (x,0). Se observa ca functia o se bucura
de proprietatea |o (z,7)| < ao|7| (7 € R? a.p.t. x € Q), de unde, pe
baza Teoremei 9.1 rezulta ca operatorul de superpozitie o (., w (.)) aplica
L?(Q) x L?(Q) in L?(Q) si in plus

lo (wi () — o (., w (-))|L2(Q) < ag|wy — w2|L2(Q)><L2(Q) .

Scufundarea L? () ¢ H~!(Q) fiind continui va exista o constant a €
R astfel ca (10.25) sa aiba loc.
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Teorema 10.13 (i) Operatorul Sy este complet continuu de la spatiul
L?(0,T; H (Q)) i C([0,T]; LP () pentru (2*) < p < 2* dacin > 3
st pentru orice p > 1 dacan =1 saun = 2.

(ii) Operatorul S este complet continuu de la L* (0,T; H ' (Q)) m
C ([0, T);LP (Q2) x H1(Q)) pentru (2*) <p < 2* dacd n >3 i pentru
oricep > 1 dacan =1 saun = 2.

Demonstratie. Observim mai intai ci functia u = Sy f este solutia
problemei (10.38) cu go = g1 = 0. Deci suntem in situatia ci gy € HE ()
si g1 € L? (), pentru care este valabila Observatia 10.3.

(i) Vom demonstra c& pentru orice submultime marginita M a lui
L? (0, T;H ! (Q)) , multimea Sy (M) este mirginita in C ([0, T); H} (Q))
si relativ compacta inC ([0, T);H! (Q)) , dupa care vom aplica Lema
10.5. Mai departe, estimarile (10.39) implici marginirea lui S (M) in
C ([0,T]; Hj (Q)) si echicontinuitatea lui Sy (M) in C ([0,7]; L*(Q)) .
De unde concluzia dorita.

(ii) Se constati ci S (M)’ este mirginits in C ([0,T]; L* (€2)) , echicon-
tinui in C ([0,T); H71 () si (S(M)) (t) este relativ compacta in
H~1(Q) data fiind scufundarea compacta L? (Q) C H 1 (). m

Prezentam acum un principiu general de existenta pentru problema
perturbata (10.42) ce se deduce imediat din teorema lui Leray—Schauder.

Teorema 10.14 Fiegy € H} (Q) sigr € L?(Q). Presupunem cd (2*) <
p<2*dacan>3 sip>1dacan=1 saun=2 gi
@y : C([0,T];L7(Q) — L* (0,T; H ()
&, : C([0,T];F) — L*(0,T; H ' ()
satisfac urmdatoarele conditii:
(a) ®g este continuu §i marginit.
(b) @y este continuu gi marginit.
(c) ezista R > 0 astfel ca
. /
loomm@) < B ¢ W cqome@) < R

oricare ar fi u o solufie a problemei

%—Au:)@(u,%) pe Q
u(x,0) =go(x), u(x,0)=g1(x) pef (10.44)
u=20 pe X

si oricare ar fi A € (0,1).
Atunci problema (10.42) are cel putin o solutie.
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Demonstratie. Problema (10.42) este echivalenta cu problema de
punct fix in f € L? (0,T; H* (Q))

=% (uo + S()f) + &, (U() + Sof, (UQ + S()f)/) (10.45)

unde ug este solutia problemei (10.38) corespunzatoare lui f = 0. Intr-
adevar, f este o solutie a ecuatiei operatoriale (10.45) daca si numai
dacd u = ug + Sof este solutie a problemei (10.42).

Operatorul Sy fiind complet continuu de la L? (O,T; H! (Q)) in
C ([0,T]; L (9)), iar ®¢ fiind continuu si maginit de la C ([0, 7] ; LP (£2))
in L2 (0,T; H-1(Q)) , avem c& aplicatia ®¢ (uo + Sof) este complet con-
tinua de la spatiul L? (07 T;H™! (Q)) in el insusi.

Avem @1 (ug + Sof, (uo + Sof)") = @1 (wo + Sf), unde wo = [uo, uf) .
Din Teorema 10.13 (ii) si din (b) rezulta ca aplicatia ®; (wo + Sf) este
complet continui de la L? (0, T:H! (Q)) in el insusi.

Concluzia rezultda pe baza principiului lui Leray-Schauder daca ob-
servim ci (c) garanteazs marginirea in L2 (0,7; H~*(Q)) a multimii
tuturor solutiilor posibile ale ecuatiilor

f=X®o(uo+ Sof) + P1(wo+Sf)], Ae(0,1). (10.46)

Aceasta are loc fiindca f este o solutie a lui (10.46) daca si numai daca
u = ug + Sof este solutie a problemei (10.44). Atunci, (c) impreuna cu
proprietatile de marginire ale operatorilor ®( si ®; implica, via relatia

f=x [<I>0 (u) + P4 (u,u')]

existenta unei margini pentru f. m
Incheiem cu un rezultat de existenta pentru o clasd de probleme
superliniare.

Teorema 10.15 Fie go € H} (Q), g1 € L%(Q) si fie
o (u) (t) = —o [u (t)| "% u (t)

und62§q§2—|—% dacan > 3,q>2 dacan =1 saun = 2 gi fie
o € Ry. Presupunem ca ®; satisface conditia (b) din Teorema 10.14 si
ca @1 (C([0,T); Fy)) € L* (0,T; L* () . In plus presupunem cd

@1 (w) (8)| L2y < ho (8) + a0 [w (B)|,

oricare ar fi w € C([0,T]; Fy), unde hg € L?(0,T;Ry) si ap € Ry.
Atunci problema (10.42) are cel putin o solutie u € C ([0, T]; H} (€2)) N
C ([0, T]; L*(Q)) .
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Demonstratie. Fiep = (¢—1)(2*)' (n >3).Din2< ¢ <2 +-25 <
2* se deduce ci (2%)" < p < 2*. Pe de alti parte, dacd u € L2 (0, T; LP (2)),
atunci [u (£)|7" € L) (Q) . Deci operatorul @y este bine definit, con-
tinuu si marginit de la spatiul L? (0,T; LP ()) in L2 (0, T;H! (Q)) .

Fie acum u o solutie oarecare a problemei (10.44), fie w = [u, '] si
fie

f=x [<I>0 (u) + P4 (u,u')] .

Din u (t) € Hy () avem & (u) (t) € Li=1 (Q) C L*(Q) fiinded 2 < 2
Cum, din ipoteza, ®1 (u,u’)(t) € L*(Q), avem ca f(t) € L*(Q).
Rezultd ca f € L*(0,7;L*(9)). Cu notatiile din demonstratia Teo-
remei 10.10, avem

S (£) = Asi () = 7 (t)

de unde, dup# multiplicarea cu s/, (¢) in sensul lui L? () si integrare,
obtinem

5 () 22y + Ism sy = 2 / (7 (5)  80n (5)) ey ds-

Trecand la limita cu m — oo gasim

t
|/ (t)\iz(g) + |U(t)|3{01(9) = 2/0 (f (5),u' (5)) L2 -

Dar
& , _ 1d q
(®o (u) (), ' (5)) ﬂf&@ |u(s) L4(Q)
Deci
t , 1
/0 ((IDO (u) (s),u (s))LQ(Q) ds = —06 |u (t) qu(Q) <0.
In consecinta
2
w2, = o (6 + a0

t
< 2/ (@1 (u,u) ),u/(s))LQ(Q)ds
0

t
< 2/0 s)+ag|w (s )|F0) ‘u’(s)‘LQ(Q)dS
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unde hy (t) = ho (¢) + |1 (0) (¢)| 2 - Mai departe

wioly, < [ [m)+0+20) 0] ds
= c—i—b/o ]w(s)\%ods.

Aici ¢ = |y ]%Q(O,T;LQ(Q)) si b = 1+ 2ay. Inegalitatea lui Gronwall implica
existenta unei constante R > 0 cu |w (t)|z < R, adica conditia (c) din
Teorema 10.14 este satisfacuta. Concluzia rezulta acum din Teorema
10.14. =

Pentru alte metode si rezultate privind ecuatiile de evolutie semilinia-
re, recomandam lucrarile Barbu [3], Cazenave [7], Cazenave-Haraux [8],
Lions [26], Temam [54] si Vrabie [59].
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Notatii

Partea I:

Spatiul euclidian de dimensiune n; produsul scalar:

1/2
n n
(x,y) =x-y= ) xjy;; norma: |z|= <Z x?) )
j=1
Bila deschisa din R", cu centrul x i raza r.
Bila deschisa a spatiului normat X, de centru x si raza r.

Misura sferei unitate a spatiului R”, w, = 27™/2/T" (n/2).

ol "ol = S o
Operatorul T @ eN", |a| = ]; a;.
Operatorul gradient: Vu = (597“1, %‘2, . 88712) .
= (Vu,v), veR" |v|=1

Operatorul lui Laplace (laplaceanul): Au = > Z%.

DC &
— |l
o
@]
=
(oW
=
s
o
=

Spatiul functiilor continuu diferentiabile pan

k pe deschisul 2 C R™.

Spatiul functiilor u € C* (Q) ale ciror derivate pana la

ordinul k£ admit prelungiri continue pe Q.

={ueC'(Q) :u=0pe dN} (2 C R™ deschis, marginit)
1/2

(u,0)g1 = Jo Vu-Vodr; |ulg, = (fQ |Vul|? dm) :

Completatul spatiului (C& (Q), |.|071) .

Completatul spatiului {u € C'(Q) : u, 3‘97“]_ € L? ()}

. 1/2

in raport cu norma a (u,u)'/? = [fQ <|Vu|2 + u2> dx} :

={u:Q — R : u este masurabila si |u|” este integrabila}

cu norma |ul;, = (g |uff dx)l/p (1<p< o).
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L>(Q) ={u:Q — R :u misurabila si esential marginita}
norma: |u|;. =inf{M: |u(z)] <M apt. zecQ}.

S Spatiul Schwartz

X Spatiu Banach cu norma |.|

C*([0,7];X) Spatiul functiilor u : [0,7] — X continuu
diferentiabile pana la ordinul & pe [0,7].

L?(0,T; X) Spatiul functiilor masurabile u : [0,7] — X cu

T 1/p
lul Lo 0,1 x) = <f0 u (t) % dt) < 0.
Partea II:

D (2) = C§° (), spatiul functiilor infinit diferentiabile
pe Q, cu suport compact inclus in €.

Q) =C™(Q).

D' () Spatiul distributiilor pe © (dualul lui D (Q2)).

Q) Spatiul distributiilor cu suport compact.

S’ Spatiul distributiilor temperate.

L. () Spatiul functiilor v masurabile pe €2, cu u € L' (%)
pentru orice ' deschis si marginit, Q' C Q.

H™(Q) ={u e L?(Q): D € L? () pentru |a| < m}
(W) = 3 (D, D)o Jul gy = (u,0) 1

la|<m

Hi () Inchiderea lui C§° (Q) in H™ (Q).
H™(Q) Dualul spatiului Hj" (£2)
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multime neteda, 15
multi-indice, 13

norma energetica, 52
normala la suprafata, 15
nucleul lui Poisson, 47

operator complet continuu, 227

operator de ordinul m, 16

operator eliptic in formi de di-
vergenta, 65

operator izoton, 206

operatorul D%, 13

operatorul de superpozitie, 222

polinom caracteristic, 17
potential de volum, 75
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potential de strat dublu, 84

potential de strat simplu, 84

prelungirea prin reflexie, 171

principiul de maxim pentru ecuatia
caldurii, 102

principiul de maxim pentru solutii
slabe, 205

principiul lui Dirichlet, 49, 196

principiul lui Duhamel, 141

principiul slab de maxim al lui
Hopf, 74

principiul slab de maxim pentru
laplacean, 42

principiul tare de maxim al lui
Hopf, 74

principiul tare de maxim pentru
laplacean, 40

principiul tare de maxim pentru
solutii slabe, 207

problema la limita corect formu-
lata, 22

problema Cauchy, 22

problema Cauchy—Dirichlet, 21,
22

problema Dirichlet, 20

problema Neumann, 21

problema Robin, 21

probleme la limita exterioare, 21

produs de convolutie, 156

produs de convolutie, 126

proprietatea de minim a coefici-
entilor Fourier, 58

punct critic, 51, 234

punct regular, 82

reflexie, 155

scufundare compacta, 178
scufundare continua, 178
semigrup de operatori, 193



288

serie Fourier, 57

simbol principal, 17

sistem complet, 60

sistem de reactie-difuzie, 29

sistem ortonormat, 57

sistemul Navier—Stokes, 32

solutia fundamentalda a ecuatiei
caldurii, 136

solutie fundamentala a ecuatiei
lui Laplace, 36

solutie fundamentala, 165

solutie slaba, 55

solutie clasica, 49

solutie radiala, 87

spatiul Hy" (), 174

spatiul Sobolev H ™" (2), 186

spatiul Sobolev H™ (), 167

spatii fundamentale, 151

spatiul £ (Q2), 158

spatiul &', 161

spatiul H/2(I"), 177

spatiul distributiilor D' (Q2), 151

spatiul energetic, 54

spatiul Schwartz, 128

spatiul Sobolev H™ (2), 167

spatiul Sobolev W™P (Q), 170

spatiul D (§2), 150

spatiul € (92), 150

spatiul C} (ﬁ), 49

spatiul Sobolev H' (2), 68

spatiul Sobolev H{ (), 52

sub-functie, 80

sub-solutie, 231

suportul unei distributii, 158

suportul unei functii, 149

supra-functie, 80

supra-solutie, 232

teorema de medie a functiilor ar-
monice, 39
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teorema de punct fix a lui Schauder,
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teorema de scufundare a lui Sobolev,
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teorema divergentei, 15
teorema lui Ascoli-Arzela, 257
teorema lui Gauss, 36
teorema lui Gauss—Ostrogradski,
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teorema lui Leray—Schauder, 229
teorema lui Liouville, 90
teorema lui Newton, 40
teorema lui Plancherel, 162
teorema lui Rellich—Kondrachov,
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teorema lui Riemann—Green, 37
transformarea Fourier, 125
translatie, 155

urma unei functii, 177

valoare proprie, 60



