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Introducere

Introducere

in matematic3, teorema de punct fix a lui Banach [1] (cunoscut3 si sub
numele de teorema aplicatiei contractive sau principiul contractiei) este un
instrument important in teoria spatiilor metrice. Ea garanteaza existenta si
unicitatea punctelor fixe ale unor clase de aplicatii ale unui spatiu metric in
el Tnsusi si furnizeaza o metoda constructivd de determinare a acelor
puncte fixe.

Definitie
Fie (X, d) un spatiu metric. O aplicatie T : X — X se numeste contractie
pe X, dacd existi q € [0,1) astfel incit oricare ar fi x,y € X

d(T(x), T(y)) < qd(x,y). (1)

v

Definitie
Fie T : X = X. Punctul x € X se numeste punct fix al lui T daca
T(x) = x.
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Enuntul

Teoremd (Banach, 1922)

Fie (X, d) un spatiu metric complet nevid si T : X — X o contractie.
Atunci T admite un punct fix unic x* € X (i.e. T(x*) = x*). Mai mult,
x* poate fi determinatd prin metoda aproximatiilor succesive: se porneste
de la un element arbitrar xo € X si se defineste sirul {x,} prin

Xp = T(xp—1); atunci x, — x*.

Observatie
Inegalitdtile urmatoare sunt echivalente si descriu viteza de convergenta:

n

_9
l—gq

AN

d (x*, xn) d (x1,%0)

1-gq
d (x*, xn+1) < qd (X, xn) .
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d(X*an-i-l) < d(Xn+1vXn)




Demonstratie

Demonstratie |

Demonstratia este din [2].

@ Din inegalitatea triunghiului, Vx,y € X
d(x,y) <d(x, T(x))+d(T(x), T(y)) +d(T(y).y)
<d(x, T(x))+qd (x,y) +d(T(y).y)

Exprimand d(x, y) avem

d(x, T(x)) +d(T(y).y)
1—gq

d(x,y) <

@ x,y puncte fixe = d(x,y) =0 = x = y (deci unicitatea)
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Demonstratie

Demonstratie |l

@ Fie T" prin compunerea lui T cu ea insdsi de n ori; observam prin
inductie c3 ea satisface conditia (1) cu constanta ¢”. R3mine sa
ardtdm c3 pentru orice xg € X, sirul { T"(xo)} este fundamental si
converge catre un punct x* € X, care, asa cum s-a observat mai sus,
este punct fix al lui T. Dac3 in inegalitatea (2) Tnlocuim x cu T"(xp)
siy cu T™(xp), obtinem

d(T(T(0)), T"(x0)) + d(T(T™(30)) , T"())
(T (T ). T"() + (T (T ). T
q"d(T(x0), x0) + q’"s'(_T?Xo), X0)

l—gq
= (T () )
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d(T"(x), T"(x0)) <




Demonstratie

Demonstratie |l

@ Deoarece g < 1, ultima expresie converge catre zero cind n, m — oo,

deci { T"(xp)} este Cauchy.

@ Facind m — oo, se obtine delimitarea

d(T"(x0), x") <
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Demonstratie

Figura: Stefan Banach (1892 - 1945) a fondat analiza functionald modern3 si a
avut contributii majore n teoria spatiilor liniare topologice, teoria masurii,
integrare, serii ortogonale.
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