Formula lui Taylor si aplicatii

O caramida importanta a analizei numerice

Radu T. Trimbitas

UBB
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Polinomul lui Taylor |

o Fief:I =R, fe C"™(I), ac int(l). Dorim s3 gdsim un polinom
P de grad minim care sa verifice conditiile

P(a) = f(a), P'(a) = f'(a),..., P(”)(a) = f(")(a). (1)
o C3utam P sub forma

P(x)=ao+ai(x—a)+ ..+ an(x—a)" (2)
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Polinomul lui Taylor [l

e Din (1) si (2) obtinem

P(a) = ap = f(a)
P'(a) = a1 = f'(a)

PR (a) = kla, = F*)(a)

P (3) = nla, = F"(a),
de unde rezulta

fk)(a) () (a)

a0 = f(a),a=f'(a),..., o=
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Polinomul lui Taylor Il

e Unicitatea: presupunem c3 exista Q # P care verificd (1). Notdm
H := P — Q. Obtinem

H(a)=0,H'(a)=0,...,H"(a) =0,

adica H = 0 (H identic nul)
@ De ce se pune conditia P de grad minim?

@ P se va numi polinomul lui Taylor de gradul n, atasat functiei f n
punctul a si se va nota cu (T,f)(x)
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Formula lui Taylor

o [ interval, f : I — IR o functie derivabild de n ori in punctul a € /.
Polinomul lui Taylor de gradul n, atasat functiei f in punctul a:
(x—a

n! ! f(”)(a)

X

I fia)+---+

@ Restul de ordinul n al formulei lui Taylor in punctul x
(Raf)(x) = £(x) = (Taf)(x)

o formula lui Taylor de ordinul n pentru functia f in vecin3dtatea
punctului a:

(Taf)(x) = f(a) +

f(x) = (Taf)(x) + (Raf)(x)
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Expresii ale restului

@ Are loc

(ReF) () = E=2" (), cu lim w(x) = 0.

n! X—a

e Dac3 f € C""I(1), atunci 30 € (0, 1) astfel incat
(X— a)n+1f(n+1) (a+9(x_ a))
(n+1)!

(Rnf)(x) =
(restul in forma Lagrange)

(x —a)"™ (1 —0)"f*t1) (a + 0(x — a))

(Raf)(x) =

(restul in forma Cauchy)

(Raf) ) = [ O i )

(restul in form3 integrald)
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Demonstratia expresiei restului |

@ Pornim de la expresia restului si o integram prin parti de n ori

/ £
(n—1) (x—t)"2
+/a f (£) (nfg)! dt

dt

[ (g e = £

(52 4 o) gy

n!

x—a)" n— x—a)n-1 2 X
:—f(n)(a)%_f( 1)(3)((,)7)1)! _..,_f'/(a) T + i f/(t)dt
x—a)" n— x—a)n1 x—a
:_f(")(a)( n!) _f( 1)(‘3)(("_)1)' __f/(a) : +f(X)—f(a)
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Demonstratia expresiei restului Il

@ de aici se obtine

X —a

f(x) = F(a) + =g F(a) + 5

/X (X — t)nf-(nJrl)(t)dt

n!

(Raf)(x)

@ Pentru a obtine forma Lagrange a restului folosim teorema a doua de
medie a calculului integral: fie u, v : [a, B] — R, u, v continue si v
are semn constant pe [, B]. Atunci existd ¢ € [, B] astfel incat

/ju(t)v(t)dt: v(€) /f u(t)vd t
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Demonstratia expresiei restului |l

o Alegind o = a, p = x, u(t) = Lty (¢) = F(1)(¢) vom obtine

- [t

f<"“><a>{ G

n+1)( t)dt = f(n+1)(é') /X (x—=1t)"

n!
x f(n+1) (g)

a (n+1) (x=a)™
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O forma utila

Dacd f € C™1(1), dezvoltand f(x + h) in jurul lui x,

n (k) (x
f(x+h) = kZO k!()hk + (Raf) (%),
iar o forma pentru rest este
(n+1)
(Raf)(x) = 7 i,

(n+1)!

unde § este intre x si x + h.

Radu T. Trimbitas (UBB) Formula lui Taylor si aplicatii



Formula lui Maclaurin

@ Daca in formula lui Taylor se ia a = 0, se obtine formula lui Maclaurin

n

F(x) = £(0) +xF(0) + -+ £ (0) + (Rof) (x),
unde
Rof)(x) = (1) g 6 ¢ (0,1
(R0 = gy 000, B e D).
@ Exemple de dezvoltari uzuale
X2 x"
eX=1+x+§+'--+F+Rn(x); (4)
_ 3 x5 X2t
s = x5 g o (C1) e Rana (9 ()
x2 x4 x2n

cosx:1—§+ﬁ+...+(_1)n —|—R2,,(x); (6)

(2n)!
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Alte dezvoltari uzuale

2 3 n

X X X
In(1 =x— "+t (=1)"
n(l+x)=x 2+3+ +()nle

(1+X)k:1—|—<ll(>x+<g>x2+~~-+(ﬁ)X"+Rn(x), (8)

+ Rot1(x); (7)

unde

n n!

<k> k(k—1)...(k—n-+1)
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Colin Maclaurin (1698-1768)
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Aplicatii |

Problema 1

S4 se scrie formula lui MacLaurin pentru functia f : [—a, ) — R,

f(x)=+va+x,a>0.
Solutie. Scriem f(x) = va+x =/a(1+ %)

N[

; se obtine

F) = va 135 (1 o (5) e (1 (5)

ao11:-3:5...(2n—=3) (f
nl2n a

+(=1)
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Aplicatii Il

Problema 2

53 se determine numdarul natural n astfel ca pentrua=0sif: R — R,
f(x) = e*, T,f s& aproximeze f in [—1,1] cu trei zecimale exacte.

xn+1 9x

-3
W < 107>.Deoarece

Solutie. Impunem conditia |(R,f) (x)| =
Ox < 1, e < e < 3, avem

n+1
X 0x

—_ 103 = 6.
(n+1)!e <100°=n=6

(n+1)!

n particular, ludnd x = 1, obtinem

U D N
1! 6! 1000°
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Aplicatii Il

Problema 3

S4 se aproximeze /999 cu 12 zecimale exacte.

Solutie. Avem
1
3 I \3
V99 =10(1— —
( 1000
Folosim formula (8) pentru k =1/3, x = 1000 Intr-o serie alternat
modulul erorii este mai mic decat modulul primului termen neglijat.

[(Raf) ()] < ‘(i)m-sn |

Pentru n = 4, avem

12 _ 1 -1
[(Raf)(x)| < 2510712 = spoodonsgg = 4.1152 x 10714, m
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Formula lui Taylor bidimensionala

@ Pentru o functie f : R? = R, o expresie a formulei lui Taylor este

Fla+h b+ k) = Zg)ll, <h£( +kaay>' £(a, b) + Ro(h, k)
- (©)

1 a n+1

cu @ € (0,1). Semnificatia termenilor diferentiali este

<ha + ka>0 £(a,b) = f(a,b)

dx dy
) o\* of _ of
) 2\? 232 02f L 0%f
(hax + kay> f(a, b) = (h I axdy %7 ) (a, b).
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Formula lui Taylor bidimensionala

Teorema urmatoare precizeazd conditiile de aplicabilitate ale formulei (9).

Teorema 4

Dac3 toate derivatele partiale de ordinul n+ 1 ale lui f sunt continue in
dreptunghiul definit de |x — a| < |h| si |y — b| < k, atunci existd
0 € (0,1) pentru care are loc (9).
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Un exemplu

Problema 5

Scrieti dezvoltarea Taylor a lui f(x,y) = cosxy, pentru n = 1.

Solutie. Aplicand formula (9) se obtine

cos[(a+ h)(b+ k)] = cosab — (hb + ak)sinab+ Ry(h, k),

unde R; este suma a trei termeni

_ %hz(b +0k)2 cos [(a+ 0h) (b + 6k)]

— hk {(a+60h)(b+ 0k)cos[(a+60h)(b+ 6k)] +sin[(a+ 0h)(b+ 0k)|}
_ %kz(a—k 0h)? cos [(a+ 0h) (b + 0k)] .

n
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@ Exemple Maple exempletaylor.html
@ Exemplu Maple Taylor 2D taylor2d.html
o Exemple MuPAD mupadtaylor.html
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exempletaylor.html
taylor2d.html
mupadtaylor.html
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