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Convergenta interpolarii polinomiale |

@ S3 definim ce Tntelegem prin convergenta.

@ Presupunem ca se da un tablou triunghiular de noduri de interpolare
(m)

x; = x;, avand exact m + 1 noduri distincte pentru orice
m=20,1,2,....
0
Xél) Xl(l)
(2) (2) (2)
X0 X1 X2
o 1)
(m) _(m) _(m) (m)

@ Presupunem ca toate nodurile sunt continute intr-un interval finit
[a, b].
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Convergenta interpolarii polinomiale Il

@ Atunci pentru orice m definim

Pm(x) = Lim(f; x; Xém),xl(m), . .,X,(nm)), x € [a, b]. (2)

@ Spunem c3 interpolarea Lagrange bazat3 pe tabelul de noduri (1)
converge daca

pPm(x) = f(x), cdnd n — oo pe [a, b]. (3)

o In general, procedeul interpolarii Lagrange diverge.
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Exemplul 1 (Contraexemplul lui Runge)

1
) =1

. k
Xt ):—5+105, k=0, m. (4)

x € [-5,5],

Nodlurile sunt echidistante pe [—5, 5], deci asimptotic uniform distribuite.
Observam ca f are doi poli in z = *+i. Se poate demonstra cd

. [0 dac¥ |x|<3633...
Jm 10 —pn(fi) ={ 0 G M St ©

Graficul pentru m = 10, 13,16 apare in figura 1.
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—_f

— m=10

0.5

Figura: O ilustrare graficd a contraexemplului lui Runge
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Exemplul 2 (Contraexemplul lui Bernstein)

X, ——1%—;, k=0,1,2,....,m (6)

......

Se obtine ca

nllnoo\f(x)—Lm(f,xH—oo Vx € [-1,1]
exceptand punctele x = —1, x = 0 si x = 1. Vezi figura 7, pentru
m = 20. Convergenta in x = %1 este triviald deoarece acestea sunt noduri
de interpolare si deci eroarea in aceste puncte este 0. Acelasi lucru este
adevarat pentru x = 0, cand n este impar, dar nu si cand n este par.
Esecul convergentei pentru aceste noduri se explica doar partial prin
insuficienta regularitatii a lui f. Un alt motiv este distributia uniformd a
nodurilor. AExisté’ exemple mai bune de distributii ale nodurilor (noduri

Cebisev). In figura 7 se d3 graficul pentru m = 17.
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Noduri echidistante Noduri Cebisev
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Introducere

Fie A o diviziune a lui [a, b]
A a=x1 <0< < Xp_1<xXp=0>b (7)

Vom utiliza un polinom de grad mic pe subintervalul [x;, xj11],

i =1,n—1. Motivul este acela ca pe intervale suficient de mici functiile
pot fi aproximate arbitrar de bine prin polinoame de grad mic, chiar 0 sau
1. Am introdus deja spatiul

Sk(A)={s: s€ CK[a,b], s

[x,xi21] € P, i:1,2,...,n—1} (8)

m >0, k € NU{—1}, numit spatiul functiilor spline polinomiale de grad
m si clas3 de netezime k. Dacd k = m, atunci functiile s € ST (A) sunt
polinoame de grad m.
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Spline liniare |

Pentru m = 1 si k = 0 se obtin spline liniare.
Dorim s3 gisim s € SY(A) astfel incat

s(x;) =f;, unde f; =f(x;), i=1,2,..., n.
Solutia este triviald, vezi figura 2. Pe intervalul [x;, xj41]
s(fix) = fi + (x — x;) f[xi, xiv1], (9)

iar

Xj 2 "
A)° o 17700, (10)

[f(x) = s(f(x))] <
8 XE[X,',XH,l]

AXj = Xj41 = Xi
Rezult3d ca

IF(:) = s(f,)lleo < %!AFHf”Hm- (11)
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Spline liniare Il

a=x, X, X, X, Xog gD

Figura: Spline liniare
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Spline liniare Il

Dimensiunea lui S?(A) se calculeaz3 astfel: deoarece avem n — 1 portiuni
si pe fiecare 2 coeficienti (2 grade de libertate) si fiecare conditie reduce
numarul de grade de libertate cu 1, avem in final

dimSY(A) =2n—2—(n—2) = n.

O bazi a spatiului este datd de asa-numitele functii B-spline:
Punem xg = x1, Xp4+1 = Xp, pentru i =1,n

X — Xj-1
—, pentru xj_1 < x < X
Xi — Xj—1
) — Xj11— X
Bi(x) = L, pentru x; < x < Xj41 (12)
Xi+1 — Xj
0, n rest

Pentru i = 1 prima si pentru / = n a doua ecuatie se ignora.
Functia B; se numeste palarie chinezeasca. Graficul functiilor B; apare in

figura 3.

11/32
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Spline liniare IV

Figura: Functii B-spline de grad 1
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Spline liniare V

Ele au proprietatea
Bi(>) = dij,

sunt liniar independente, deoarece
n
s(x) = ZC,'B,’(X) =0Ax#x = ¢ =0.
i=1

Si
(Bi)i—1s = ST(B),

B; joac3 acelasi rol ca polinoamele fundamentale Lagrange /;.
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Interpolare cu spline cubice |

Functiile spline cubice sunt cele mai utilizate.
Vom discuta Tntai problema interpolarii pentru s € S%(A). Continuitatea
derivatei de ordinul | pentru s3(f;-) se poate realiza impunand valorile

primei derivate Tn fiecare punct x;, i = 1,2,..., n. Astfel fie
my, ma, ..., m, numere arbitrare date si notam
$3(F; Miwma) = Pi(x), i=1,2,...,n—1 (13)

Realizdm s}(f; x;) = m;, i =1, n, luand fiecare bucatd ca solutie unic3 a
problemei de interpolare Hermite, si anume

pi(xi) =i, pi(xip1) = fixz, i=1,n-1, (14)
pi(xi) = mi,  pi(xi41) = Mit1
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Interpolare cu spline cubice I

Vom rezolva problema folosind interpolarea Newton. Diferentele divizate
sunt

. . . flxiXiv1]—m; mi1+m;—2f[x;,xi41]
Xi f mi Ax; (Ax;)?
) - o mip1—f[x;,xi11]
i f Flxxge) masfbeal
Xiv1 fir1 mig
Xiv1 fiy1

si deci forma Newton a polinomului de interpolare Hermite este

f ", ’ J— I
pi(x) = fi+ (x = xi)m; + (x —X;)2w

Ax;
mit1 + m; — 2f X, Xi+1
+ (X —Xi)2(X — Xi+1) * (AX,‘)2 [ * ]
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Interpolare cu spline cubice Il

Forma Taylor a lui p; pentru x; < x < xj;1 este
p,'(X) =cCio+ Ci,l(X — X,') + C,"Q(X — X,')2 + C,'v3(X — X,')3 (15)

si deoarece x — xj+1 = x — x; — Ax;, prin identificare avem

cio="i
ci1 = m;
Flx: xii1] — m:
Cio = i, Xipa] = mi ci3Axi (16)
Ax;
o Mzt mi = 2F[xi, Xia]
i3 (AX,')2

Deci, pentru a calcula 53(f; x) Tntr-un punct care nu este nod, trebuie n
prealabil s3 localizdm intervalul [x;, x;+1] O x, s3 calculdm coeficientii cu
(16) si sa evaluam spline-ul cu (15).

Vom discuta cateva alegeri posibile pentru my, my, ..., my,.
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Interpolare Hermite cubica pe portiuni

Se alege m; = f'(x;) (presupunind c3 aceste derivate sunt cunoscute). Se
ajunge la o schem3 strict locald, Tn care fiecare bucat3 poate fi
determinatd independent de cealalta. Mai mult, eroarea este

4 4)
|f(x) — pi(x)] < 1Ax,- max M xi <x<xj11. (17)
2 XG[X,',XH,l] 4'
Deci
() = s3(f:)]leo <

Pentru puncte echidistante

< 2119 o (18)
8] = (b=2)/(n—1)

si deci
If(-) = s3(fi)[lw = O(n™%),  n— o0. (19)
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Spline cubice de clasi C? |

Cerem ca s3(f;-) € S3(A), adic3 continuitatea derivatelor de ordinul al
ll-lea. Aceasta inseamnd, cu notatia (13)

plLalx) = P (x), i =2n=1, (20)

care convertitd in coeficienti Taylor (15) da

2¢ci—12 +6Ci_13AXxj—1 = 2¢j», i=2,n—1.

Inlocuind cu valorile explicite (16) pentru coeficienti se ajunge la sistemul
liniar

Axim;_1 + Q(AX,'_]_ + AX,')ITI,' -+ (AX,'_]_)m,'_H_ =b;, i=2,n—-1 (21)

unde
bi = 3{Axif[xi—1, xi| + Axi—1f [xj, xi4+1]} (22)
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Spline cubice de clasd C? Il

Avem un sistem de n — 2 ecuatii liniare cu n necunoscute my, mo, ..., my,.
Odata alese my si m,, sistemul devine tridiagonal si se poate rezolva
eficient prin eliminare gaussiana, prin factorizare sau cu o metod3 iterativa.
Se dau n continuare citeva alegeri posibile pentru my si my,.

Radu Trimbitas (UBB) Interpolare spline 7 aprilie 2020



Spline complete(racordate, limitate)

Ludm my = f/(a), m, = f'(b). Se stie cd pentru acest tip de spline, dac3
f e C*a, b

1F00) = s < A, r=0.123  (23)

Y
min; Ax;

unde ¢g = %4, = %, Cr = %, iar c3 depinde de raportul
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Spline care utilizeaza derivatele secunde

Impunem conditiile s{'(f; a) = f"(a); s§(f;b) = " (b). Aceste conditii
conduc la doud ecuatii suplimentare

2my + my = 3f[X1,X2] — %f”(a)Axl

My—1 +2my = 3f [xo—1, Xp] + 5" (b) Axn—1 (24)

Prima ecuatie se pune la inceputul sistemului (21), iar a doua la sfarsitul
lui, pastrandu-se astfel structura tridiagonald a sistemului.
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Spline cubice naturale

Impunind s”(f;a) = s"(f; b) = 0, se obtin dou3 ecuatii noi din (24)
ludnd f”(a) = f"(b) = 0.

Avantajul — este nevoie numai de valori ale lui f, nu si ale derivatelor, dar
pretul plitit este degradarea preciziei la O(|A]?) in vecin3tatea capetelor
(in afard de cazul cand f”(a) = f"(b) = 0).
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" Not-a-knot spline” (C. deBoor) |

Cerem ca p1(x) = p2(x) si pp—2(x) = pa—1(x); adica primele doud p3rti
si respectiv ultimele dou3 trebuie s¥ coincid. Intr-adev3r, asta inseamn3
c3 primul punct interior xo si ultimul x,_1 sunt ambele inactive. Se obtin
ncd doud ecuatii suplimentare exprimand continuitatea lui s{’(f; x) in

X = xp sl Xx = x,—1. Conditia de continuitate a lui s3(f,.) n xp si xp—1
revine la egalitatea coeficientilor dominanti c13 = 3 Si ch—23 = Ch—13.
De aici se obtin ecuatiile

(AX2)2m1 + [(AX2)2 - (AX]_)z]mQ - (Ax1)2m3 = 51
(Ax2)’mn_2 + [(Ax2)? — (Ax1)?]mn-1 — (Axa)’m, = Po,

unde

B1 = 2{(Ax0)?*f[x1, xo] — (Ax1)?F[x2, x3]}
Ba = 2{(Axn-1)*F[xn—2,Xn—-1] — (Axn—2)*F[Xn—1, Xn] }.
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" Not-a-knot spline” (C. deBoor) Il

Prima ecuatie se adauga pe prima pozitie iar a doua pe ultima pozitie a
sistemului format din cele n — 2 ecuatii date de (21) si (22).

Sistemul obtinut nu mai este tridiagonal, dar el se poate transforma in

unul tridiagonal combinand ecuatiile 1 cu 2 si n — 1 cu n. Dupa aceste
transformari prima si ultima ecuatie devin

Axomi + (Axo +Axi)my = M (25)
(AXn—l+AXn—2)mn—1+AXn—2mn = 72 (26)
unde
_ 1 2
m o= m{f[xl,XQ]AXQ[AXl+2(AX1+AX2)]+(AX1> flxa xa]}
1 2
[C v v

[2(Axn—1 + Axp—2) + Axp—1]Axpn—2f [Xn—1, Xn] }
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Figura: Carl-Wilhelm Reinhold de Boor
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Proprietatea de minimalitate a functiilor spline cubice |

Functiile spline cubice complete si naturale au proprietati interesante de
optimalitate. Pentru a le formula, este convenabil sa consideram nu numai
subdiviziunea A ci si

N:a=xg=x1<x<x3<- -+ <Xp_1<Xp=Xps1=b, (27)

Tn care capetele sunt noduri duble. Aceasta Tnseamna ca ori de cate ori
interpol3m pe A’, interpol3m valorile functiei pe punctele interioare, iar la
capete valorile functiei si ale derivatei. Prima teorem3 se refer3d la functii
spline cubice complete Scompi(f;-).
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Proprietatea de minimalitate a functiilor spline cubice Il

Teorema 3

Pentru orice functie g € C2[a, b] care interpoleazi f pe A', are loc

[ 187600 > [ (s x) P (28)

cu egalitate dacd si numai dacd g(-) = Scompi(f; ).

Observatia 4

| A\

Scompl (f; +) din teorema 3 interpoleazd f pe A’ si dintre toti interpolantii
de acest tip, derivata sa de ordinul Il are norma minima.

\

Demonstratie. Folosim notatia prescurtatd scompr = s. Teorema rezulta
imediat, dac3d aratam ca

[P = [(lg"60 — " P+ [T oPax. (@9
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Proprietatea de minimalitate a functiilor spline cubice IlI

Aceasta implicd imediat (28) si faptul c3 egalitatea in (28) are loc dacsd si
numai dac3 g”(x) — s”(x) =0, din care integrand de dou§ ori de la a la x
si utilizand proprietatile de interpolare ale lui s si g in x = a se obtine
g(x) = s(x). Relatia (29) este echivalentd cu

[ )l8" ()~ " (o =0 (30)

Integrand prin parti si tindnd cont c3 s'(b) = g'(b) = f/(b) si
s'(a) = g'(a) = f'(a) se obtine
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Proprietatea de minimalitate a functiilor spline cubice IV

Deoarece s’ este constant3 pe portiuni
b n—-1 Xy+1

[ 5" 00lg (0 =5/ (x)ldx = 5" (x4 0) [ ') = 5/ (x)]dbe =
a v—1 Xv

= Zl " (xv+0)[8 (1) = s(a41) — (8(x) — s(x))] =0

cdci atat s cat si g interpoleazad f pe A. Aceasta demonstreaza (30) si
deci si teorema. m

Pentru interpolarea pe A, calitatea de a fi optimal revine functiilor spline
naturale de interpolare s,.¢(f; ).
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Proprietatea de minimalitate a functiilor spline cubice V

Teorema 5

Pentru orice functie g € C2[a, b] ce interpoleazi f pe A, are loc

[ 18700 Pasx > [ (i) ®)

cu egalitate dacd si numai dacd g(-) = spat(f; ).

v

Demonstratia este analoagd cu a teoremei 3, deoarece (29) are loc din nou
cici s”(b) = s"(a) = 0.
Punand g(-) = Scompi(f;-) in teorema 5 se obtine

/ab[ Scompl (3 x)]%dx > /ab[ s (3 x)]dx. (33)

Deci, intr-un anumit sens, spline-ul cubic natural este cel mai neted
interpolant.
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Proprietatea de minimalitate a functiilor spline cubice VI

Proprietatea exprimata in teorema 5 sta la originea numelui de spline. Un
spline este o vergea flexibild folosita pentru a desena curbe. Dacd forma sa
este dat3 de ecuatia y = g(x), x € [a, b| si dac§ spline-ul trebuie s3
treacd prin punctele (x;, g;), atunci se presupune c3 spline-ul are o form3
ce minimizeaza energia potentiald

/ b [g"(x)]?dx
a (1+[g(x)]?)*
pentru toate functiile g supuse acelorasi restrictii. Pentru variatii lente ale

lui g (|lg’|lo < 1) aceasta aproximeaz3 bine proprietatea de minim din
teorema 5.
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Instrumentul spline

florar

spline
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