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Introducere

e Termenul metoda celor mai mici patrate (MCMMP) (least squares
method) sau aproximare in medie patratica descrie o o abordare
utilizata frecvent la rezolvarea unor sisteme supradeterminate sau
specificate inexact (in sens aproximativ). Tn loc s3 rezolvim sistemul
exact, vom incerca s3 minimizam suma patratelor reziduurilor.

@ Interpretare statistica: dac3 se fac ipoteze adecvate probabilistice
asupra distributiei erorilor, MCMMP produce estimatii de
verosimilitate maxim3 ale parametrilor. Chiar daca aceste ipoteze nu
sunt satisfacute, experienta a aratat ca metoda produce rezultate
utile.

@ Algoritmii de rezolvare se bazeaza pe factorizari ortogonale ale
matricelor.
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Modele si potrivirea curbelor |

@ O sursd comund de probleme n sensul celor mai mici patrate este
potrivirea curbelor (curve fitting). Fie t variabila independent3 si y(t)
o functie necunoscuta de t pe care dorim sa o aproximam.

@ S3 presupunem c3 avem m observatii (y;) m3surate in valorile
specificate (t;):

yi = y(t,-), i=1 m.

@ Modelul nostru este o combinatie de n functii de baza (7‘(,-), m>n
)/(t) ~ C17T1(t,06) + -+ cnnn(t,oc).

@ Matricea de proiectare (design matrix) X («) va fi matricea cu
elementele
x;j = 75i(ti, &),

ale carei elemente pot depinde de «.
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Modele si potrivirea curbelor |l

@ In notatie matriciald, modelul se poate exprima ca:
y = X(tx)c.

@ Reziduurile sunt diferentele dintre valorile observate si cele date de
model

n
ri=yi— Y, m(tia) (1)
j=1
sau in notatie matriciald

r=y—X(a)c. (2)
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Modele si potrivirea curbelor Ill

@ Ne propunem s3a minimizam o anumitd norma a reziduurilor. Cele mai
frecvente alegeri sunt

2 L
Irll5 = Zfi
i=1

sau

Ir13., = _zw,

@ O explicatie intuitiva, fizica, a celei de-a doua alegeri ar fi aceea c3d
anumite observatii sunt mai importante decat altele si le vom asocia
ponderi, w;. De exemplu, daca la observatia i eroarea este
aproximativ e;, atunci putem alege w; = 1/¢;. Deci, avem de a face
cu o problema discretd de aproximare in sensul celor mai mici patrate.
Problema este liniard daca nu depinde de « si neliniard Tn caz contrar.
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Modele si potrivirea curbelor IV

@ Orice algoritm de rezolvare a unei probleme de aproximare Tn sensul
celor mai mici patrate fard ponderi poate fi utilizat la rezolvarea unei
probleme cu ponderi prin scalarea observatiilor si a matricei de
proiectare. Tn MATLAB aceasta se poate realiza prin
A=diag(w)*A;
y=diag(w)*y

@ Daca problema este liniara si avem mai multe observatii decat functii
de baza, suntem condusi la rezolvarea sistemului supradeterminat

Xec=y,
pe care il vom rezolva Tn sensul celor mai mici patrate

c=X\y.
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Ecuatiile normale |

@ Dorim sa rezolvam
Xemy (3)

@ Sistemul este supradeterminat (si in general incompatibil) — nu ne
putem astepta s3 1l rezolvam exact. 1l vom rezolva in sensul celor mai
mici patrate:

min ||y — Xel|.

o Abordare teoretic3: Tnmultim ambii membri cu X 7. Aceasta reduce
sistemul (3) la un sistem n x n, p3tratic, cunoscut sub numele de

ecuatii normale:
XTXc=XTy. (4)
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Ecuatiile normale Il

@ Matricea B = XT X are elementele de forma

bj = (mti(t), 7;(t)) (5)

unde (-, -) este produsul scalar din R™.

o Sistemul (4) se scrie

n

;(n,-, ) = (i y), i=12,....n (6)

@ Dac3 exista mii de observatii si numai cativa parametri, matricea de
proiectare X este mare, dar X7 X este mic3. Am proiectat y pe
subspatiul generat de coloanele lui X. Daca functiile de baza sunt
linear independente, atunci X7 X este nesingular3 si

-1
c= (XTX> xTy.
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Ecuatiile normale Il

@ Aceastd formul3d apare in majoritatea textelor de statisticd si metode
numerice.

o Caracteristici nedorite: ineficienta si mai ales proasta conditionare:
ecuatiile normale sunt Tntotdeauna mai prost conditionate decat
sistemul initial

cond (X7 X) = cond(X)2.

@ in aritmetica cu precizie finit3, ecuatiile normale pot deveni singulare

) -1 o . ) N )
Si (XTX) ar putea sa nu existe, chiar dacd coloanele lui X sunt
liniar independente.

e Exemplu
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Ecuatiile normale IV

@ Daca J este mic, dar nenul, coloanele lui X sunt aproape paralele, dar
liniar independente. Ecuatiile normale fac situatia si mai proasta:

;
11 11 )

XT™X=146 0 5 0 :[‘5“ 21 }
0 5 0 5 1 2+1

o Dacj [6] < 1078, matricea X T X calculatd in dubl3 precizie este chiar
singulara si inversa nu exista.
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Factorizare QR |

@ O metoda de a evita proasta conditionare este factorizarea QR:
X = QR, unde Q este ortogonal3, iar R este triunghiulara superior.

c=R1QTy.

@ Abordarea numeric3 este s3 aplicam ortogonalizarea atat matricei X,
cat si membrului drept y. Vom obtine astfel un sistem triunghiular
superior, care se rezolva prin substitutie inversa.

@ Operatorul \ din MATLAB stie s3 rezolve sisteme 7n sensul celor mai
mici patrate prin factorizare QR. Factorizarea QR se poate obtine prin
functia MATLAB qr.

@ Exist3 doua versiuni de factorizare QR.

e In versiunea complet3, R are aceeasi dimensiune ca X iar Q este
patratica cu acelasi numar de linii ca X.
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Factorizare QR 1l

o In versiunea redus3, @ are aceeasi mirime ca X, iar R este patratic3 cu
acelasi numar de coloane ca X.

@ Procesul Gram-Schmidt din algebra liniara genereaza aceeasi
factorizare, dar este mai putin stabil numeric.
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Factorizare QR Il

X

Figure: Factorizarea QR completd si redusa
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Derivate partiale |

@ Scriem aproximanta sub forma
n
¢ =) gm(t).
j=1

e Eroarea (reziduul) va fi y — ¢, iar

2
m n
2
E(p=rl" =Y | v — X gmi(te)
k=1 j=1
@ Patratul erorii este o functie cuadratica de coeficientii ¢y, ..., ¢, ai

lui @. Problema revine la a minimiza aceasta functie patraticd; ea se
rezolva anuland derivatele partiale.
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Derivate partiale |l

@ Se obtine

aa 90)2 = i <yk — i cjnj(tk)> 7ti(tk) = 0,

=1
adica

k=1
@ Cu ajutorul produsului scalar

n

;(7'(,-, ) = (mi,y), i=12,...,n, (7)

adica chiar ecuatiile normale (6).
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Ortogonalitate |

o Fie ¢, aproximanta cu coeficientii (¢x) solutii ale ecuatiilor normale.
Observam intéi ca eroarea y — ¢, este ortogonald pe

P, = (my,..., Ty, adicd
(Y= ®n9) =0 Voed, (8)
@ Deoarece ¢ este o combinatie liniard de 7;, este suficient ca (8) s3
aiba loc pentru fiecare ¢ = 71, i =1,2,...,n.

@ Se obtine

(Y = @n 1) —( qu.m) (y, i) ch 7, 7)) = 0,

sau
n

;(ﬂh m)g = (miy), i=12,....n, (9)

adica chiar ecuatiile normale (6).
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Ortogonalitate Il

@ Rezultatul din (8) are o interpretare geometricd simpld. Aproximanta
n sensul celor mai mici patrate @, este proiectia ortogonald a lui y pe
®,, vezi figura 2.
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Ortogonalitate Il

Figure: Interpretarea geometrica a aproximarii prin MCMMP
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Exemplul 1 |

Exemplu

Dandu-se punctele
(0, —4),(1,0),(2,4),(3,—-2),

determinati polinomul de gradul | corespunzator acestor date prin metoda
celor mai mici patrate.

Solutie. Aproximanta c3utata are forma
(p(X) = ¢ + a1X.

Sistemul de ecuatii normale se determind din conditiile f — ¢ L 1 si
f — ¢ L x. Se obtine

{ (1, 1)+ alx1)=(f1)
co(l,x)+ c1(x,x) = (f,x)
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Exemplul 1 [I

Dar, (1,1) =Y ,1-1=4,
(1x)=(x1)=Y*,1-x=1-0+1-1+1-2+1-3=6,

(x,x) = Y11 x? = 14. Pentru membrul drept avem (f,1) = (y,1) = —2
si (f,x) = (y,x) =2. Am obtinut sistemul

o vl 2] =[]

cu solutia cg = =2, ¢ = 1. Deci p(x) =x—2. m
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Exemplul 2 |

Datele urméatoare dau populatia SUA (in milioane) determinatd la
recensaminte de US Census, intre anii 1900 si 2010. Dorim s3 modeldm
populatia si sa o estimam pentru anii 1975 si 2010.

An Populatia | An Populatia
1900 75.995 | 1960 | 179.320
1910 91.972 | 1970 | 203.210
1920 105.710 | 1980 | 226.510
1930 123.200 | 1990 | 249.630
1940 131.670 | 2000 | 281.420
1950 150.700 | 2010 | 308.790
Solutie. Vom modela populatia printr-un model polinomial de gradul 3

y=ct+at+ ot? 4+ ctd,
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Exemplul 2 [l

si printr-un model exponential

y = Ke't.
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Exemplul 3 |

Exemplu (M&surarea unui segment de drum - Stiefel)

La m3surarea unui segment de drum, presupunem ca am efectuat 5
masurdatori

A T B I9 ' I3 D

AD =89m, AC =67m, BD =53m, AB =35m si CD = 20m,

si cd dorim s3 determindm lungime segmentelor x; = AB, xo = BC si
x3 = CD.
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Exemplul 3 [l

Solutie. Conform observatiilor obtinem un sistem cu mai multe ecuatii
decat necunoscute (sistem supradeterminat):

x1+x+x3 = 89 1 11 89
x1+x = 67 1 10 67
xx+x3 = B3 ©Ax=b A=|[0 1 1 b= | 53

x1 = 3b 1 00 35
x3 = 20 0 01 20

Din ultimele trei ecuatii se obtine solutia x3 = 35, xo = 33 si x3 = 20.
Totusi, daca Tnlocuim n primele doua ecuatii se obtine

x1+x+x3—89 = -1,
x1+xo — 67 = 1.
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Exemplul 3 |l

Ecuatiile sunt contradictorii si se ajunge la un sistem incompatibil.
Un remediu este s3 gasim o solutie aproximativa care satisface sistemul cat
mai bine posibil. Consideram vectorul reziduu

r=b— Ax.

Cautam un vector x care sa minimizeze Tntr-un anumit sens vectorul
reziduu.

X = [ 35.1250 32.5000 20.6250 ]T
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Aproximari continue |

@ Dorim s3 aproxim3m o functie pe un interval [a, b], m3rginit sau
nemarginit
f%(/):C]_?T]_—{—"'—FCn?Tn

@ Produsul scalar va fi

iar norma

Jull = \/ [T oot

e Functia w este o functie nenegativi pe [a, b, adicd w(t) >0,
Vt € [a, b] si neidentic nul3 pe orice subinterval al lui [a, b].
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Aproximari continue |l

@ Reziduul r = f — ¢ va avea norma minima
Il = [ w() [7(0) ~ g0 e (10)
= /ab w(t) [f(t) — Zn(:)cjnj(t)] dt=: E%[¢] (11)

@ Ecuatiile normale se pot obtine minimizand patratul normei cu
ajutorul derivatelor partiale, sau din conditia de ortogonalitate

n

Y (i mj)gy = (m;, f), i=12...,n (12)
j=1
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Aproximari continue Il

@ Ele formeaz3 un sistem de forma
Ac=0>b (13)
unde matricea A si vectorul b au elementele

A=lay], aj=(mm), b=I[b], b= (mf). (14)
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Existenta si unicitatea |

@ Datorita simetriei produsului scalar, A este o matrice simetricd. Mai
mult, A este pozitiv definitd, adica

xTAx =YY ajxix; >0, dac x # [0,0,...,0]7.  (15)
i=1j=1

@ Functia (15) se numeste forma patraticd (deoarece este omogend de
grad 2). Pozitiv definirea lui A ne spune c3 forma p3tratica ai c3rei
coeficienti sunt elementele lui A este intotdeauna nenegativa si zero
numai dac3a variabilele x; se anuleaza.

@ Pentru a demonstra (15) sd inseram definitia lui aj si sa utilizdm
proprietatile produsului scalar

2
n

n
xTAx = ZZX;XJ-(R',-,T(J ZZ XiTTi, XjTT}) Zx,ﬂ,

i=1j=1 i=1j=1
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Existenta si unicitatea |l

@ Aceasta este evident nenegativd. Ea este zero numai daca
Y"1 xi7ti = 0 pe suppdA, care pe baza liniar independentei lui 7;
implica xy =x =---=x, =0.

@ Este un rezultat cunoscut din algebra liniard cd o matrice A simetrica
pozitiv definitd este nesingulara. Tntr-adevir, determinantul s3u,
precum si minorii principali sunt strict pozitivi. Rezulta ca sistemul de
ecuatii normale (7) are solutie unic3.

o Corespunde aceast3 solutie minimului lui £2[¢] in (10)? Matricea
hessiand H = [02E2/dc;dc;] trebuie s3 fie pozitiv definitd. Dar
H = 2A, deoarece E? este o functie cuadratici. De aceea, H, ca si A,
este Tntr-adevar pozitiv definita si solutia ecuatiilor normale ne da
minimul dorit.
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Existenta si unicitatea Ill

@ Problema de aproximare in sensul celor mai mici patrate are o solutie
unica, data de

a(6) =Y (1) (16)

unde € = [C1, G2, ..., Cy] " este vectorul solutie al ecuatiilor normale

(7)-
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Neajunsurile MCMMP |

@ Ecuatiile normale rezolva problema de aproximare in sensul celor mai
mici patrate complet Tn teorie. Dar in practica?

@ Referitor la 0 multime generala de functii de baza liniar independente,
pot apdrea urmatoarele dificultati:

@ Sistemul de ecuatii normale (7) poate fi prost conditionat. Un exemplu
simplu este urm3torul: suppdA = [0, 1], dA(t) = dt pe [0,1] si
mi(t)=¢71, j=1,2,..., n Atunci

1
(mi, 7)) :/ P2 — 1 192 n
0 i+j—1
adica matricea A este matricea Hilbert. Proasta conditionare a
ecuatiilor normale se datoreaza alegerii neinspirate a functiilor de baza.
Acestea devin aproape liniar dependente cand exponentul creste. O
alta sursd de degradare provine din elementele membrului drept

1 .
bj = /0 7j(t)f(t)dt. Cand j este mare 77;(t) = /=1 se comport3 pe
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Neajunsurile MCMMP I

[0,1] ca o functie discontinud. Un polinom care oscileazd mai rapid pe
[0,1] ar fi de preferat, cici ar angaja mai viguros functia f.

@ Al doilea dezavantaj este faptul c3 toti coeficientii ¢; din (16) depind
de n, adicd ¢; = Z‘\j(n), j=1,2,...,n. Mdrirea lui n ne d3 un nou
sistem de ecuatii mai mare si cu o solutie complet diferita. Acest
fenomen se numeste nepermanenta coeficientilor ;.

@ Amandoud neajunsurile (1) si (2) pot fi eliminate (sau macar
atenuate) alegdnd ca functii de baza un sistem ortogonal,

(71',', 7'Cj) = 0 daca I7éj (7'[_,', 7Tj) = ||7TJ'H2 >0 (17)
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Neajunsurile MCMMP Il

@ Atunci sistemul de ecuatii normale devine diagonal si poate fi rezolvat
imediat cu formula

Ej:m, i=12....n (18)
7t

Evident, acesti coeficienti ¢; sunt independenti de n si odata calculati
raman la fel pentru orice n mai mare. Avem acum proprietatea de
permanentd a coeficientilor. De asemenea nu trebuie s3 rezolvam
sistemul de ecuatii normale, ci putem aplica direct (18).
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Neajunsurile MCMMP IV

o Orice sistem {7T;} care este liniar independent pe suppdA poate fi
ortogonalizat (in raport cu masura dA) prin procedeul Gram-Schmidt.

Se ia
1 = 7/f1
si apoi, pentru j = 2,3, ... se calculeaza recursiv
j-1 =
R TTi, TTk —_
7Tj=7TJ'—ZCk7Tk, Ckzg, :1,j—1.
= (70k, 7Tk

Atunci fiecare 71; astfel determinat este ortogonal pe toate functiile
precedente.
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Exemple de sisteme ortogonale

© Sistemul trigonometric — cunoscut din analiza Fourier.

@ Polinoame ortogonale
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Sistemul trigonometric |

o Sistemul trigonometric este format din functiile:
1, cost,cos2t,cos3t,...,sint,sin2t,sin3¢t, ...
o El este ortogonal pe [0, 27t] in raport ponderea w(t) = 1.

27T
/ sin kt sin ftdt = 0. pentru kL k{=1273,...
0 7T, pentru k=1/

27 01 k;éf
/ cosktcosltdt =< 2m, k=¢=0 k,{=0,1,2
0 w, k=¥0>0

27T
/ sinktcosftdt =0, k=1,2,3,..., ¢=0,1,2,...
0
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Sistemul trigonometric Il

@ Aproximarea are forma

f(t) = —|— Z ay cos kt + by sin kt). (19)
k=1

e Utilizdnd (18) obtinem

27‘(
ak:—/ t)cosktdt, k=1,2,...
(20)

27r
bk:—/ smktdt k=1,2,...

numiti coeficienti Fourier ai lui . Ei sunt coeficientii (18) pentru
sistemul trigonometric.

@ Prin extensie coeficientii (18) pentru orice sistem ortogonal (77;) se
vor numi coeficientii Fourier ai lui f relativ la acest sistem.
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Sistemul trigonometric Il

@ In particular, recunoastem in seria Fourier trunchiata pentru k

=n
aproximarea lui f in clasa polinoamelor trigonometrice de grad
relativ la norma

otz = ([l pae)
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Polinoame ortogonale |

e Dandu-se o m3surd dA, stim c3 orice num3r finit de puteri 1, t, t2, ...
sunt liniar independente pe |[a, b], dacd suppdA = |[a, b], iar
L, t,...,t""1 liniar independente pe suppdA = {t1,t2,..., tn}.

@ Deoarece o mulfime de vectori liniar independenti a unui spatiu liniar
poate fi ortogonalizatd prin procedeul Gram-Schmidt, orice m3sur3
dA de tipul considerat genereazd o multime unica de polinoame
ortogonale monice 71j(t, dA), j =0,1,2,... ce satisfac

gradm; =j, j=0,12,...

/]Rﬂk(t)ng(t)d)k(t) — 0, dac k # ¢ (21)

@ Aceste polinoame se numesc polinoame ortogonale relativ la masura
dA.
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Polinoame ortogonale Il

@ Vom permite indicilor sa mearga de la 0. Multimea 71; este infinitd
dacd suppdA = [a, b] si constd din exact N polinoame
o, 711, - - ., Tny—1 dacd suppdA = {t1,..., tn}. in ultimul caz
polinoamele se numesc polinoame ortogonale discrete.

o intre trei polinoame ortogonale monice (un polinom se numeste monic
dacd coeficientul sdu dominant este 1) consecutive existd o relatie
liniara. Mai exact, exist3 constantele reale oy = ax(dA) si
Bk = Bk(dA) > 0 (depinzdnd de m3sura dA) astfel incat

7'L'k+1(t) = (t—lxk)ﬂ'k(t)—ﬁkﬂfk_l(t), k=20,1,2,... (22)

ﬂfl(t) =0, 7'(0(t) =1

(Se subintelege c3 (22) are loc pentru orice k € IN daca
suppdA = |a, b] si numai pentru k = 0, N — 2 dac3
suppdA = {t1, to, ..., tn}).
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Polinoame ortogonale Il

@ Pentru a demonstra (22) si a obtine expresiile coeficientilor s3
observam c3 7x11(t) — t7ti(t) este un polinom de grad < k, si deci
poate fi exprimat ca o combinatie liniara a lui 71g, 711, ..., 7T,. Scriem
aceastd combinatie sub forma

k—2
M1 — t70k(t) = —akrtic(t) — Brrma—1(t) + ) yijmi(t)  (23)
j=0
(sumele vide se considerd nule).
° Tnmultim scalar ambii membri ai relatiei anterioare cu 7T, si obtinem
(—tﬂ'k, 7Tk) = —Oék(T[k, 7'L'k)
adica
t
o= T gy (24)
(7, 7Tic)
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Polinoame ortogonale 1V

@ La fel, Tnmultind scalar cu 71,_1 obtinem
(—trmp, mh—1) = —Br(7Th—1, Tk—1).

Deoarece (t7tk, mmx—1) = (7Tk, t7Tk—1) si t7Tx—1 diferd de 7rx printr-un
polinom de grad < k se obtine prin ortogonalitate
(tTL’k, 7'[;(,1) = (7'(k, 7'L'k>, deci

Be=1 (e 7)1 (25)

k-1, TTk—1)
o Inmultind (23) cu 71y, £ < k — 1, se obtine

Yee =0, £=01,... k-1 (26)
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Polinoame ortogonale V

e Formula de recurentd (22) ne d3 o modalitate practicd de determinare
a polinoamelor ortogonale. Deoarece 71y = 1, putem calcula ag cu
(24) pentru k = 0 si apoi 711, etc. Procedeul — numit procedura lui
Stieltjes — este foarte potrivit pentru polinoame ortogonale discrete,
caci Tn acest caz produsul scalar se exprima prin sume finite.

@ In cazul continuu, calculul produsului scalar necesitd calcul de
integrale, ceea ce complica lucrurile. Din fericire, pentru multe masuri
speciale importante, coeficientii se cunosc explicit.

e Cazul special cdnd m3sura este simetricd (adicd dA(t) = w(t) cu
w(—t) = w(t) si suppdA simetric3 fatd de origine) merit3 o atentie
speciald, deoarece in acest caz wy = 0, V k € IN, conform lui (19)
caci

b

(tnk,nk):/ﬂzw(t)tni(t)dt:/ w(t) 2 (£)dt = 0,

a
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Polinoame ortogonale VI

deoarece avem o integrala dintr-o functie impara pe un domeniu
simetric.
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Figure: Thomas loannes Stieltjes (1856-1894)
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Polinoamele lui Legendre |

@ Se definesc prin asa-numita formula a lui Rodrigues

o Exemple:

7'(k(t) =

KUodko

(2k)!W(t -~ (27)
7'[0(1') =1,
m(t) = t,
o (t) = t? — %
m3(t) = 3 — gt.

@ Verificdm intéi ortogonalitatea pe [—1, 1] in raport cu ponderea

w(t) =1.
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Polinoamele lui Legendre I

@ Pentru orice 0 < ¢ < k, prin integrare repetat3 prin parti se obtine:

1 k
/ d (2 —1)ktfdt

1 dtk
¢ k—m—1 1
= Z6(2—1)...(£—m+1)t4*mW(t2_1)k —0,
m=0 -1

ultima relatie avand loc deocarece 0 < k—m—1 < k.
@ Deci,
(k. p) =0, Vp e Py_q,
demonstrandu-se astfel ortogonalitatea.

o Relatia de recurenta
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Polinoamele lui Legendre Il

@ Datoritd simetriei, putem scrie

() = th F gt 24 k>2
si observand (din nou datoritd simetriei) c3 relatia de recurentd are
forma
Tk (t) = t7(t) — Brrte—1(t),
obtinem

ﬁ _ tﬂk(t) — 7Tk+1(t)
k TIk_l(t)

care este valabila pentru orice t.

@ Facand t — oo,

t () = e (8) _ (= ) BT £
t—00 7Tk—1<t) t—00 th=1 4 .

=HWk — Hk+1-

(Dacad k =1, punem p; = 0.)
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Polinoamele lui Legendre IV

@ Din formula lui Rodrigues rezulta

k! dk 2k 2k—2
m‘(t):(zk)!ﬁo — kt +>

— (2’:)! (2k(2k —1)... (k+1)tk—
k(2k —2)(2k —3) ... (k—1)tF" 1 +...)

B k(k—1) 4

— k_mt" 24,
asa ca Kk — 1)

]lk:m, k22.
Deci,
k2

B = Mk — 1 = 2k—1)(2k1 1)
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Polinoamele lui Legendre V

si deoarece y1 =0,

k>1. (28)
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Polinoamele Cebisev de speta | |

@ Ele se pot defini prin relatia
Th(x) = cos(narccosx), n €N, (29)
@ Din identitatea trigonometrica
cos(k +1)0 + cos(k — 1)8 = 2 cos 0 cos k6
si din (29), punand 6 = arccos x se obtine

Tii1(x) = ika(x) — Tko1(x) k=1,2,3,... (30)

T1(x) = x.
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Polinoamele Cebisev de speta | Il

@ De exemplu,

To(x) = 2x2 -1,
T3(x) = 4x° — 3x,
Ta(x) =8x* —8x2+1

s.a.m.d.

@ Din relatia (30) se obtine pentru coeficientul dominant al lui T,
valoarea 21 (dacd n > 1), deci polinomul Cebisev de speta | monic
este

[¢]

]_ o
Th(x) = FT,,(X), n>0, Top=Tp. (31)

@ Din (29) se pot obtine rddacinile lui T,

(n)

n n 2k_1
X,  =cosf, ", Gi)zin

2n
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Polinoamele Cebisev de speta | Ill

@ Ele sunt proiectiile pe axa reala ale punctelor de pe cercul unitate de
argument 9,((").
e Peintervalul [—1,1] T, oscileazi de la 41 la -1, atingdnd aceste

valori extreme Tn punctele

n n n k
yé):cosq,((), U,E):Tﬂ, k=0,n.
T4 si radacinile sale T3, Ta, T7, Tg pe [-1,1]
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Polinoamele Cebisev de speta | IV

@ Polinoamele Cebisev de speta | sunt ortogonale pe [—1, 1] in raport

cu ponderea

1
V1-—x2

w(x) =

@ Se verificd usor din (29) c3d

/11 Tk (x) Tg(X)\/; / Tk (cos0) Ty(cosB)do

- 0 daca k #/4
= / cos kfl cos 0d6 = n dacda k=(=0 (33)
0 /2 dacd k={(#0
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Polinoamele Cebisev de speta | V

@ Dezvoltarea Tn serie Fourier de polinoame Cebisev este dat3d de

/
[o°] 1 [o°]
=Y gTix) =50+ ) gT;(x), (34)
j=0 J=1

unde J
X .
—/ jeN.
Vi-x2'
e Pastrand Tn (34) numai termenii de grad cel mult n se obtine o
aproximare polinomiala utila de grad n

n!
To(x) = ) ¢ T;(x), (35)
j=0
avand eroarea
F(x) —T(x) = Y, ¢Ti(x) = cpy1 Tns1(x). (36)
j=n+1
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Polinoamele Cebisev de speta | VI

@ Aproximanta din (35) este cu atit mai bund cu cit coeficientii din
extremitatea dreaptd tind mai repede catre zero. Eroarea (36)
oscileaza Tn esenta intre +c,41 Si —Cpa1 Si este deci de marime
,uniforma*. Acest lucru contrasteaz3d puternic cu dezvoltarea Taylor

T jurul lui x = 0, unde polinomul de grad n are eroarea proportionalad
cu x™1 pe [—1,1].
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Minimalitatea normei |

Teorema

= - o o
Pentru orice polinom monic p, de grad n are loc

(e}
2
_max, n(x)

50| >
p()| = max,

= ST n>1, (37)

unde 7(3,,(x) este dat de (31).

Demonstratie. Se face prin reducere la absurd. Presupunem c3

max
—1<x<1

prl)| < 2—{1 (38)
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Minimalitatea normei I

Atunci polinomul dn(x) = Tp(x) — pn(x) (de grad < n— 1) satisface

dn <yé")) >0, d, <y1‘")) <0, d, <y2(")) >0,....(~1)"d, (y,§”>) > 0.
(39)
Deoarece d, are n schimbari de semn, el este identic nul; aceasta
contrazice (39) si astfel (38) nu poate fi adevarats. m
Rezultatul (37) se poate interpreta in modul urm3tor: cea mai buna
aproximare uniform3 din P,,_; pe [—1,1] a lui f(x) = x" este dat3 de

o (o]
x" — Tp(x), adicd, de agregarea termenilor pan3 la gradul n — 1 din T,
luati cu semnul minus. Din teoria aproximatiilor uniforme se stie ca cea
mai bund aproximare polinomiald uniforma este unica. Deci, egalitatea n

(37) poate avea loc numai dac3 p,(x) = T,(x).
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Polinoamele Cebisev de speta a ll-a

@ Se definesc prin

_sin[(n+ 1) arccos t]

Qn(t , te[-11

8 Vi-e =

o Ele sunt ortogonale pe [—1, 1] in raport cu misura dA(t) = w(t)dt,
w(t) =+v1-—t2

@ Relatia de recurenta este

Qni1(t) = 2tQn(t) — Qu-1(t), Qo(t) =1, Qu(t) =2t
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Figure: Pafnuti Levovici Cebisev (1821-1894)
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Polinoamele lui Laguerre |

@ Sunt ortogonale pe [0, 00) n raport cu ponderea w(t) = t*e™*.

@ Se definesc prin

ttfuc dn
o(t) = eTﬁ(t"“‘e_t) pentru a > 1

@ Relatia de recurenta pentru polinoamele monice este
kr1(t) = (t =2k —a = 1)€4(t) — Brli 1 (1),
unde

By = I'(1+a), pentru k =0;
7 k(k+a), pentru k > 0.
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Polinoamele lui Laguerre |l

@ Exemple pentru « = 0:

(1) =1,

6&0)(15) =t-—1,

(0(t) = 2 — 4t +2

2 = )
00(t) =3 — 912 + 18t — 6

Radu T. Trimbitas (UBB) Metoda celor mai mici p3trate April 10, 2017 63 /



Figure: Edmond Laguerre (1834-1886)
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Polinoamele lui Hermite |

@ Se definesc prin

n 2 d”

Ha(t) = (=1)"e" 2 (e "),

o Ele sunt ortogonale pe (—o0,00) n raport cu ponderea w(t) = e~

si verificd relatia de recurent3

Hiq1(t) = tHi(t) — BuHn-1(t)

unde

By — { V7T, pentru k = 0;

%, pentru k > 0.
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Polinoamele lui Hermite I

o Exemple:

Radu T. Trimbitas (UBB)

Ho(t) =1,
Hi(t) = t,

Ho(t) =
Hs(t) = t3 — gt.
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Figure: Charles Hermite (1822-1901)
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Polinoamele lui Jacobi |

@ Sunt ortogonale pe [—1, 1] in raport cu ponderea
w(t) = (1—t)"(1+t)P.
o Coeficientii din relatia de recurentd sunt

132_“2
T kta+pB)2ktatp+2)

193

si

Bo =2"FH1B(a+1,+1),
B 4k(k+a)(k+a+B)(k+B)
P kTt -1k Fat PRkt p 1)

k > 0.
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Polinoamele lui Jacobi Il

o Exemple pentrua =1/2si f=—1/2

7P () =1,
P () =t,
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Figure: Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851)
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Exemplu

Pentru functia f(t) = arccost, t € [—1, 1], obtineti aproximanta in sensul
celor mai mici pdtrate, ¢ € P, a lui f relativ la functia pondere

w(t)=(1—t2)"z = ﬁ adic3, gisiti solutia ¢ = ¢ a problemei

min {/_11[f(t) _ go(t)]2\/1di7t2 . pc P,,} |

Exprimati ¢ cu ajutorul polinoamelor Cebisev 7t;(t) = T;(t).

Solutie. ¢(t) = % +aTi(x)+ -+ caTa(x)

(f, Tk) _E( 2 1 arccost

Ck = = f,Te) = — —
T (T T w k) )1 y1= ¢

2 [T 2 lusinkui®™ 1 (7
:—/ ucos kudu = — ) - —
7T Jo T k o klJo

cos(k arccos t)dt

sin kudu]
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2 1 cos ku
o

| = el -1

k k lo

k par ¢, =0
2 4
=— n

k impar ¢, = —ﬁ(—2) —r
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