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Un spatiu util

@ Pentru n € IN*, definim
H'a,b] = {f :[a,b] = R:f € C" [a, b],
£(n=1) absolut continu pe [a, b]}. (1)

@ Orice functie f € H"[a, b] admite o reprezentare de tip Taylor cu
restul sub forma integralé

(x—a)* x=t)"t
o)=Y +/ n—1 Zrna (2)
e H"|[a, b] este un spatiu liniar.

o Functia f : I — IR, [ interval, se numeste absolut continud pe / daca
Ve >0 36 > 0 astfel incat oricare ar fi un sistem finit de
subintervale disjuncte ale lui | {(ak, bx) },_15 cu proprietatea
Yoi—1(bk —ak) < 6 s avem

Z |f(bx) — f(ak)| < e.
k=1
)
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Teorema lui Peano |

@ Teorema urmatoare, de o importanta deosebita Tn analiza numerica,

este o teorem3 de reprezentare a functionalelor liniare reale, definite
pe H"[a, b].

@ Ea da un procedeu general de obtinere a erorii de aproximare.

]z z>20
710 z<o0

e Functia

se numeste parte pozitivd, iar z! se numeste putere trunchiata.
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Teorema lui Peano |l

Teorema 1 (Peano)

Fie L o functionals reald, continud, definity pe H"[a, b]. Dac3
Kerl = P,,_1 atunci

Lf = /bK(t)f(”)(t)dt, (3)

unde

K(t) = CE L[(- = )71 (nucleul lui Peano). (4)
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Teorema lui Peano - continuare |

Demonstratie. f admite o reprezentare de tip Taylor, cu restul in form3
integrala
f(x) = (Ta-1f) (x) + (Ro-1f) (x)

unde

X (x — n—1
Roa0) = [ B wa = L [ om0 e

Aplicand L obtinem

b

_ _ 1 . _ \n—1g(n) _
Lf = LTy g +1Ry 1 = 1 = gl (/ (- — 1)1 if (t)dt> _

b
cont 1 [ L=t o)
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Teorema lui Peano - continuare |l

Observatia 2

Concluzia teoremei ramane valabila si daca f nu este continud, ci are forma

Lf = Z/ )(x)dui(x), pi € BV[a, b).

Corolarul 3

Dacs K pdstreazd semn constant pe [a, b] si f(") este continud pe |a, b),
atunci existd { € |a, b] astfel incat

Lf = %fW(@Len. (5)

unde ex(x) = x¥, k € N,
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Teorema lui Peano - continuare |l

Demonstratie. Deoarece K pastreazd semn constant putem aplica in (3)
teorema de medie

b

Lf = f<">(g)/ Ko(t)dt, &€ [ab).

a

Concluzia se obtine ludnd f = ¢,. m
Acest corolar este folosit Tn aplicatii.
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wan?

Figura: Giuseppe Peano (1858-1932)
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Exemplu |

Exemplul 4

Vom folosi teorema lui Peano pentru a da expresia erorii in formula

/abf(x)dx: (b—a)f(a;b> +R(f)

numita formula dreptunghiului.

Solutie. Functionala de reprezentat este

R(f):/abf(x)dx—(b—a)f(azb).
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Exemplu Il

Ea se anuleazd pentru f(x) = 1si f(x) = x, deci Ker(R) = P;. Din
teorema lui Peano rezulta

R(F) = /abK(t)f”(t)dt

unde
_ b
K(t) =R b=t :/ (x —t),dt — (b—a) ath_,
1' a 2 +
— (b—t)2/2— (b—a) <a+b—t>
2 +
Nucleul pastreaza semn constant
K(F) = b=t dacs t > (a+b)/2;
- 2
U2t < (a+b)/2.
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Exemplu IlI

Putem aplica corolarul la teorema lui Peano

r(f) = TRe), e =

si obtinem
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Interpolare Lagrange |

Fie intervalul inchis [a, b] C R, f : [a, b] — R si o multime de m+1
puncte distincte {xg, x1,...,xm} C [a, b] si o functie f : [a, b] — R.
Dorim s3 determinam un polinom P, de grad minim care sa reproduca
valorile functiei f in x, adicd P(xx) = f(xk), k =0, m.
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Interpolare Lagrange I

Existd un polinom si numai unul L,,f € IP,, astfel incat
Vi=01....,m (Lnf)(x) = f(x); (6)

acest polinom se scrie sub forma

(Lnf) () = imx,-)f,-(x), 7)
unde .
4iG) =T]-— (8)
X
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Interpolare Lagrange IlI

Demonstratie. Se verifica imediat ¢ ¢; € IP; si ¢ {;(xj) = 6;; (simbolul
lui Kronecker); rezultd c3 polinomul L,,f definit de (7) este de grad cel
mult m si verifica (6).

Presupunem c3 existd un alt polinom p¥, € IP,, care verificad (6) si punem
Gm = Lm—p},; avem g € P, siVi=0,1,...,m, gm(x;) = 0; deci gm
avand (m+ 1) r3d3cini distincte este identic nul, de unde unicitatea lui
L, m

Definitia 6
Polinomul L,f definit astfel se numeste polinom de interpolare Lagrange a
lui f relativ la punctele xo, X1, . .., Xm, iar functiile £;(x), i = 0, m, se

numesc polinoame de baza (fundamentale) Lagrange asociate acelor
puncte.
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Interpolare Lagrange IV

Observatia 7

Polinomul fundamental {; este deci unicul polinom care verificd

E,-e]I’mng:O,l,...,m, f,’(Xj)Z(S,'j

Punand -
u(x) =[x —x)
j=0
din (8) se deduce c3V x # x;, {i(x) = 2l

(x—x;)u'(x;) "

v

@ Demonstrand teorema 5 am demonstrat de fapt existenta si unicitatea
solutiei problemei generale de interpolare Lagrange:

e [PGIL] Fiind date by, b1, ..., by € R, s3 se determine

Pm € Py, astfel incdt Vi=0,1,...,n,  pm(x;) = b;. (9)
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Interpolare Lagrange V

@ Problema (9) conduce la un sistem liniar de (m + 1) ecuatii cu
(m+ 1) necunoscute (coeficientii lui pp,).

@ Din teoria sistemelor liniare se stie ca
{existenta unei solutii V by, b1, ..., bm} < {unicitatea solutiei} <
{(b():bl:'--:bm:O)?meO}
@ Punem p,, = ag+aix+---+ amx™

a:(ao,al,...,am)T, b:(bo,bl,...,bm)T

si notdm cu V = (vj;) matricea pdtraticd de ordin m+1 cu

elementele vjj = x. Ecuatia (9) se scrie sub forma

Va=5>b
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Interpolare Lagrange VI

@ Matricea V este inversabild (este Vandermonde); se aratd usor c3
V=1 = UT unde U = (uj) cu £i(x) = i uikx”; se obtine in acest
mod un procedeu putin costisitor de inversare a matricei
Vandermonde si prin urmare si de rezolvare a sistemului (9).
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Exemple de PIL |

Exemplul 8

Polinomul de interpolare Lagrange corespunzator unei functii f si nodurilor
Xo Si x1 este
X — X1
(Laf) (x) = f(xo) +

X0 — X1 X1 — X0

X — X0

f(x1),

adic3 dreapta care trece prin punctele (xo, f(x0)) si (x1, f(x1)).
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Exemple de PIL Il

Exemplul 9

Analog, polinomul de interpolare Lagrange corespunzator unei functii f si
nodurilor xg, x1 Si X este

X —Xxp) F(x0) + (x —x0)(x — x2)

(L) () = =

—~~|—

x0 — x1) (X0 — x2) (1 — x0) (x1 — x2) f(x1)
(x —x0)(x — x1)
’ (x2 —x0) (X2 — x1) fe),

adic3 parabola care trece prin punctele (xo, f(x0)), (x1, f(x1)) si
(x2, f(x2)).
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Figura: Joseph Louis Lagrange (1736-1813)
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Expresia erorii de interpolare

Propozitia 10

Operatorul L, este proiector, adicd
o este liniar (Ly(af + Bg) = aLmf + BLmg);
e este idempotent (L olp, = Ly).

Demonstratie. Liniaritatea rezultd imediat din formula (7). Datorit3
unicitdtii polinomului de interpolare Lagrange Ly, (Ly,f) — Liyf este identic
nul, deci Ly, (Lyyf) = Lipf si am ardtat idempotenta. m
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Expresia erorii de interpolare

@ Daca dorim s3 utilizam polinomul de interpolare Lagrange pentru a
aproxima functia f intr-un punct x € [a, b], distinct de nodurile de
interpolare (xg, ..., Xm), trebuie s3 estimdm eroarea comis3
(Rmf)(x) = f(x) = (Lmf)(x).

@ Dac3d nu posedam nici o informatie referitoare la f Tn afara punctelor
x;, este clar ¢ nu putem spune nimic despre (Rpyf)(x); intr-adevar
este posibil sa schimb3dm f Tn afara punctelor x; fara a modifica
(Lf) (x).

@ Trebuie deci sa facem ipoteze suplimentare, care vor fi ipoteze de
regularitate asupra lui f. S3 notdm cu C™|a, b| spatiul functiilor reale
de m ori continuu diferentiabile pe [a, b].

Avem urmatoarea teorem3 referitoare la estimarea erorii In interpolarea
Lagrange.
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Expresia erorii de interpolare |

Presupunem ci f € C™|w, B] si existy f("+1) pe («, B), unde
a = min{x,xo, ..., Xm} si B = max{x, xo, ..., Xm},; atunci, pentru orice
x € [w, B], existd un &y € (a, B) astfel incat

(Rnf)() = T—merum ()PP (&), (10)

(m+1)

unde

Radu T. Trimbitas (Universitatea ,,Babes-Bol Interpolare 6 aprilie 2020 24 /69



Expresia erorii de interpolare Il

Demonstratie. Dacd x = x;, (Rmf)(x) = 0 si (10) se verific3 trivial.
Presupunem ca x este distinct de x; si consideram, pentru x fixat, functia

auxiliara
_lum(z) (Rmf)(z)
A& = im0 (Ruf)(x)

Se observi ci F € C"[, B], 3 F(™+Y) pe (a, B), F(x) =0si F(xx) =0
pentru k =0, m. Deci, F are (m+ 2) zerouri. Aplicaind succesiv teorema

lui Rolle, rezultd c3 existd cel putin un & € (a, B) astfel incat
F(m+1) () = 0, adic3

(m+1)t FmD)(g)

F@ =100 (Ref)(0)

=0, (11)

unde s-a tinut cont c& (Rpf)(mt1) = F(m+1) _ ([ £)(m+1) — flm+1)
Exprimand (Rnf)(x) din (11) se obtine (10). m
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Expresia erorii de interpolare Il

Corolarul 12

Punem Mp, 1 = m[a>z |F(m+1) (x)

interpolare (Rmf)(x) = f(x) — (Lmf)(x) este datd prin

; 0 margine superioara a erorii de

+1)!

—m+l X)|.
| (R )()I_( )|m()|

Acest corolar ne permite sa delimitam eroarea sau sa obtinem m daca se
impune o margine superioara a erorii.
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Expresia erorii de interpolare IV

Deoarece L,, este proiector, rezultd cad R, este de asemenea proiector; n
plus KerR,, = IP,,, decarece Rp,f =f — L, f =f—f =0, Vf € IP,.
Deci, putem aplica lui Ry, teorema lui Peano.

Daci f € C™*1[a, b], atunci

(Rmf) (x) = /a Ko £) £ (1) (12)

unde
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Expresia erorii de interpolare V

Demonstratie. Aplicand teorema lui Peano, avem
b
(Rf) (x) = / Kom(x; £) F7HD (1) it

a

si tindnd cont ca

Ko( ) = Ry [<x—t>r] _ =T [<X—f>1’] |

m!

teorema rezultd imediat. m
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Exemplu

Exemplul 14

Pentru polinoamele de interpolare din exemplul 8 resturile corespunzatoare
sunt

(le)(X) — (X — X0)2(X — Xl) f"(C)

si respectiv

X = x0) (X = x1) (X = x2)
(). |

(ReF)(x) =

29 /69
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Eroarea pentru noduri Cebisev |

o Fiind date functia f si gradul m al polinomului de interpolare, cum
trebuie alese nodurile astfel ca restul sa fie cat mai mic posibil?

(Rnf) (x) = (o) m3(g)

@ Deoarece

(o]

(R (0] < el )]

nodurile trebuie alese astfel ca ||um||,, sd fie minim3. Rezultd c3 up,
trebuie s3 fie polinomul monic Cebisev de speta | de grad m+ 1,

Tm+1

@ In acest caz
],

IRof | <yt 1
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Metode de tip Aitken |

@ In multe situatii gradul necesar pentru a atinge precizia dorita in
interpolarea polinomiala este necunoscut.

@ El se poate determina din expresia restului, dar pentru aceasta este
necesar si cunoastem ||f(m )|

® P m,,...m, — polinomul de interpolare Lagrange avand nodurile

Xmygs -« oy Xmy-
Propozitia 15
Daca f este definitd in xo, ..., xk, xj # i, 0 < i,j < k, atunci
P _ (x=xp)Por,..j-1j+1,...k(x) = (x = xi)Po,..i-1,i+1,.k(X) _
0.1,k = —
X — X_[
_ 1 x—=x Po1,.i-1it1,..k(x) ‘ (14)
xi—x; | Xx—=x Po1,..j-1j+1,..k(X)
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Metode de tip Aitken Il

Demonstratie. Q = Po 1, .i-1,i+1..k»r @ = Po1,..j-1j+1k

(x =) Q(x) — (x = x1) Q(x)

Xj — Xj

P(x) =

Plx) = e =) Q0) e Z)Q) %=

Xj Xj — Xj

Xj
pentru r # i Ar # j, cici Q(x,) = Q(x,) = f(x,). Dar
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Metode de tip Aitken Il

@ am stabilit o relatie de recurenta intre un polinom de interpolare
Lagrange de gradul k si doud polinoame de interpolare Lagrange de
gradul k — 1.

@ Calculele pot fi asezate Tn forma tabelara

x0 Po

x1 P1 Pox

x2 P2 P12 Poip

x3 P3 P23z P23 Poips

x4 Py P3a Paza Pip3a Poi1234

@ Dacd Py 1,234 nu ne asigura precizia dorita, se poate selecta un nou
nod si adduga o noua linie tabelei

xs Ps Pas P3as P>3as P12345 Po12345
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Metode de tip Aitken IV

o Criteriu de oprire: elementele vecine de pe linie, coloana sau
diagonala se pot compara pentru a vedea dacd s-a obtinut precizia
dorita.

@ metoda lui Neville

o Notatiile pot fi simplificate

QIJ—PIJIJ+1 ..... i—1,i
Qij-1:=Pi_j1
Qi—1j-1:= Pi_ji—js1,.i-1.

..... i—=1,i»

e Din (14) rezults, pentru j =1,2,3,...,i=j+1,j+2,...,

(x = xi—j)Qjj—1— (x — Xi)Qi—l,j—l'

Qij=
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Metode de tip Aitken V

o 1n plus, Qi = f(x;). Obtinem tabelul

x0 Qoo

x1 Qo Qi1

x2 (o Q1 @22

x3 o0 Q1 @32 A3

@ Daca procedeul de interpolare converge, atunci sirul Q;; converge si
el si s-ar putea lua drept criteriu de oprire

|Qii — Qi—1i-1] <e.

@ Pentru a rapidiza algoritmul nodurile se vor ordona crescator dupa
valorile |x; — x]|.

@ Metoda lui Aitken este similara cu metoda lui Neville.
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tode de tip Aitken VI

@ Ea construieste tabelul

x0 Po

x1 P1 Pox

x2 P> Po2 Poip

x3 P3 Posz Poi13 Poins

x4 Py Poa Po1a Poioa Poi234

@ Pentru a calcula o noua valoare se utilizeaza valoarea din varful
coloanei precedente si valoarea din aceeasi linie, coloana precedenta.
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Metoda diferentelor divizate |

@ Vom nota cu Lif PIL cu nodurile xp, x1, ..., x¢ pentru k =10, 1,
..., n. Vom construi L, prin recurenta.

e Avem
(Lof)(x) = f(x0)
pentru k > 1

@ polinomul Ly — L,_1 este de grad k, se anuleazad Tn punctele
X0, X1, ..., Xk—1 Si deci este de forma:

(Lif)(x) = (Lg—1f)(x) =F[x0, x1, - -, Xk (x —x0) (x = x1) ... (x _()ik_)l)
5
unde f[xo, x1, ..., xx] desemneazi coeficientul lui x* din (Lxf)(x).
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Metoda diferentelor divizate |l

@ Se deduce expresia polinomului de interpolare L,,f cu nodurile
Xvaly---an

(Lmf)(x) = f(x0)+ Y flxo, x1, .- xi] (x = x0) (x = x1) ... (x — x¢—1),
k=1
(16)
o forma Newton a polinomului de interpolare Lagrange

e Formula (16) reduce calculul prin recurentd al lui L,f la cel al
coeficientilor f[xg, x1, ..., x|, k =0, m.
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Recurenta pentru diferente divizate

f —f e, X
Vk>1 f[xo,xl,...,xk]z [X1,X2, ,Xk)](k_)[:;O,Xl, » Xk 1] (17)

fixij="rf(x), i=01,... k.

Demonstratie. Notam, pentru kK > 1 cu L;_;f polinomul de interpolare

pentru f de grad k — 1 si cu nodurile x1, x2, ..., Xy ; coeficientul lui xk—1
este f[x1, x2, ..., x¢]. Polinomul gx de grad k definit prin
(x —x0)(Ly_1)(x) — (x — xic) (Lk—1f) (x)
gk (x) =
XKk — X0
coincide cu f in punctele xp, xi, . . ., xk si deci qx(x) = (Lif)(x). Formula

(17) se obtine identificand coeficientul lui x¥ din cei doi membri.. m
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Calculul PIL cu diferente divizate |

Definitia 17
Cantitatea f[xp, x1, - .., Xk] se numeste diferentd divizatd de ordinul k a lui
f in punctele xg, x1, ..., Xk.
Alt3 notatie utilizatd este [xp, ..., x; f].
Din definitie rezult3 c3 f[xo, x1, ..., Xk] este independentd de ordinea
punctelor x; si ea poate fi calculatd in functie de f(xp), ..., f(xm).
Intr-adevar PIL de grad < m relativ la punctele xg, ..., Xy se scrie

m

(Lmf)(x) = Y Li(x)F (x)
i=0

si coeficientul lui x™ este

f[xo,...,xm]:i&. (18)
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Calculul PIL cu diferente divizate Il

o Diferentele divizate se pot obtine prin algoritmul tabelar urmator,
bazat pe formula (17), care este mai flexibil si mai putin costisitor
decat aplicarea formulei (18)

xo flxo] — flxo,x1] — flxo.x1,x] — flxo,x1, x2, x3]
a e e

X1 f[Xl] — f[Xl,Xg] — f[Xl,Xg,X3]
e /!

X2 f[Xg] — f[XQ,Xg]
e

x3  f[x3]
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Calculul PIL cu diferente divizate Il

@ Prima coloan3 este format3 din valorile functiei f, a doua din
diferentele divizate de ordinul |, etc.; se trece la coloana urmatoare
folosind formula (17).

@ Pentru a rapidiza algoritmul nodurile se vor ordona crescator dupa

valorile |xi — x|.
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Exemplul 18
S3 calculdm forma Newton a polinomului de interpolare Lagrange pentru
functia f(x) = x3 si nodurile x = k, k =0,...,3. Tabela diferentelor
divizate este:

x| FIxi] Flxiox] Flxioxgox]  Fxi X, Xk, ]
0] 0 1 3 1

1| 1 7 6

2| 8 19

3| 27

La calculul polinomului de interpolare se folosesc diferentele divizate din
prima linie a tabelei.

(LsF)(x) = f[xo] + (x — x0)f[x0, x1] + (x — x0) (x — x1) f[x0, x1, 2] +
+(x —x0)(x — x1)(x — x2) f[x0, X1, X2, X3]
= Xx+3x(x—1) 4 x(x—1)(x—2);
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Proprietati ale diferentelor divizate |

Teorema 19

Eroarea de interpolare este datad de

f(x) = (Lmf)(x) = um(x)f[x0, X1, - - -, Xm, X]. (19)

Demonstratie. Intr-adevir, este suficient s3 observim c3
(me)(t) + Um(t)f[Xo, e Xm, x]

este conform lui (16) polinomul de interpolare (in t) al lui f n punctele
X0, X1,y Xm, X. 1
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Proprietati ale diferentelor divizate |l

Teorema 20 (formula de medie pentru diferente divizate)
Daci f € C™[a, b], existi & € (a, b) a.l.

Flx0, X1, - -+ Xm] = —F(™ (&) (20)

Demonstratie. Rezultd din (10) si din (19) m
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Proprietati ale diferentelor divizate IlI

Teorema 21 (scrierea sub forma unui cat a doi determinanti)

Are loc (Wh)( )
XO, ! Xm
flX0,-- -1 Xm
o, - Xm] V(x0,---\Xm)
unde
1 Xxp xg X
1 x5 X12 X
(WF)(x0, .-, Xn) = . :
1 xm X3 xm—1
iar V(xo, ..., Xm) este determinantul Vandermonde.

(21)
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Proprietati ale diferentelor divizate IV

Demonstratie. Se dezvoltd (Wf)(xo, ..., xm) dupd elementele ultimei

coloane; fiecare complement algebric este un determinant Vandermonde.
Se obtine

1 m
f[XO, e ,Xm] = mg V(XO,...,Xif]_,X,'+]_,...,Xm)f(X,‘) =

_ i(_l)m—i f(X,')
= (

Xi—X0) -+ (xi = xi—1) (Xi — Xi41) - (X0 — x7)

din care dupa schimbarea semnelor ultimilor m — i termeni rezultd (18). m
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Figura: Sir Isaac Newton (1643 - 1727)
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Metoda baricentrica |

@ Rescriem (7), (8) a.T PIL s3 poat§ fi evaluat si actualizat cu O(m)
operatii. Avem

Um(x) 1
li(x) = . . 23
J() H(Xj_xk) X—Xj ( )
k#j
unde
um(x) = (x —x0)(x —x1) -+ (x — xm) (24)
@ Definind ponderile baricentrice prin

;= 71 =20 (25)

VVJ_H(XJ'_X/(), j=0,...,m,

ki
adicd, wj = 1/u],(x;) si putem scrie ¢; sub forma

Wj

4(x) = um(x)

X=X
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Metoda baricentrica Il

e Acum PIL se scrie (fj := f(x;))

m

m(X) Z Wi £ (26)

5 x =%

@ Interpoland functia constantd 1 obtinem

1= 4j(x) = um(x Zx—x (27)
=0 =X
o impirtind (26) cu expresia de mai sus si simplificAnd cu up(x),
obtinem
7w
P
_/=0X =X
p(x) = "—F——, (28)
Z wj
j=0X X

numita formula baricentrica.
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Distributii remarcabile |

@ In cazul unor noduri particulare se pot da formule explicite pentru
ponderile baricentrice w;.

@ Pentru noduri echidistante
w; = (—1)1'(”_7). (29)

o Familia de puncte Cebisev se poate obtine proiectand puncte egal
spatiate pe cercul unitate pe intervalul [—1, 1]. Pornind de la formula

(30)

se pot obtine formule explicite pentru ponderile w;.
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Distributii remarcabile |l

@ Punctele Cebisev de speta | sunt date de

(31)

@ Punctele Cebisev de speta Il sunt date de

7T
xj:cosj—, j=0,....,m,
m

iar ponderile corespunzatoare sunt

{1/2, j=0sauj=m,
oj =

1V, _
wi = (=1)9j, 1 altfel.
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Interpolarea in puncte Cebisev

o Dificult3tile legate de interpolarea polinomiald de grad mare pot fi
depasite aglomerand punctele de interpolare la capatul intervalului in
loc de a alege puncte echidistante

@ Noduri: puncte de interpolare Cebisev de speta a doua sau puncte
Gauss-Lobatto pe [—1,1]

X_,':COS%, j=0,...,n (32)
@ Pentru un interval [a, b] se face schimbarea de variabil3
o 2x—b—a
 b-a
o Utilizate Tn pachetul MATLAB chebfun - Univ. Oxford, L. N.

Trefethen
o Dacd (x;)]_, sunt puncte Cebisev, polinomul nodurilor satisface

n

[Tx—x)

Jj=0

< 2—n+1
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Proprietati ale interpolarii Tn puncte Cebisev

Fie f € C[—1,1], p, polinomul s3u de interpolare in puncte Cebisev (32)
si p;; polinomul siu de cea mai bun& aproximare in norma ||-|| ... Atunci

@ |If —pnll < (2+ Zlogn) [If = pilleo

Q@ Dacs Ik € N* a.i. f¥) este cu variatie marginits pe [—1,1], atunci
|f = pnlle = O (n7%), cand n — 0.

© Daca f este analitica intr-o vecinatate din planul complex a lui
[—1,1], atunci 3C < 1 a.i. ||f — pnll, = O (C"); in particular dacs f
este analiticd in elipsa inchisi cu focarele £1 si semiaxele M > 1 si
m > 0, putem lua C =1/(M+ m).
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Interpolare Hermite |

In loc sa facem s3 coincida f si polinomul de interpolare in punctele x; din
[a, b], am putea face ca f si polinomul de interpolare s3 coincidd impreun3
cu derivatele lor pan3a la ordinul r; Tn punctele x;. Se obtine:

Teorema 23

Fiind date (m + 1) puncte distincte xo, x1, - .., Xm din [a, b] si (m+ 1)
numere naturale ry, ri, ..., rm, punemn=m-+ry—+r + - - -+ ry. Atunci,
fiind datd o functie f, definiti pe [a, b| si admitand derivate de ordin r; in
punctele x; exista un singur polinom si numai unul H,f de grad < n astfel
Tncat

V(i0),0<i<m0<l<r (H)O(x)=FfO(x), (34)

unde fO)(x;) este derivata de ordinul £ a lui f in x;.

Radu T. Trimbitas (Universitatea ,,Babes-Bol Interpolare 6 aprilie 2020 55 /69



Interpolare Hermite I

Definitia 24

Polinomul definit in acest mod se numeste polinom de interpolare al lui
Hermite al functiei f relativ la punctele xo, x1, . .., Xm si la intregii
nn,MN,...,'m-

Demonstratie. Ecuatia (34) conduce la un sistem liniar de (n+ 1) ecuatii
cu (n+ 1) necunoscute (coeficientii lui H,f), deci este suficient s3 ardtdm
ca sistemul omogen corespunzator admite doar solutia nuld, adica relatiile

Hof € PysiV (i,0), 0<i<k 0<{<r (Hif)9(x)=0

ne asigura cd pentru orice i = 0,1, ..., m, x; este radacinad de ordinul
ri +1 a lui H,f; prin urmare H,f are forma

(H f ﬁ r,+1

i=0
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Interpolare Hermite Il

unde g este un polinom. Cum Y ;(r; +1) = n+ 1, acest lucru nu este
compatibil cu apartenenta lui H, la IP,,, decat dacd g = 0 si deci H, = 0.
]
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Diferente divizate cu noduri multiple |

Formulele (20) si (21) servesc ca bazd pentru introducerea diferentei
divizate cu noduri multiple: dacd f € C™|a, b] si « € [a, b], atunci

(m) (m)
lim [xo,.--, Xm; f] = lim Fim(g) _f ()
X0yeeer Xm—r & g_m‘ m! m'

Reprezentand aceasta ca pe un cat de doi determinanti se obtine

1 a a®> ... am—t fa)
0 1 2« ... (m—1)am2 f'(a)
(W) |« ..., al=|... ... . .
el 0 0 0 ... (m=1) fmD()
0o 0 0 ... 0 Fm) ()
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Diferente divizate cu noduri multiple Il

Si
1 o a% ... am
m—1
V0. al = 1 2a ... mu ,
;\/—/ oo oo “ e .« e o
m+1 0o 0 0 ... m!

adica cei doi determinanti sunt constituiti din linia relativa la nodul « si
derivatele succesive ale acesteia pana la ordinul m Tn raport cu «.
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Generalizarea pentru mai multe noduri este urmatoarea: Fie
rn €N, k=0,m, n=r+---+ rm+ m. Presupunem ca exista
f(J)(xk), k=0,m, j=0,r,. Mirimea

. (WF) (X0, X0,y Xmy oy Xm)
[X0) + oy X0y XLy e v ey XLy v ooy Xy e ooy Xei T | =
— —— —— V(X01"'1X0|"'1Xm1"'1Xm)
ro+1 n+1 rm+1
unde
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(Wf)(XOv---,Xo,...,Xm,...,Xm):

1 x ... xg° Xt f(xo)
0 1 (o)x® ' ... (n— 1)X67 2 ' (x0)
_10 0 (ro)! 10, (n—p)xg ™ Fl0)(x)
Sl Xm prely xn-t f(Xm)
0 1 (rm )t (n—1)xp2 f (Xm)
0 0 ... (rm)! ... TImy(n—p)xp ot £lm)(xy)
iar V(Xxo, ..., X0, -+, Xm, .-, Xm) €ste ca mai sus, exceptand ultima
coloanad care este
o 'm

(xo,nx(')’ 1,---,H(n—p)xg ro+1'“.,Xm, 1 1_[ XN~ rm+1)T
p=0 =0

se numeste diferenta divizata cu nodurile multiple x,, k = 0, m si ordinele

de multiplicitate r,, kK = 0, m.
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Polinomul de interpolare Hermite |

Generalizand forma Newton a polinomului de interpolare Lagrange se
obtine o metoda bazat3d pe diferentele divizate cu noduri multiple pentru
PIH.

Presupunem c§ se dau nodurile x;, i = 0, m si valorile f(x;), f'(x;).
Definim secventa de noduri zg, z1, . . ., Zom+1 Prin z3; = 22j41 = X;,

i = 0, m. Construim acum tabela diferentelor divizate utilizind nodurile z;,
i =0,2m+ 1. Deoarece zp; = zp;+1 = x; pentru orice i, f[xo;, x2i+1] este
o diferentd divizatd cu nod dublu si este egald cu f'(x;), deci vom utiliza
f'(x0), f'(x1), ..., f'(xm) Tn locul diferentelor divizate de ordinul |

f[Z(), 21], f[Zz, 23], . f[sz, Z2m+1]-

Restul diferentelor se obtin in maniera obisnuit3d, asa cum se aratd n
tabelul 1. ldeea poate fi extins3d si pentru alte interpoldri Hermite. Se pare
ca metoda este datorata lui Powell.
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Polinomul de interpolare Hermite |l

z0=x0 flz0] flz0,z1] =F"(x0) flzo, 21, 22] = %
a=x fla] flaz]="2T20 flz,z,z) = 2=l
n=x1 flzn] flz z]="~f(x) flzo, 23, z4) = 77([24'22:;[23'22}
zm=x flzn] flz, 2] ="
2z =xp flza] flzg,25] = F'(x2)

]

Tabela: Tabel3d de diferente divizate pentru noduri duble
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Expresia erorii

Folosind teorema de medie pentru diferente divizate obtinem urmatoarea
expresie a erorii pentru interpolarea Hermite:

Propozitia 25

Daci f € C"1[a, b] existd & € |a, b] astfel incat

(Raf) () = ™). (35)

unde

u(x) = (x —x0)°L ... (x — xp)™ T = Im—[(x—xk)'kH.
k=0
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Figura: Charles Hermite

Charles Hermite (1822-1901), matematician francez de frunte, membru al
Academiei Franceze, cunoscut pentru lucrarile sale in domeniul teoriei
numerelor, algebra si analiza. A devenit faimos dupa ce a dat, in 1873,
demonstratia transcendentei numarului e.
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Pentru f € C*[a, b], s& se calculeze polinomul de interpolare Hermite cu
nodurile duble xo = a si xy = b si sa se dea expresia erorii de interpolare.

Solutie. Avem xp =a, =1, x1=b, n =1si m=1. Gradul
polinomuluivafin=1+rn+n = 3.
Tabela diferentelor divizate este:

DO D! D? D3
n=a fa) f(a) f(b)—f(igig;aw(a) (H)<f/(b}+(;<i>)—32<f(b>—f<a>)
7 =a f(a) f(bgiz(a) (bfa)f/((z):agngf(a)
z=b f(b) f'(b)
z3 — b f(b)
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Polinomul de interpolare va fi
(Hzf) (x) = flz0] + (x — 20)f |20, z1] + (x — 20) (x — 21)f[20, 21, 2]+
(x —20)(x — z1) (x — 22) 20, 21, 22, 3]

— F(a) + (x— a)f () + (x — a2 R) =Pl = (b = 2)(a)

(b—a)
(b—a)(f'(b) + f'(a)) —2(f(b) — f(a))
(x — a)2(x — b) fan |
Restul 2 2
(Ryf)(x) = =L O gt g
|
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