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Aproximarea functionalelor liniare |

@ X un spatiu liniar
@ Lq,..., L, functionale liniare reale, liniar independente, definite pe X

@ L: X — R functional3 liniara reald astfel incat L, Ly,..., L, sa fie
liniar independente.

Definitia 1

O formula de aproximare a functionalei L in raport cu functionalele
Li,..., L, este o formuld de forma

L(f) = iA,-L,-(f) +R(f), feEX. (1)
i=1

Parametrii reali A; se numesc coeficientii formulei, iar R(f) termenul rest.

v

Radu T. Trimbitas (UBB) Aproximarea functionalelor liniare 27 mai 2020 2/77



Aproximarea functionalelor liniare Il

Pentru o formuld de aproximare de forma (1), dandu-se functionalele L;, se
pune problema determinarii coeficientilor A; si a studiului termenului rest
corespunzator valorilor obtinute pentru coeficienti.

Observatia 2

Forma functionalelor L; depinde de informatiile detinute asupra lui f (ele
exprimand de fapt aceste informatii), dar si de natura problemei de
aproximare, adica de forma lui L.
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Exemplul 3
Daci X = {f| f :[a,b] = R}, Li(f) =f(x;), i=0,m, x; € [a, b] si
L(f) = f(a), « € [a, b], formula de interpolare Lagrange

m

fla) = Zﬁi(a)f(x,-) + (Rf)a

i=0
este o formuld de tip (1), cu coeficientii A; = £;(«), iar una din

reprezentarile posibile pentru rest este

(RF) (@) = 2@, g o)

dacs existd f(™t1) pe [a, b].
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Exemplul 4

Dacs X si L; sunt ca in exemplul 3 si exists f(¥)(a), « € [a, b], k € N*,
iar L(f) = f(¥)(a) se obtine o formuls de aproximare a valorii derivatei de
ordinul k a lui f in punctul o

F) () = ¥ Aif () + R(F).

i=0

numita si formuld de derivare numerica.
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Exemplul 5

Daci X este un spatiu de functii definite pe [a, b], integrabile pe |a, b] si
pentru care existd f(f)(xk), k=0,m, j €Iy, cux € |a,b| silx multimi de
indici date

Lij(f)=fD(x), k=0,m, j€l,

iar

se obtine formula

/a dx—ZZAkJ (x¢) + R(F),

=0j€ely

numitd formuld de integrare numerica.
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Grad de exactitate

Daci P, C X, num3rul r € IN cu proprietatea ci Ker(R) = P, se
numeste grad de exactitate al formulei de aproximare (1).

Observatia 7

Deoarece R este o functionald liniard proprietatea Ker(R) = P, este

echivalents cu R(ex) =0, k =0, r si R(e,+1) # 0, unde ex(x) = xk.
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Problema generala de aproximare |

@ Problema generald de aproximare: dandu-se o functionald liniard L pe
X, m functionale liniare Ly, Ly, ..., Ly, pe X si valorile lor (" datele™)
¢; = L;f, i = 1, m aplicate unei anumite functii f si un subspatiu
liniar ® C X cu dim® = m, dorim sa gasim o formula de aproximare
de tipul

m
Lf = ) ajLif (2)
i=1
care sa fie exactd (adicd sa aib3 loc egalitatea) pentru orice f € @

@ ipoteza naturala: , problema de interpolare” s3 se gaseasca ¢ € ®
al.

L,'q) = Sj, I = 1, m (3)

s3 aib3 solutie unic3 ¢(.) = ¢(s,.), pentru s = [s1,...,sm]  arbitrar.
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Problema generala de aproximare Il

@ Putem exprima ipoteza noastrd mai explicit in termenii unei baze date

@1, 92, ..., Pm a lui ® si a matricei Gram asociate
Lipr Ligo ... Lignm
R I
Lmo1 Ln@m ... Lmom
o Cerem ca
detG #0 (5)

@ Solvabilitatea unicd a lui (3) si (5) sunt echivalente

@ Scriem ¢ din (3) sub forma

=) 9
j=1
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Problema generala de aproximare Il|

o conditiile de interpolare

pot fi scrise sub forma
m
ZCJ-L,'QDJ':S,', i:1,...,m,
j=1

adica
Gc=s, c=lc,....cm]’, s=[s1,....5m|" (6)

@ (6) are solutie unicd <= (5)

@ abordari: metoda interpoldrii si metoda coeficientilor nedeterminati
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Figura: J6rgen Pedersen Gram (1850-1916)
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Metoda interpolarii |

@ Rezolvam problema generala de interpolare prin aproximare
Lf = Lo(l,), L=1[l1,....0n)" € =Lf (7)

e Aplicdm L nu lui f ci solutiei ¢(4,.) a lui (3) in care s = £. Ipoteza
noastr3 ne garanteaz3 c3 @(,.) este unic determinat. In particular,
dacd f € @, atunci (7) are loc cu egalitate, deoarece ¢(¢,.) = f(.),
in mod trivial. Astfel, aproximanta noastra (7) satisface conditiile de
exactitate cerute pentru (2). Ramine doar s3 ardtdm ca (7) produce o
aproximare de forma (2).
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Metoda interpolarii Il

@ Pentru aceasta s3 observam c3 interpolantul in (7) este
m
o) =) ()
j=1

unde ¢ = [cy, ..., cm]T satisface (6) cu s = /¢
Ge=10,  0=I[Lif Lof, ... Lf]" .

@ Scriind

Aj:Lq)J' _j:].,m, /\:[/\erzl'Am]T' (8)

avem din liniaritatea lui L

m _ T
Lo(t,.) =Y clgj=ATc=ATG = [(GT) 12\] l,

Jj=1
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Metoda interpolarii lll
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Metoda coeficientilor nedeterminati |

@ Aici determindm coeficientii din (2) astfel incat egalitatea sa aib3 loc
Vf € ®, care conform liniaritatii lui L si L; este echivalent3 cu
egalitatea pentru f = @1, f = @2, ..., f = @, adica

Z%‘%‘) ¢i = Lo, =
i—1

1, m,

sau conform (7)

m
Z aijgo,- = )L,', | = 1, m.
j=1
@ Matricea sistemului este G, deci

a= [al,...,am]T = (GT>_1A,

n concordantd cu (9).
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Metoda coeficientilor nedeterminati |l

@ Astfel, metoda interpolarii si cea a coeficientilor nedeterminati sunt
matematic echivalente — ele conduc la exact aceeasi aproximare.

@ S-ar pdrea c3, cel putin in cazul polinoamelor (adicd ® = IPy4), prima
metoda este mai puternica, deoarece poate conduce la o expresie a
erorii de interpolare (aplicadnd functionala formulei de interpolare
f = apf + rpf). Dar si in cazul metodei coeficientilor nedeterminati,
din conditia de exactitate, se poate exprima restul cu ajutorul
teoremei lui Peano.
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Derivare numerica |

@ Vom considera doar derivata de ordinul |; pentru derivate de ordin
superior vom utiliza tehnici analoage.

@ Rezolvare prin interpolare: in loc s§ derivim f € C™*1|a, b], vom
deriva polinomul s3u de interpolare:

f(x) = (Lmf)(x) + (Rmf)(x). (10)

@ Scriem polinomul de interpolare in forma Newton

(Lf)(x) = (Nmf)(x) = fo + (x — x0) F[x0, xa] + - +
+ (x = x0) -+ (X = xm—1)f[x0, X1, ..., Xm] (11)

@ restul sub forma

_ FIm(E(x)
(Rmf)(x) = (X—Xo)...(X—Xm)W. (12)
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Derivare numerica |

@ Derivand (11) in raport cu x si punidnd x = xp obtinem
(me)/(Xo) = f[Xo, Xl] -+ (X() — Xl)f[Xo,Xl,XQ] 4+ 4
+ (x0 —x1)(x0 — x2) ... (X0 — Xm—1)[X0, X1, - - -, Xm].  (13)

@ Presupunand c3 f este continuu derivabild pe un interval convenabil
se obtine pentru rest

(m+1) (F(x
(Rmf) (x0) = (XO_Xl)-..(XO_Xm)fW (14)
@ Deci, derivand (13) avem
f'(x0) = (Lmf) (x0) + (Rmf)'(x0) . (15)
————
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rivare numerica Il

e Dacd H = max|xp — x;| eroarea are forma e,, = O(H™), cand
1
H — 0.

@ Derivarea numerica este o operatie criticd si de aceea este bine sa fie
evitatd pe cat posibil, deoarece chiar daca aproximanta este buna, nu
rezultd ca derivata aproximantei este o aproximatie bund a derivatei
(vezi figura 2).

@ Aceasta rezultd si din exemplul 9.

@ Formulele de derivare numerica sunt utile pentru deducerea unor
metode numerice, in special pentru ecuatii diferentiale ordinare si
ecuatii cu derivate partiale.
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Derivare numerica 1V

Figura: Neajunsurile derivarii numerice
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Derivare numerica V

Exemplul 9

Fie functia

A6 = a6 <+ %sinnz(x _a), geClab]

Se constati ci d(f,g) -0 (n— oc0), dard(f’',g’) =n-»0.
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Integrare numerica |

Fie f : [a, b] — R integrabild pe [a, b], Fx(f), k =0, m informatii despre
f (de reguld functionale liniare) si w : [a; b] — R o functie pondere
integrabild pe [a, b].
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Integrare numerica |l

Definitia 10

O formul3 de forma

b
/W(X)f(x)dx — Q(f) + R(f), (16)
unde .
Q(f) = Y AiFif
j=0

se numeste formuld de integrare numericd a functiei f sau formuld de
cuadratura. Parametrii A;, j = 0, m se numesc coeficientii formulei, iar
R(f) termenul rest al ei. Q se numeste functionald de cuadratur.
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Integrare numerica Ill

Definitia 11

Num3rul natural d = d(Q) cu proprietatea c3 Vf € Py, R(f) =0 si
dg € P41 astfel incit R(g) # 0 se numeste grad de exactitate al
formulei de cuadratura.

Deoarece R este liniar, rezulta ca o formula de cuadratura are gradul de
exactitate d dac¥ si numai dac3 R(ej) =0, j =0,d si R(e4+1) # 0.
Daca gradul de exactitate al unei formule de cuadratur3 este cunoscut,
restul se poate determina cu ajutorul teoremei lui Peano.
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Formula trapezului si formula lui Simpson

@ Aceste formule au fost denumite de Gautschi in [2] ,,caii de povars”
ai integrarii numerice.

@ Ele Tsi fac bine munca cand intervalul de integrare este marginit si
integrandul este neproblematic. Formula trapezelor este surprinzator
de eficienta chiar si pentru intervale infinite.

@ Ambele reguli se obtin aplicand cele mai simple tipuri de interpolare
subintervalelor diviziunii - interpolare Lagrage gradul | pentru trapeze,
2 pentru Simpson

a=xg<x3<--<Xp_1<Xxp=b, X, = a+ kh (17)
b—a
n

h =
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Formula trapezului |

@ Se interpoleazi liniar pe fiecare subinterval [xx, xc11] Si se obtine

/X:m f(x)dx = /X:m (Lyf) (X)dx+/X:k+1 (Rif) (x)dx, f € C2[ab]
(18)

(Llf) (X) = fk + (X — Xk) f [Xk,Xk+1] .

@ Integrand avem

N >

/XXk+1 f(x)dx = = (fx + fir1) + Ru(f),

unde

Ru(F) = /X Ki()F"(£)de
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Formula trapezului I

@ Nucleul lui Peano

2
ey = BT M) 4 0]
_ (X1 — t)’ _ h (g1 —t)
2 2
= % (Xk+1 — t) (Xk — t) <0.
@ Deci
h3
Ru(f) = —Ef” (Ck)r Gk € XK, Xkp1]
Si

Xk+1 h h3
/X f(x)dx = 5 (e + fev1) — Ef” (9 (19)

k

@ Aceasta formuld se numeste regula (elementard a) trapezului.
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Formula trapezului Ill

@ Insumand pentru toate subintervalele se obtine regula trapezelor sau
formula compusd a trapezului sau formula repetatd a trapezului.

/ 1 1 h3n 1

a

Deoarece " este continud pe [a, b], restul se poate scrie sub forma

b— a)h?

Rin(f) = —(12f” (¢) = _(b—a)

Ve o)

Deoarece f” este mirginitd in modul
Ri.(f) = O(h?), h—0,

si deci regula trapezelor converge cand h — 0 (sau echivalent,
n — o0), atunci cand f € C?[a; b).

Radu T. Trimbitas (UBB) Aproximarea functionalelor liniare 27 mai 2020



Formula lui Simpson |

@ Daca in locul interpolarii liniare se utilizeaza interpolarea patratica se
obtine regula lui Simpson repetata.

@ Varianta ei elementar3d, numita regula lui Simpson sau formula lui
Simpson este

Xk+2 5
/ f(x)dx = g(fk + 4fy1 + fog2) — h (&), & € [xk, Xk+2],
) (21)
f e C*a,b).
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Formula lui Simpson Il

@ Restul - dex = 3, aplicam teorema lui Peano

Ro(f) = ng(t)f(4)(t)dt,

Xk

ratt) = 1 { P G a0 O] .

_+)\4
1{ Losrtl”_h [4 (Xk+1—t)3+(xk+2_t>3} , € X Xy
(Xk+{ ) _g (Xk+2 — t)3, t e [Xk+1,Xk+2]
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Formula lui Simpson Il

o t € [a b] = Kx(t) <0, putem aplica corolarul la th. Peano

Ro(f) = 3 (Co)Rale).

5 5
Xey2 — Xk h

Ry(es) = — 5 T3 [X;f + 4Xﬁ+1 + le+2]
—h 2X£+2 + X0 2%k XXk + XX + X
- 5
Bxj + 4xpxir2 + 65X 5 + 4Xkxyn + 5%k
12
h
~ 60 (=X + 8xxr2 + 6X0 X0 + 4R 10 — Xi40)
h 4 h°
= —— —_ = _47
60 (Xk+2 Xk) 15
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Formula lui Simpson IV

@ Deci, .
Ra(f) = — oo P4 (&),

@ Pentru regula repetata a lui Simpson obtinem

/b f(x)dx = g(fo—f—4f1+2f2+ -+ 2fn o+ 4fy 1 + ) + Ron(f)
| (22)
cu
_ 4 _ 5
Raa(f) = ~ Loy = B0y pean)

@ Se observd cd Ry ,(f) = O(h*), de unde rezults convergenta cand
n — o0o. Se observ3 si cresterea ordinului cu 1, ceea ce face ca regula
repetatd a lui Simpson s3 fie foarte populard si larg utilizata.
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Figura: Thomas Simpson (1710-1761)
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Cuadraturi adaptive |

@ La metodele de integrare numerica erorile depind de lungimea
intervalului utilizat si de valoarea derivatelor de un anumit ordin ale
functiei care urmeaza a fi integrata.

@ Aceasta implica faptul cd metodele nu vor lucra bine pentru functii cu
derivatele de un anumit ordin mari — in special functii care au
fluctuatii mari pe unele subintervale sau pe tot intervalul.

o Este rezonabil s3 utilizim subintervale mici acolo unde derivatele sunt
mari si subintervale mari acolo unde derivatele sunt mici. O metoda
care face aceasta intr-o maniera sistematica se numeste cuadratura
adaptiva.

@ Abordarea generald Tntr-o cuadraturd adaptiva este de a utiliza doua
metode diferite pe fiecare subinterval, de a compara rezultatul si de a
subdiviza intervalul daca diferentele sunt mari.

o Exist3 situatia nefericitd Tn care se utilizeazd doud metode proaste,
rezultatele sunt proaste, dar diferenta dintre ele este mica.
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Cuadraturi adaptive Il

@ Un mod de a evita o astfel de situatie este de a ne asigura ca o
metoda supraestimeaza rezultatul, iar alta 7l subestimeaza. Vom da
un exemplu de structura generald de cuadratura adaptiv-recursiva

@ S3 presupunem c3

metint(a, b : real; f : functie, n : integer) : real

. . < b , <
este o functie care aproximeazd fa f(x)dx folosind o cuadratur3
repetatd cu n subintervale. Pentru n se alege o valoare mic3 (4 sau
5). Vezi algoritmul 36.
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Algoritmul 1. Cuadratura adaptiva

Intrare: f - functia de integrat, a, b - limitele de integrare, € - toleranta,
metint - o cuadratura repetata
lesire: valoarea integralei
function adapt(f, a, b, €, metint)
if |metint(a, b, f,2m) — metint(a, b, f, m)| < ¢ then
adapt := metint(a, b, f,2m);
else
adapt :=
adapt(f,a, (a+ b)/2, ¢ metint) + adapt(f, (a+ b)/2, b, &, metint);
end if
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Cuadraturi adaptive

@ Structura algoritmului: DIVIDE AND CONQUER.

@ Spre deosebire de alte metode, la care se decide cat de mult se
munceste pentru a asigura precizia doritd, la o cuadratura adaptiva se
calculeaza doar atat cat este necesar.

@ Aceasta Tnseamnd ca eroarea absoluta ¢ trebuie aleasa astfel Tncat sa
nu se intre intr-un ciclu infinit pentru a atinge o precizie imposibil de
atins. Numarul de pasi depinde de natura functiei de integrat.

@ Posibilitdti de imbun3tdtire: metint(a, b, f,2m) este apelat de doud
ori, precizia poate fi scalatd cu raportul dintre dimensiunea
intervalului curent si dimensiunea intregului interval. Pentru detalii
suplimentare recomandam [8].
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Cuadraturi iterate. Metoda lui Romberg |

@ Un dezavantaj al cuadraturilor adaptive este acela c3 calculeaza
repetat valorile functiei Tn noduri, iar atunci cand este rulat un astfel
de program apare un consum suplimentar de timp de calcul datorita
recursivitatii sau gestiunii stivei intr-o implementare iterativa.

o Cuadraturile iterate Tnlaturd aceste inconveniente. Ele aplica la primul
pas o cuadraturad repetata si apoi subdivid intervalele Tn parti egale
folosind la fiecare pas aproximantele calculate anterior.

@ Vom exemplifica aceastd tehnica printr-o metoda care porneste de la
formula repetatad a trapezului si imbunatateste convergenta utilizand
extrapolarea Richardson.

@ Primul pas al procesului presupune aplicarea formulei repetate a
trapezuluicuny =1, m=2,..., n, = 2P~1 unde p € N*. Valoarea
pasului hy corespunzatoare lui nj va fi

h b—a b—a
k = -——— —_.
Nk 2k—1
Radu T. Trimbitas (UBB) Aproximarea functionalelor liniare 27 mai 2020 38/77



Cuadraturi iterate. Metoda lui Romberg Il

@ Cu aceste notatii regula trapezului devine

b h 2n7171 B
[ fax =2 |f@)+f(b)+2 X Flain) | =~ 2hF" ()
a i=1
(23)
Ui € (a, b).
e Notdm cu Ry 1 rezultatul aproximdrii conform (23).
hl b—a
Ris= i)+ £(8)] = 2R + (D) (29)
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Cuadraturi iterate. Metoda lui Romberg Il

Rox = "2[f(a) + £(b) +2f(a + )] =

— b;a [f(a)+f(b)+2f<a+b;a>]

1 1
=_-|R hif ~h )
2[ 1,1+ M <a+2 1”

si in general

1 277 1
Ri1 = 5 Ric1i+he-1 ) f (a + <i — 2) hkl) . k=2,n
i=1
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|

(a) Arhimede (b) Lewis Fry Richardson (1881-
1953)

Figura:
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Metoda lui Romberg |

@ Urmeaza Tmbunatatirea prin extrapolare Richardson

(b—a)

5 h2f"(a) + O(h}).

b
I :/ F(x)dx = R 11—
a

@ Vom elimina termenul in hi combindnd doua ecuatii

| =R 11— (bl_za) 2f"(a) + O(hY),
| =Ri1 — b;gahif”(a) + O(h}).
@ Obtinem
[ — 4R 1 —3Rk—1,1 +O(HY).
@ Definim 4Rt — Ri1s
Rko = ——F—. (26)

3
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Metoda lui Romberg Il

@ Se aplicd extrapolarea Richardson si acestor valori. in general daca
f € C27*2[a, b], atunci pentru k = 1, n putem scrie

b hk
/a f(x)dx = >

+2Kh +O h2k+2)

f(a) + f(b) + 2 Zl F(a+ ihy)

unde K; nu depinde de hy.

e Formula (27) se justificd n modul urm3tor. Fie ag = fab f(x)dx si

f(a)-|—2nilf(a+kh)+f(b)
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Metoda lui Romberg Il

o Daci f € C?k*1[a b], k € N*
A(h) = ao + a1h® + axh* + - - - + agh® + O(K** ), h— 0 (28)

unde

Bok

el B) = FE @) k=120 K.

ay =

o Cantitatile By sunt numerele lui Bernoulli, adic3 coeficientii dezvoltarii

z 2 By
eZ—1:Zk'2k |z| <27t

e Formula (28) se numeste formula Euler-MacLaurin
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Metoda lui Romberg IV

e Eliminand succesiv puterile lui h din (27) se obtine

R, . — YR i1 — Rec1j1
k,j - 41_1 _ 1 1

k=2n j=21i (29

o Calculele se pot aranja tabelar (vezi (25) si (29)), astfel:

Ri1

Ro1 Rop

R31 R3p Rsz3

Rn,l Rn,2 Rn,3 Rn,n

@ Deoarece (R,,,l) este convergent si (R,,,,,) este convergent, mai rapid
decit (R, 1). Drept criteriu de oprire se poate folosi
|Rn—1,n—1 - Rn,n’ S €.
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(a) Leonhard Euler (1707-1783) (b) Colin  Maclaurin  (1698-
1768)

Figura:
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Exemplu |

Aproximati fon sin xdx prin metoda lui Romberg, ¢ = 107 1.

@ Valoarea exactd a integralei este

7T
l:/ sinxdx = 2
0

@ Urmeaza doi pasi ai formulei trapezelor
Ri1= (0 +0)=0

R>1 =

I\)\I—l[\)‘

(Rl L+ 7Tsin g) — 1571

@ Extrapolare Richardson

Rp» = 1571+ (1,571 —0)/3 = 2.094

Radu T. Trimbitas (UBB)
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Exemplu Il

o Verificare criteriu de oprire
(R2'2 — Rl,l) > 0.1

@ Din nou trapeze si extrapolare

2 2
1.895 — 1.571
Rs2 = 1,805 4 ——————— =2.004

Rs3 = 2.004 + (2.004 — 2.094) /15 = 1.999

1
R31 =2 [R2,1 + il <sin % + sin 3:)] = 1.895

|R33 — Rap| < 0.1

Pentru trapez cu acelasi numar de argumente / = 1.895. Pentru
Simpson cu 4 noduri | =~ 2.005.
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Cuadraturi adaptive 2 |

@ Coloana a doua din metoda lui Romberg corespunde aproximarii prin
metoda lui Simpson. Notam

Sk1 = Rip.

Coloana a treia este deci o combinatie a doud aproximante de tip Simpson:

Sk1— Sk-11 Ri2 — Rk—1,2
Sk2 = Sk1+ i k2 + G
Relatia
Sk1—S,_
Sep = Sept 2kt 15k 11 (30)

va fi folositd la elaborarea unui algoritm de cuadraturd adaptiva.
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Cuadraturi adaptive 2 Il

e Fie c = (a+ b)/2. Formula elementard a lui Simpson este

S =1 ((a) +47(c) + (b)),

Pentru doua subintervale se obtine

_h
12

unde d = (a+c¢)/2si e = (c+ b)/2. Cantitatea Q se obtine
aplicand (30) celor doud aproximante:

S (f(a) +4f(d) +2f(c)+4f(e) +f(b)),

Q:52—|—(52—5)/15.

Putem s3 dam acum un algoritm recursiv pentru aproximarea integralei.
Functia adquad evalueaza integrandul aplicind regula lui Simpson. Ea
apeleaza recursiv quadstep si aplicd extrapolarea. Descrierea se da n
algoritmul 51.
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Algoritmul adaptiv

bazat pe metoda lui Simpson si extrapolare

e Datorat lui Gander si Gautschi [8]

o Intrare: functia f, intervalul [a, b], eroarea ¢
o lesire: Valoarea aproximativa a integralei
function adquad(f, a, b, €) : real
c:=(a+b)/2;

fa= f(a); fb:= f(b); fc := f(c);

Q := quadstep(f, a, b, ¢, fa, fc, fb);

return Q;
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Pasul cuadraturii

function quadstep(f, a, b, ¢, fa, fc, fb) : real
h:=b—a;c:=(a+b)/2;
fd:=f((a+c)/2); fe:=f((c+ b)/2);
Ql:= h/6% (fa+4xfc+ fb);
Q2:=h/12x (fa+ 4 fb+ 2% fc+ 4 fe+ fb);
if Q1 — Q2| < ¢ then

Q:= Q2+ (Q2— Q1)/15;
else

Qa := quadstep(f, a, c, ¢, fa, fd, fc);

Qb := quadstep(f, c, b, ¢, fc, fe, fb);

Q = Qa+ Qb;
end if
return Q;
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Formule Newton-Cotes cu ponderi si formule de tip Gauss

@ O formula de cuadraturd cu ponderi este o formula de tipul
b n
/ F()w(t)dt = Y wif () + Ra(f) (31)
a k=1

unde w este nenegativd, integrabild pe (a, b).
e Intervalul (a, b) poate fi m3rginit sau nem3rginit.

@ Dac3 este nemdrginit trebuie s3 ne asigurdm c3 integrala din (31)
este bine definit3, cel putin Tn cazul cind f este polinom. Realizim
aceasta cerdnd ca toate momentele functiei pondere

b
ys:/ t*w(t)dt, s=0,1,2,... (32)

s3 existe si s3 fie finite.

Radu T. Trimbitas (UBB) Aproximarea functionalelor liniare 27 mai 2020 53 /77



Formule de cuadratura de tip interpolator |

@ Spunem c3 (31) este de tip interpolator, dacd are gradul de exactitate
d=n-—1.

@ Formulele de tip interpolator sunt chiar formulele obtinute prin
interpolare, adica pentru care

i wif (t) = /b(L,,lf)(t; t1, ..., to)w(t)dt (33)
k=1 a

sau echivalent

b
Wk:/ G(Ow(tdt, k=1,2,....n (34)
unde
Gy =T[4 (35)
‘ B R
J#k
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Formule de cuadratura de tip interpolator I

sunt polinoamele fundamentale Lagrange asociate nodurilor t1, to,
., the

o Faptul c3 (31) are gradul de exactitate d = n — 1 este evident,
deoarece pentru orice f € P,_1, L,—1(f;-) = f(-) Tn (33).

@ Reciproc, daca (31) are gradul de exactitate d = n— 1, atunci ludnd
f(t) = £.(t) in (32) obtinem

b n
/ Gw(t)dt =Y wilo(t) =w,, r=12...n
a k=1
adicd (34).
@ Observam c3 dac3 se dau n noduri distincte tq, ..., t, este posibil

Tntotdeauna sa construim o formuld de tip (31) care este exactd
pentru orice polinom de grad < n— 1.
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Formule de cuadratura de tip interpolator Il|

o in cazul w(t) =1 pe [~1,1] si t, sunt echidistante pe [—1,1]
problema a fost intuitd de Newton Tn 1687 si rezolvatd in detaliu de
Cotes n jurul anului 1712.

@ Prin extensie vom numi formula (31) cu tx prescrise si wy date de
(34) formul3 de tip Newton-Cotes.
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1y
/l

(a) Sir Isaac Newton (1643 - (b) Roger Cotes (1682-1716)
1727)

Figura:

Radu T. Trimbitas (UBB) Aproximarea functionalelor liniare 27 mai 2020 57 /77



Teorema de baza

@ Putem obtine gradul de exactitate d > n — 1 (ponderile wy fiind date
Tn mod necesar de (34)).

@ Consideram polinomul nodurilor

Dandu-se un intreg k, 0 < k < n, formula de cuadraturd (31) are gradul
de exactitate d = n — 1 + k daca si numai daca sunt satisfacute
urmdtoarele conditii:

(a) formula (31) este de tip interpolator;

(b) polinomul nodurilor up, din (36) satisface

/ab un(D)p()w(t)dt =0, ¥ p € Py_;.
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Teorema de baza |

e Conditia din (b) impune k conditii asupra nodurilor t1, tp, ..., t, din
(31).

e Daca k = 0, nu avem nici o restrictie, deoarece asa cum stim putem
atinge gradul de exactitate d = n— 1. Tntr-adevir u, trebuie s3 fie
ortogonal pe IP,_1 relativ la functia pondere w. Deoarece w(t) > 0,
avem Tn mod necesar k < n.

o Altfel, up trebuie s3 fie ortogonal pe IP,, Tn particular pe el Tnsusi, ceea
ce este imposibil. Astfel, k = n este optimal, obtindndu-se o formula
de cuadratura cu gradul maxim de exactitate dmax = 2n — 1.

e Conditia (b) impune ortogonalitatea lui u, pe toate polinoamele de
grad mai mic, adicd up(-) = 7,(+, w) este polinomul ortogonal n
raport cu ponderea w. Aceasta formula optimald se numeste formula
de cuadraturd de tip Gauss asociata cu functia pondere w.
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Teorema de baza Il

@ Deci nodurile ei sunt zerourile lui 77,(+, w), iar ponderile (coeficientii)
wy sunt dati de (34) adica

Ton(tk; w) =

_/ t—tk () w(t)dt, k=1,2,....n (37)

ti, w )

e Formula a fost dezvoltatd de Gauss in 1814 in cazul special w(t) =1
pe [—1, 1] si extins3 la functii pondere mai generale de c3tre
Christoffel in 1877. De aceea se mai numeste formulad de cuadratura
Gauss-Christoffel.
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(a) Johann Carl Friedrich Gauss (b) Elvin Bruno Christoffel (1829-
(1777-1855) 1900)

Figura:
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Demonstratia teoremei 13 - necesitatea.

Deoarece gradul de exactitate este d = n— 1+ k > n— 1, conditia (a)
este triviald. Conditia (b) rezultd de asemenea imediat, deoarece pentru

orice p € Py_1, upp € Pyp_14. Deci

/ab un(t)P(t)W(t) = ki:l Wkun(tk>P(tk),

care se anuleaz3, cici u,(tx) =0 pentru k =1,2,...,n.
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Demonstratia teoremei 13 - suficienta

Trebuie s3 ardtdm c3 pentru orice p € P,,_114 avem R,(p) = 0n (31).
Dandu-se orice astfel de p, il impartim cu u,, astfel incat

p=qu,+r, q€lPr_1, relP,

unde g este catul si r restul. Rezulta ca

/bp(t)w(t)dt: /bq(t)un(t)w(t)dt+/br t)w(t)dt

Prima integrald din dreapta este 0, conform lui (b), deoarece ¢ € IPx_1, in
timp ce a doua, conform lui (a), deoarece r € IP,,_; este egald cu

n

Zn: wir(tx) = Z wi[p(tk) — q(tx)un(tx)] Z wip(tk)
k=1

k=1

ceea ce incheie demonstratia. O

v
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Formule de tip Gauss-Radau si Gauss-Lobatto

Cazuri importante cand k < n, de interes practic:

@ Formula de cuadraturd Gauss-Radau Tn care o extremitate de interval,
de exemplu a, este finita si serveste ca nod, s3 zicem t; = a. Gradul
maxim de exactitate care se poate obtine este d = 2n — 2 si
corespunde lui k = n— 1 1n teorema (13). Partea (b) a teoremei ne
spune c3 nodurile rdmase to, ..., t, trebuie sa fie rad3cinile
polinomului 7t,—1(-, w,), unde w,(t) = (t — a)w(t).

@ Formula Gauss-Lobatto: ambele capete sunt finite si servesc ca
noduri, s3 zicem t; = a, t, = b, iar nodurile ramase t5, ..., t,—1 sunt
zerourile lui 7T,_2(; wap), wap(t) = (t—a)(b—t)w(t),
obtinandu-se astfel gradul de exactitate d = 2n — 3.
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Proprietati ale cuadraturilor gaussiene

Regula de cuadraturd a lui Gauss, datd de (31) si (37), pe langd faptul c3
este optimald (adicad are grad maxim de exactitate) are si unele proprietati
interesante.

© Toate nodurile sunt reale distincte si situate Tn intervalul deschis

(a, b). Aceasta este o proprietate cunoscutd satisficutd de zerourile
polinoamelor ortogonale.

@ Toti coeficientii (ponderile) wy sunt pozitivi. Demonstratia se
bazeaz3d pe o observatie ingenioas3 a lui Stieltjes

/62( Zwk€2 tk) j=12...,n,

prima egalitate rezultand din faptul cd gradul de exactitate este
d=2n—1.
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Proprietati ale cuadraturilor gaussiene - convergenta |

o Dacj [a, b] este marginit, atunci formula lui Gauss converge pentru
orice functie continud. Adicd R,(f) — 0, cdnd n — oo, pentru orice

f e Cla, bl
o Conform T. lui Weierstrass , dacd pa,—1(f;-) este p.c.m.b.a a lui f pe
[a, b] Tn sensul || - ||co, atunci

fim [1£(-) — Ban-1(F;) oo = 0.

n—oo
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Proprietati ale cuadraturilor gaussiene - convergenta I

@ Deoarece R,(p2n—1) = 0 (cdci d = 2n — 1), avem succesiv

’Rn(f)| = |Rn(f - ﬁ2n—1)’

/b[f(t) o (F D)w(t)dt— Y

wi[f (te) — P2n—1(f; tk)]‘
a k=1
< [C1F() =~ Bana(Fi ) 1w

(t)dt + i wie| f(tx) — P2n—1(f; tic)|
k=1

b n
< 1F() = Pan—1(F; )] eo [/a W(t)dt+k;wk] .

@ Aici pozitivitatea ponderilor wy a intervenit crucial.
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Proprietati ale cuadraturilor gaussiene - convergenta Il

@ Observand ca
b

Z Wy = / W(t)dt = Mo,
k=1 a

concluzionam ca

IR ()| < 2u0||f — P2n—1]lec — 0, cand n — co.
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Proprietati ale cuadraturilor gaussiene - restul |

@ Markov a observat ca formula de cuadratura a lui Gauss poate fi
obtinut3 integrand termen cu termen formula de interpolare a lui
Hermite cu noduri duble.

f(x) = (Han_1f)(x) + u2(X)F[X, X1, X1, - - -, Xn, Xn),

/ab w(x)f(x)dx = /b w(x) (Han_1f)(x)dx+

a

b
+/ w(x)u2 (X)X, X1, X1, - - -, X, X)) AX.
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Proprietati ale cuadraturilor gaussiene - restul |l

o Dar gradul de exactitate 2n — 1 implica

/abw(x)(Hg,,_lf)( dX—ZW,(HQn 1F) (%) Zw,f(x,

/ab w(x)f(x)dx = Zn: wif (x;) + ’ w(x)u? (x)f[x, X1, X1, - - -, Xn, Xn) dX,

i=1 a

Radu T. Trimbitas (UBB) Aproximarea functionalelor liniare 27 mai 2020 70/77



Proprietati ale cuadraturilor gaussiene - restul |l

o Cum w(x)u?(x) > 0, aplicAnd teorema de medie pentru integrale si
teorema de medie pentru diferente divizate avem

Rn(f) = fln,x1, X1, -+, Xn, Xn) /ab w(x)u?(x)dx

_ @) P
() /aw(x)[n,,(x,w)]zdx, ¢€la bl

@ Deci, 3¢ € [a, b] al.

Ry (f) = i /abw<x)[7r,,(x,w)]2dx.

Radu T. Trimbitas (UBB) Aproximarea functionalelor liniare 27 mai 2020 7177



Calculul nodurilor si al coeficientilor |

o Fie ay = ayx(w) si Bx = Pi(w) coeficientii din formula de recurent3d
pentru polinoamele ortogonale

7Tk+1<t) = (t—ﬂck)ﬂ'k(ﬂ—ﬁkﬂ'k,l(t), k=0,1,2,... (38)
mo(t) =1, m_1(t) =0,

cu PBo definit (ca de obicei) prin

o= [ wlt)at (= o).
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Calculul nodurilor si al coeficientilor I

@ Matricea Jacobi de ordinul n pentru functia pondere w este o matrice
simetrica tridiagonald definita prin

v B .-
VBL a1 /B2

Jn(W) = \/11?2
ﬁnfl

0 ,anl Kp—1

@ Nodurile ty sunt valori proprii ale lui J,
Jovik =tivi, vive=1 k=1,2...,n, (39)

@ Ponderile wy sunt exprimabile cu ajutorul componentelor vy, ale
vectorilor proprii normalizati corespunzatori prin

Wk:,BOV;EJ, k=12,...,n (40)
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Calculul nodurilor si al coeficientilor 11l

@ Astfel, pentru a obtine o formuld de cuadraturd gaussiand trebuie
rezolvatd o problema de vectori si valori proprii pentru o matrice
tridiagonald simetrica. Pentru aceastd problem3 exista metode foarte
eficiente.
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polinoamele | notatia ponderea intervalul P Bk
Legendre Pn(¢n) 1 [-1,1] 0 2 (k=0)
(4—k=2)71 (k>0)
Cebisev #1 Tn (1—t2)’% [-1,1] 0  (k=0)
i (k=1)
! (k>0)
Cebisev #2 | Un(Qn) | (1-£2)2 [~11] 0 17 (k=0)
} (k>0)
Jacobi PP (—tr(1+e)f | [-1.1]
a>—1, p>—1
Laguerre LY the t a>—1 [0,00) 2k+a+1 I'(14a) (k=0)
k(k+a) (k>0)
Hermite H, et R 0 V7 (k=0)
1k (k>0)

Tabela: Functiile pondere clasice, polinoamele lor ortogonale corespunzatoare si
coeficientii din formula de recurentd ay, B«
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