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Tipuri de erori

Aprecierea preciziei rezultatelor calculelor este un obiectiv important n
Analiza numeric3. Se disting mai multe tipuri de erori care pot limita
aceastd precizie:

© crori in datele de intrare - sunt in afara (dincolo de) controlului
calculelor. Ele se pot datora, de exemplu, imperfectiunilor inerente ale
masuratorilor fizice.

@ erori de rotunjire - apar daca se fac calcule cu numere a caror
reprezentare se restrange la un numar finit de cifre.

© erori de aproximare -multe metode nu dau solutia exacta a problemei
P, ci a unei probleme mai simple P, care aproximeaza P: integralele
se aproximeazd prin sume finite, derivatele prin diferente (divizate),
etc. Aceste erori se numesc erori de discretizare.
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Exemplu de eroare de aproximare

@ (P) Dorim s3 aproximam

1

n!

1
e=1l+g+ -+

e Problema se inlocuieste cu problema mai simpl3 (P) a insum3rii unui
numar finit de termeni -eroare se trunchiere
~ 1 1
(P) e:1+ﬁ+--~+n—!.

@ In acest capitol ne intereseaza doar erorile in datele de intrare si
erorile de rotunjire.
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Probleme numerice

e Combinatia dintre o problemd matematica (PM), (de natura
constructiva) si specificatiile de precizie ale rezultatului (SP) se
numeste problema numerica.
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Probleme numerice

e Combinatia dintre o problemd matematica (PM), (de natura
constructiva) si specificatiile de precizie ale rezultatului (SP) se
numeste problema numerica.

o Exemplu: Fie f : R — R si x € R. Dorim s3 calculim y = f(x). In
general x nu este reprezentabil in calculator; din acest motiv vom
lucra cu o aproximare x* a sa, x* & x. De asemenea este posibil ca f
s3 nu poata fi calculatd exact; vom Tnlocui f cu o aproximant3 a sa
fa. Valoarea calculatd in calculator va fi f4(x*). Deci problema
numerica este urmatoarea:
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Probleme numerice

e Combinatia dintre o problemd matematica (PM), (de natura
constructiva) si specificatiile de precizie ale rezultatului (SP) se
numeste problema numerica.

o Exemplu: Fie f : R — R si x € R. Dorim s3 calculim y = f(x). In
general x nu este reprezentabil in calculator; din acest motiv vom
lucra cu o aproximare x* a sa, x* & x. De asemenea este posibil ca f
s3 nu poata fi calculatd exact; vom Tnlocui f cu o aproximant3 a sa
fa. Valoarea calculatd in calculator va fi f4(x*). Deci problema
numerica este urmatoarea:

PM. dandu-se x si f, s se calculeze f(x);
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Probleme numerice

e Combinatia dintre o problemd matematica (PM), (de natura
constructiva) si specificatiile de precizie ale rezultatului (SP) se
numeste problema numerica.

o Exemplu: Fie f : R — R si x € R. Dorim s3 calculim y = f(x). In
general x nu este reprezentabil in calculator; din acest motiv vom
lucra cu o aproximare x* a sa, x* & x. De asemenea este posibil ca f
s3 nu poata fi calculatd exact; vom Tnlocui f cu o aproximant3 a sa
fa. Valoarea calculatd in calculator va fi f4(x*). Deci problema
numerica este urmatoarea:

PM. dandu-se x si f, s se calculeze f(x);
SP. |[f(x) — fa(x")| < g, € dat.
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Masuri ale erorii

@ X spatiu liniar normat, A C X, x € X. Un element x* € A se
numeste aproximanta a lui x din A (notatie x* ~ x).
@ x* & x 0 aproximanta a lui x, diferenta Ax = x — x* se numeste
eroare, iar
[AX[| = [Ix* = x|| (1)

se numeste eroare absoluta.

se numeste eroare relativa.

@ Deoarece Tn practica x este necunoscut, se foloseste aproximarea

Ox = ‘|||)A(f||||. Dac3 ||Ax|| este mic comparativ cu |

aproximanta este buna.

x*||, atunci
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Eroarea propagata

o F:R" — R, x=(x1,..., %), x* = (x{,...,x5). Dorim s3

evaludm eroarea absoluta si relativa Af si respectiv 6f cand se
aproximeazd f(x) prin f(x*).

@ Aceste erori se numesc erori propagate, deoarece ne spun cum se
propagd eroarea initiald (absolutd sau relativd) pe parcursul calcul3rii
lui f.

@ Presupunem x = x* + Ax, Ax = (Ax, ..., Ax,). Aplicdm formula lui
Taylor

Af =f(x{ +Dxq, ..., x*—i—Ax,,)—f(xf,...X:)
o of o2
= ZAX"ﬁ( )+ = ZZAX,AXJB *E)x (9),

i=1 i i=1j=1

0 € [(x5, ... xp), (X7 + Axq, ..., x; + DAxp)].
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Eroarea propagata I

o neglijand termenii de ordinul al doilea (mici) obtinem

L of N
Af =~ ZAX,’ﬁ(Xl, Xn) (3)
i=1 ]
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Eroarea propagata lll

@ Problema inversa: cu ce precizie trebuie aproximate datele pentru ca
rezultatul s3 aib3 o precizie data?

@ Adicd, dandu-se € > 0, cat trebuie sa fie Ax; sau dx;, i = 1, n astfel
ncat Af sau 0f < €?

@ principiul efectelor egale: se presupune c3 toti termenii care intervin n
(3) sau (4) au acelasi efect, adicd

of of

oxt (XA =...= ox (x*) Axp.
@ se obtine
Af
Ax; ~ RETNL (5)
n ox; (X*)
f
bxi= ——2 (6)
X;*Wf(x*)
M —F5
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Exemplu. Gé’si’;i o margine a erorii absolute si relative pentru volumul
sferei V = = cu diametrul egal cu 3.7cm &= 0.04cm si T =~ 3.14.

° CaIcuIam derivatele partiale

v 1,
ﬁ - gd —8.44, w

v 1
= 5ndz = 215.

e Aplicand formula (3) si definitia erorii relative obtinem:

AV = ‘ ‘|A |+‘ ’|Ad]_844+215 0.05 ~ 1.0888.
1.0888
5 = N40 .
V' 74 %
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Exemple - continuare

Exemplu. Un cilindru are raza R =~ 2m, Tn3ltinea H ~ 3m. Cu ce erori

absolute trebuie determinate R, H si 7t astfel incat V s3 poata fi calculat
cu o eroare < 0.1m5.

Se aplicd principiul efectelor egale (5):

V = nR?°H, AV =0.1m>

oV 5, v B v 5
Fr R°H =12, SR = 2tRH = 37.7, 5 = TR =12.6.
n = 3, erorile absolute ale argumentelor:
AV 0.1
AT~ —— = .
& LV 312 < 0.003,
art
0.1 0.1
AR = .001 AH =~ .003.
3-37.7<000v 3-12.6<0003
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Aritmetica n virgula flotanta

Parametrii reprezentarii

@ Parametrii reprezentarii in virguld flotantd sunt urmatoarele numere
naturale

e baza B (intotdeauna pard);
e precizia p;

o exponentul maxim emax;

e exponentul minim emijn;

o in general, un num3r in virgul3 flotant3 se reprezint3 sub forma
x = tdy.d1d> . .. dp_l X lBe, 0<d; < :B (7)

do.d1d> ... dp_1 - semnificant sau mantisa, e exponent.

@ Valoarea lui x este

+ (do+ T+ o4+ dpap P (8)
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Parametrii reprezentarii

@ Unicitatea se asigurd prin normalizare: se modificd reprezentarea (nu
valoarea) astfel incat dy # 0.

@ Zero se reprezintd ca 1.0 x femin—1

@ Ordinea numeric3 uzuald a numerelor reale nenegative corespunde
ordinii lexicografice a reprezentdrii lor flotante (cu exponentul in
stanga semnificantului).

@ numar Tn virgula flotanta = numar real care poate fi reprezentat exact
n virguld flotanta
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Numere denormalizate

@ Dupa normalizarea semnificantilor ramane un ,,gol” intre 0 si femin

@ Aceasta poate avea ca efect x — y = 0 chiar dacd x # y, iar un
fragment de cod de tipul if x # y then z = 1/(x — y) poate esua

@ Solutie: se admit semnificanti nenormalizati cind exponentul este
emin (gradual underflow). Aceste numere se numesc numere
denormalizate. Ele garanteaza ca

X=y<=x—y=0

@ Distributia fara denormalizare si cu denormalizare

| L I Y (- [ — (- I T B |
I L LU N O O B I 1 1 I 1 T 1 I 1 1 I 1 1
0 [18min Fmint1 (Fmin+2 Femint3
T ) A | | | | | | | | | | | ]
| AR NN AN LN | B B B L B R B B B |
0 JCmin Femintl (Femint2 (Femint3
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Parametrii reprezentarii

@ Multimea numerelor Tn virguld flotantd pentru un set de parametri
dati ai reprezentarii se va nota cu

F(B, P, €min, €max, denorm),  denorm € {true, false}.

@ Aceastd multime nu coincide cu IR din urm3toarele motive:

@ este o submultime finitd a lui Q;
@ pentru x € R putem avea |x| >  x Bma (depdsire superioard) sau
|x| < 1.0 x Bémin (depdsire inferioars).

o Operatiile aritmetice uzuale pe IF(B, p, €min, émax, denorm) se noteazd
cu B, 8, ®, @, iar functiile uzuale cu SIN, COS, EXP, LN, SQRT
s.a.m.d. (IF,®, ®) nu este corp deoarece

(xoy)®z#Ex@(ydz) (xQy)Rz#x®(y®2)
xBY)Rz#xQRzPYy R z.
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Erori

@ Eroarea relativa
@ ulps — units in the last place (unitdti in ultima pozitie): daca
z=dy.d1d>...d,_1... X B¢, atunci eroarea este

|do.chda ... dp—1 — z/B°| BP Lulps.
@ Eroarea relativa ce corespunde la %ulps este

1 1 B
oF "= gulps < 5P
cici eroarea absolutd este 0.0...0p" x B¢, cu B/ = g Valoarea
h\,—/
p
eps = gﬁ*p se numeste epsilon-ul masinii.

e Echivalent rezolutia relativa (distanta relativa intre doi vecini)
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Rotunjire

@ Rotunjirea implicitd se face dupa regula cifrei pare: daca
X =do.dy...dp_1dp...5i dp > g rotunjirea se face n sus, dacd
dp < g rotunjirea se face in jos, iar dacd d, = g si printre cifrele
eliminate exista una nenula rotunjirea se face in sus, iar in caz contrar
ultima cifra pastratd este para.

@ Alte tipuri de rotunjiri: in jos, in sus, spre zero, trunchiere
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Aritmetica n virgula flotanta

o Definim fl(x) ca fiind cea mai apropiatd aproximare in virguld flotant3
a lui x
@ Din definitia eps avem pentru eroarea relativa:

Vx € R, Je cu |e| < eps astfel incat fl(x) = x(1+€)

@ Rezultatul unei operatii ® n virgul3 flotant3 este fl(ao b)

o Dac3 fl(ao b) este cel mai apropiat numdr in virguld flotantd de
ao b, operatiile aritmetice se rotunjesc corect (standardul IEEE o
face), ceea ce ne conduce la urmatoarea proprietate:

Pentru orice numere in virguld flotantd x, y, exista € cu
le| < eps astfel incat

x@y = (xoy)(1+e)

numita axioma fundamental3d a aritmeticii n virgula flotanta
@ Rotunjire la cel mai apropiat par in caz de ambiguitate
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Anularea

@ Din formulele pentru eroarea relativd (4), dacd x ~ x(1+ dx) si
y ~ y(14d,), avem urm3toarele expresii pentru erorile relative ale
operatiilor in virguld flotanta:

Oxy = 0x + 9y (9)
Sy =0y — by (10)
Ouiy = —— b+ —L—5, (11)

X+y X+y

@ Singura operatie critica din punct de vedere al erorii este sciderea a
doud cantitdti apropiate x ~ y, caz in care d5_, — co.

@ Acest fenomen se numeste anulare
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Anularea |l

@ Anularea este de doua tipuri:

@ benigna, cand se scad doud cantitati exacte
© catastrofald, cand se scad doud cantitdti deja rotunjite.

@ Programatorul trebuie s3 fie constient de posibilitatea aparitiei
anularii si sa incerce sa o evite.

@ Expresiile Tn care apare anularea trebuie rescrise, iar o anulare
catastrofald trebuie Tntotdeauna transformata in una benigna.
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AW IETCERI

o Exemplu. Daci a ~ b, atunci expresia a> — b? se transform3 in

(a— b)(a+ b). Forma initiald este de preferat in cazul cand a > b
sau b > a.
@ Exemplu. Daca anularea apare intr-o expresie cu radicali, se
amplifica cu conjugata:
1)

Vx+6 f—m+\/;, 5~ 0.

o Exemplu. Diferenta valorilor unei functii pentru argumente apropiate
se transforma folosind formula lui Taylor:

f(x+06)—f(x) :(5f’(x)+522f”(x)+--- f e C"a b
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W IETCERAY

La ecuatia de gradul al doilea ax? + bx + ¢ = 0, anularea poate s3 apar3
dacd b? >> 4ac. Formulele uzuale

—b+V/b? —dac

= 12
1 2a (12)
—b—/b? —4ac
Xy = 22 (13)

pot s3 conduc3 la anulare astfel: pentru b > 0 anularea apare la calculul
ui xi1, iar pentru anularea apare la calculul lui x,. Remediul este sa
lui x tru b<0 I I lculul lui xo. Remediul est
amplificam cu conjugata

2c

X = 14

' —b—/b? —4ac (14)
2

X = < (15)

—b+ Vb%—4ac

si sa utilizdm n primul caz formulele (14) si (13), iar in al doilea caz (12)
si (15). ../demo/html/ecgr2.html
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Teorema asupra pierderii preciziei

@ Problema: Cate cifre semnificative se pierd la sciderea x — y cand x
este apropiat de y?
@ Apropierea lui x de y este masuratd convenabil de 1 — 2.

Teorem3 (Loss of precission theorem)

Fie x si y NVF normalizate, unde x >y > 0. Daca

2 r<1-Y <oa
X

pentru p, q € IN, atunci se pierd cel putin q si cel mult p cifre binare
semnificative la scaderea x — y.
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Teorema asupra pierderii preciziei - demonstratie

Demonstratie.

Vom demonstra partea a doua, lasand prima parte ca exercitiu. Fie
x=5sX2" y=rx2" NVF normalizate. Deoarece y < x, y va trebui
deplasat Tnaintea scaderii, pentru a avea acelasi exponent ca x. Deci,

y = (s2m") x 2" si

x—y=(r—s2m ") x2"

Semnificantul satisface

m
r—s2’"—":r<1—r><2 >:r<1_Y><2—q
s X 2n X

Deci, pentru normalizarea reprezentarii lui x — y, este nevoie de o
deplasare de g biti la stdnga. Astfel se introduc cel putin g zerouri false la
capatul drept al semnificantului. Aceasta inseamna o pierdere a preciziei
de cel putin g biti. []

v
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Reducerea rangului |

Pentru sin x, cati biti semnificativi se pierd la reducerea la intervalul
[0,27)?

Solutie. Dandu-se x > 27, vom determina intregul n ce satisface
0 < x—2n7mt < 27. Apoi la evaluare vom utiliza periodicitatea
f(x) = f(x — 2n7t). La scdderea x — 2n7r, va fi o pierdere de precizie.
Conform teoremei 1 se vor pierde cel putin g biti daca
2n71T

1—-— <279
X

Deoarece
2n7m X —2n7T < 27T
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Reducerea rangului Il

conchidem ca cel putin g biti se pierd dacd 271/x < 279, sau echivalent,
dacd 29 < x/2m. m

Exemplu numeric. S3 se calculeze sin(12532.14).

Avem sin(12532.14) = sin(12532.14 — 2k7), cu k = 1994 si

12532.14 — 2kt =~ 3.47 si rezultatul va fi eronat. Daca reducerea s-ar fi
putut face cu precizie mai buna si rezultatul ar fi fost mai bun. MATLAB
d3 sin(12532.14) = —0.321113319309938 si

sin(3.47) = —0.322535900322479.
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Standardele |IEEE

@ Existd doua standarde diferite pentru calculul Tn virgul3d flotanta:

© IEEE 754 care prevede g = 2
@ |EEE 854 care permite B = 2 sau B = 10, dar lasd o mai mare libertate
de reprezentare.

@ Parametrii standardului IEEE 754

Precizia
Simpla | Simpl3 extinsd | Dubld | Dubl3 extins3
p 24 > 32 53 > 64
€max +127 > 41023 +1023 > 416383
€min -126 < —1022 -1022 < —16382
dim. exponent 8 > 11 11 > 15
dim. numar 32 > 43 64 > 79

Tabela: Parametrii reprezentarii flotante

bit ascuns - dy = 1, deci nu trebuie reprezentat fizic
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IEEE 754 I

Motivele pentru formatele extinse sunt:

© o mai buna precizie;

@ pentru conversia din binar Tn zecimal si invers este nevoie de 9 cifre Tn
simpla precizie si de 17 cifre in dubl3 precizie.

Motivul pentru care |emin| < emax este acela cd 1/2¢min nu trebuie s3 dea
depasire.

Operatiile @, ©, ®, © trebuie s3 fie exact rotunjite. Precizia aceasta se
asigura cu doud cifre de garda si un bit suplimentar.

Reprezentarea exponentului se numeste reprezentare cu exponent deplasat,
adic3 n loc de e se reprezinta e + D, unde D este fixat la alegerea
reprezentarii.

D = 127 pentru simpla precizie si D = 1023 pentru dubl3 precizie.

Radu Tiberiu Trimbitas (Universitatea “BabeTeoria erorilor si aritmetica in virgula flotanta Februarie 2010 27 / 55



Cantitati speciale

Exponent Semnificant  Ce reprezint3

e = ¢emin—1 f=0 +0 Zero cu semn

e =¢emin—1 f#0 0.f x 2¢min Numere denormalizate
emin < € < €max 1.f x2¢

e = €emax +1 f=0 +oo infinit

€= emax +1 f#£0 NaN NaN-uri
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Cantitati speciale

NaN. Avem de fapt o familie de valori NaN, operatiile ilegale sau
nedeterminate conduc la NaN: co + (—oo), 0 x o0, 0/0,
00/00, xREMO0, co REM y, \/x pentru x < 0. Dac3 un
operand este NaN rezultatul va fi tot NaN.

Infinit. Operatiile cu oo se definesc ca limite, ex: 1/0 = oo,
—1/0 = —oo. Valorile infinite dau posibilitatea continuarii
calculului, lucru mai sigur decat abortarea sau returnarea
celui mai mare numar reprezentabil. ﬁ pentru x = co d3
rezultatul 0.

Zero cu semn. Avem doi de 0: +0, —0; relatiile +0 = =0 si —0 < 40
sunt adevarate. Avantaje: tratarea simpla a dep3sirilor
inferioare si discontinuitatilor. Se face distinctie ntre
log0 = —oo si logx = NaN pentru x < 0. Fara 0 cu semn
nu s-ar putea face distinctie la logaritm Tntre un numar
negativ care da depasire superioara si 0.
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IEEE Simpla precizie, exemple

S E M Cantitate

0 | 11111111 | 00000100000000000000000 | NaN

1| 11111111 | 00100010000100101010101 | NaN

0 | 11111111 | 00000000000000000000000 | oo

0 | 10000001 | 10100000000000000000000 | +2129-127.1 101 = 6.5
0 | 10000000 | 00000000000000000000000 | +2128-127.1 0 =2

0 | 00000001 | 00000000000000000000000 | +21-127.1.0 = 27126
0 | 00000000 | 10000000000000000000000 | +2-1%6.0.1 = 2= 127
0 | 00000000 | 00000000000000000000001 | 427126 .2723 — 2—149
0 | 00000000 | 00000000000000000000000 | +0

1 | 00000000 | 00000000000000000000000 | —0

1 | 10000001 | 10100000000000000000000 | —2129-127. 1101 = —6.5
1| 11111111 | 00000000000000000000000 | —oo

Pentru virguld flotanta in MATLAB vezi

../demo/html/fpdemo.html
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../demo/html/fpdemo.html

William Kahan, eminent
matematician si informatician,
contributii importante la
studiul metodelor precise si
eficiente de rezolvare a
problemelor numerice pe
calculatoare cu precizie finita.
A fost principalul arhitect al
standardului IEEE 754. Distins
cu premiul Turing al ACM 1n
1989, Fellow al ACM din 1994.
Profesor la Universitatea
Berkeley, California

Radu Tiberiu Trimbitas (Universitatea “BabeTeoria erorilor si aritmetica in virgula flotanta Februarie 2010 31/55



Esecul rachetei Patriot |

@ Esecul unui sistem de rachete antiracheta Patriot Tn timpul razboiului
din Golf din 1991 s-a datorat unei erori de conversie software.

@ Ceasul sistemului m3sura timpul Tn zecimi de secundd, dar il memora
ntr-un registru de 24 de biti, provocandu-se astfel erori de rotunjire.

@ Datele din cdmp au aratat ca sistemul poate esua sa urmareasca si sa
intercepteze o rachetd dupa 20 de ore de functionare si deci sistemul
ar necesita rebootare.
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Esecul rachetei Patriot Il

@ Dupa 100 de ore de functionare, esecul sistemului a cauzat moartea a
28 de soldati americani aflati intr-o cazarma din Dhahran, Arabia
Sauditd, deoarece nu a reusit s3 intercepteze o rachetad Scud irakiana.
Deoarece numarul 0.1 are o dezvoltare infinitd in binar (este o fractie
periodicd), valoare din registrul de 24 de biti este eronata

(0.00011001100110011001100), ~ 0.95 x 10~ 7.

Eroarea de timp dup3 o sutd de ore a fost de 0.34 secunde. Viteza
rachetei Scud este de 3750 mile/ord, rezultdnd o eroare in distantd de
aproximativ 573.59 m.
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Explozia rachetei Ariane 5

o In 1996, racheta Ariane 5 lansat3 de Agentia Spatiald European a
explodat la 40 de secunde dupa lansarea de la Kourou, Guyana
Franceza.

@ Investigatia de dupa incident a ardtat ca componeta orizontala a
vitezei a necesitat conversia unui numar flotant Tn dubl3 precizie
ntr-un intreg pe 16 biti.

@ Deoarece numarul era mai mare decat 32,767, cel mai mare Tntreg
reprezentabil pe 16 biti, componentele de control au intrat Tn
procedura de autodistrugere. Valoarea rachetei si a Tncarcaturii a fost
de 500 de milioane de dolari.
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Referinte WWW

Se pot gasi informatii aditionale pe World Wide Web la adresa
http://www.ima.umn.edu/~arnold/disasters/ sau la
http://www5.in.tum.de/~huckle/bugse.html. Exista si alte
consemnari ale calamitatilor ce ar fi putut fi evitate printr-o programare
mai atentd, in special la utilizarea AVF.
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Conditionarea unei probleme

@ Putem gandi o problem3 ca o aplicatie

f:R™ = R" y="Ff(x). (16)

@ Ne intereseaza sensibilitatea aplicatiei Tntr-un punct dat x la mici
perturbatii ale argumentului, adicd cat de mare sau cat de mica este
perturbatia lui y comparativ cu perturbatia lui x.

@ In particular, dorim s3 masuram gradul de sensibilitate printr-un
singur numar, numarul de conditionare al aplicatiei f Tn punctul x.
Vom presupune ca f este calculatd exact, cu precizie infinita.

o Conditionarea lui f este deci o proprietate inerenta a functiei f si nu
depinde de nici o consideratie algoritmica legatda de implementarea sa.
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Conditionarea unei probleme

@ Aceasta nu inseamna c3 determinarea conditionarii unei probleme este
nerelevantd pentru orice solutie algoritmica a problemei.

@ Solutia calculatd cu (16), y* (utilizdnd un algoritm specific si

aritmetica n virguld flotantd) este (si acest lucru se poate demonstra)
solutia unei probleme ,,apropiate*

y'r=1f(x7) (17)
cu
x*=x+90 (18)
o distanta [|d]| = ||x* — x|| poate fi estimat3 Tn termeni de precizie a
masinii

@ daca stim cat de tare sau cat de slab reactioneaza aplicatia la mici
perturbatii, cum ar fi 6 in (18), putem spune ceva despre eroarea
y* — y a solutiei cauzata de aceast3d perturbatie.
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Conditionarea unei probleme

Fie x = [x1, ..., Xm]T €R™, y = [y1,..., yo]T €R, vy = f(xq, ..., Xm),
v =1,n— y, va fi privit ca o functie de o singurd variabild x,

ofy
X;
H axy

You = (condy, f)(x) = F0 | (19)

Aceasta ne da o matrice de numere de conditionare

filx) 77 Alx)
I'(x) = oo =: [yuu(x)] (20)
ofp Jfn
X1 X1 Xm xem
fa(x) T fa(x)

si vom lua ca numar de conditionare

(cond £)(x) = [T(x)]]. (21)
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Conditionarea unei probleme

Altfel. of
18y [F= (£ O+ Ax) = FO] < [1Ax[H Il
unde
of 9 of
dx; Oxp OXpm
[ X1 X2 Xm an ]Rm 22
J O e N @)
df, Idf, Jdfy,

dx; Oxp OXm

este matricea jacobiand a lui f

of
dx

I8yl _ Xl 5]l jax)
e = 1o Ixlls
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Cazul unidimensional

@ Pentrum=n=1six#0,y #0

f,
(cond f)(x) = Xf ((XX))
@ Dacd x =0 Ay # 0 se considerd eroarea absolutd pentru x si eroarea
relativa pentru y
f/
(cond f)(x) = f((j:)) ;
@ Pentru y = 0 A x # 0 se ia eroarea absolutd pentru y si eroarea

relativa pentru x

@ Pentru x =y = 0, se iau erorile absolute

(cond f)(x) = f'(x).

Radu Tiberiu Trimbitas (Universitatea “BabeTeoria erorilor si aritmetica in virgula flotanta Februarie 2010 40 / 55



Conditionarea absoluta

@ Numar de conditionare absoluta al unei probleme diferentiabile f Tn x:

i
k= J(x)
P 5 = 1V

unde J(x) = [Jjj] = [0fi/dx;], este jacobianul, iar norma este indus3
de normele lui df si dx

@ n cazul unidimensional
£ = |f/(x)|.
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e Exemplu: Functia f(x) = ax

e numdr de conditionare absolutd & = ||J|| =«
e numdr de conditionare relativd (cond f)(x) = it H)ﬂH/HXH o =1
e Exemplu: Functia f(x) = /x
o numr de conditionare absoluty & = ||J|| = ﬁ
e numar de conditionare relativa
I /@Rvx) 1
(cond £)(x) = oI/ = ~Virx 2
o Exemplu: Functia f(x) = x; — x2 (cu norma o)
o numir de conditionare absoluts & = ||J|| = ||(=1,1)7|| =2
e numar de conditionare relativa
1] 2
(cond f)(x) = =
IFCONZNIxIl - ba = xe[ max{[xu], |x2[}

e prost conditionatd dac3 x; & xp (anulare)

Radu Tiberiu Trimbitas (Universitatea “BabeTeoria erorilor si aritmetica in virgula flotanta Februarie 2010 42 / 55



Precizia

@ Pentru o functie datd g(n) vom nota cu ©(g(n)) multimea de functii

O(g(n)) ={f(n): Jc1,c2,np >0 0< c1g(n) < f(n) < cog(n)
Yn>no}.
e Scriem f(n) = ©(g(n)) pentru a indica f(n) € ®@(g(n)). Spunem c3

g(n) este o margine asimptoticd stransa (assymptotically tight
bound) pentru f(n).

o Definitia multimii ®(g(n)) necesitd ca fiecare membru al ei s3 fie
asimptotic nenegativ, adicd f(n) > 0 cand n este suficient de mare.
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Precizia

@ Pentru o functie datd g(n) vom nota cu O(g(n)) multimea de functii
O(g(n)) ={f(n): Jc,ng 0 < f(n) < cg(n), Vn>ng}.

@ margine asimptotica superioara

@ Pentru a indica faptul c& f(n) este un membru al lui O(g(n)) scriem
f(n) = O(g(n)).

@ Observdm c3 f(n) = ©(g(n)) = f(n) = O(g(n), sau
®(g(n)) € O(g(n))

e Una dintre proprietitile ciudate ale notatiei este aceea c& n = O(n?).
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Precizia

@ Pentru o functie datd g(n) vom nota prin Q(g(n)) multimea de
functii

Q(g(n)) ={f(n): 3c,ng 0 < cg(n) < f(n), Yn> ne}.

@ margine asimptotica inferioard

@ Din definitiile notatiilor asimptotice se obtine imediat:

f(n) = ©(g(n)) <= f(n) = O(g(n)) N f(n) = OQ(g(n)).
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Precizia

@ Spunem ca functiile f si g : IN — IR sunt asimptotic echivalente,
notatie ~ daca
f(n
lim (n) =1.

@ Extinderea notatiilor asimptotice la multimea numerelor reale este
naturald. De exemplu f(t) = O(g(t)) Tnseamnd c3 existd o
constanta pozitiva C astfel Tncat pentru orice t suficient de apropiat
de o limit3 subinteleasd (de exemplu t — oo sau t — 0) avem

£(2)] < Cg(1). (24)
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Precizia

ConsiderSm un algoritm f pentru problema f

Un calcul f(x) are eroarea absoluts HF(X) - f(x)H si eroarea relativd

HF(X) _ f(x)H
£

Algoritmul este precis daca (pentru orice x)

|7 - 7]
el

unde O(eps) este “de ordinul eps” (vezi slide-ul urm3tor)

= Of(eps)

Constanta din O(eps) poate fi foarte mare pentru multe probleme,
caci datorita erorilor de rotunjire nu utilizam nici chiar un x corect.
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Detalii asupra notatiilor asimptotice

o Notatia ¢(t) = O((t)) inseamn3 c3 existd o constantd C a.l.
pentru t apropiat de o limitd (de obicei 0 sau o), |¢(t)| < Cy(t)

o Exemplu: sin?t = O(t?) cand t — 0 inseamn3 |sin® t| < Ct? pentru
un anumit C

@ Dacd ¢ depinde de variabile aditionale, notatia
@(s, t) = O(p(t)) uniform in s

fnseamn3 c3 existd o constantd C af. |¢(s, t)| < Cy(t) pentru orice
s

o Exemplu: (sin?t)(sin?s) = O(t?) uniform cand t — 0, dar nu dac3
sin? s este Tnlocuit cu s?

o in margini de forma ||X — x|| < Cx(A)eps ||x||, C nu depinde de de A
sau b, dar poate depinde de dimensiunea m
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Stabilitatea

e Un algoritm f pentru problema f este stabil daca pentru orice x
existd un X cu proprietatea
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Stabilitatea

@ Un algoritm f pentru problema f este stabil daca pentru orice x
existd un X cu proprietatea

HF(X) — f(x)H
£ ()|

@ “Raspuns aproape corect la problema aproape exacta”

= O(eps)
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Stabilitatea

@ Un algoritm f pentru problema f este stabil daca pentru orice x
existd un X cu proprietatea

HF(X) — f(x)H
£ ()|

@ “Raspuns aproape corect la problema aproape exacta”
@ Un algoritm f pentru problema f este regresiv stabil daca pentru
orice x existd un X cu proprietatea

= O(eps)

X = x|l _

= O(eps)

]
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Stabilitatea

@ Un algoritm f pentru problema f este stabil daca pentru orice x
existd un X cu proprietatea

HF(X) — f(x)H
£ ()|

@ “Raspuns aproape corect la problema aproape exacta”
@ Un algoritm f pentru problema f este regresiv stabil daca pentru
orice x existd un X cu proprietatea

= O(eps)

f(x) = f(x).

@ "“Raspuns corect la problemd aproape exacta”
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Stabilitatea AVF

@ Cele doud axiome ale AVF implicd stabilitatea regresiva a operatiei ©

(1) Vx € R, Je cu |e] <eps al fl(x) =x(1+¢€)
(2) Pentru orice NVF x, y, existd € cu |e] < eps a.l.
x©y = (xoy)(1+¢)

o Exemplu: Sciderea f(x1,x2) = x1 — x2 cu algoritmul

F(Xl,Xg) = ﬂ(Xl) &) ﬂ(X2)

o (1) implics existenta |e1], |€2| < eps a.i.

ﬂ(Xl) :X1(1+€1), ﬂ(X2) :X2(1+€2)
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Stabilitatea AVF Il

(continuarea exemplului)

@ (2) implic3 existenta |e3| < eps a.i.

fli(x1) ©fl(x2) = (fi(x1) — fl(x2)) (1 + €3)

N
|

e Combinand, rezultd existenta |es], |€s] < 2eps + O(eps?) a.

fi(x) ©fl(x2) = (a(l+e1) —x(l+€2))(1+e€3)
= Xl(]. —|—€1)(1 +€3) —X2(1 + €2)(1 + €3)
= Xl(l —|—€4) —X2(1 + 65)

o Deci, ﬂ(Xl) — ﬂ(Xz) = )~(1 —)~<2
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Stabilitatea AVF Il

e Exemplu: Produsul f(x,y) = x*y calculat cu ® si @ este regresiv
stabil
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Stabilitatea AVF Il

e Exemplu: Produsul f(x,y) = x*y calculat cu ® si @ este regresiv
stabil

e Exemplu: Produsul exterior f(x,y) = xy™ calculat cu ® nu este
regresiv stabil (Tnafard de cazul cand f are rangul 1)
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Stabilitatea AVF Il

e Exemplu: Produsul f(x,y) = x*y calculat cu ® si @ este regresiv
stabil

e Exemplu: Produsul exterior f(x,y) = xy™ calculat cu ® nu este
regresiv stabil (Tnafard de cazul cand f are rangul 1)

e Exemplu: f(x) = x+ 1 calculat cu f(x) = fl(x) & 1 nu este regresiv
stabil (consideram x = 0)
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Stabilitatea AVF Il

e Exemplu: Produsul f(x,y) = x*y calculat cu ® si @ este regresiv
stabil

e Exemplu: Produsul exterior f(x,y) = xy™ calculat cu ® nu este
regresiv stabil (Tnafard de cazul cand f are rangul 1)

e Exemplu: f(x) = x+ 1 calculat cu f(x) = fl(x) & 1 nu este regresiv
stabil (consideram x = 0)

e Exemplu: f(x,y) = x+y calculat cu f(x,y) = fl(x) ® fl(y) este
regresiv stabil
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Teorem3a (Precizia unui algoritm regresiv stabil)

Daca se utilizeazd un algoritm regresiv stabil pentru a rezolva problema f

cu numdrul de conditionare Kk, eroarea relativa satisface

H’f“(x) _ f(x)H

OOl = O((cond f)(x)eps)

v

Stabilitatea regresivad inseamn3d f(x) = f(X), pentru un anumit x a. 1.

[[x=x]]
(1]l

= O(eps). Definitia numarului de conditionare ne d3

[F00 =700 1%«
el El

unde o(1) — 0 la fel ca eps — 0. Combinand aceste doud se obtine
rezultatul dorit.

— ((cond £)(x) + o(1))

Ol

4
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