Rezolvitorul MATLAB pdepe

Rezolvitorul MATLAB pdepe rezolva ecuatii cu derivate partiale simple, de tip parabolic sau eliptic in
care necunoscuta u(x, t) este o functie vectoriald ce depinde de o variabila spatiala scalard x si o variabila
temporala scalara t. Forma generala a ecuatiilor acceptate de rezolvitor este
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unde x € [a, b], t € [to, t;]. Parametrul Tntreg m specifica tipul de simetrie 0 — slab?, 1 —cilindrica, 2 —
sferica. Functia c este data printr-o matrice diagonala, f reprezintd fluxul, iar s sursa. Toate trei sunt functii
vectoriale.

Conditiile initiale se dau astfel: pentru x € [a, b] si t = t, solutia trebuie sa indeplineasca conditia
u(x, ty) = up(x), unde u, este o functie data. Solutia trebuie sa satisfaca conditiile pe frontierd

]
Pa(x, t,u) + qo(x, O f (x, t,u, a—:) =0,pentrux = a,t € [to, tf]

pp(x, t,u) + q,(x, ) f (x, t,u, g—:) =0, pentrux = b,t € [to, tf],
unde pg, 94, Py, qp sunt functii date. Se pot impune si alte tipuri de conditii, vezi doc pdepe pentru
detalii.

Apelul la pdepe are forma generala

sol = pdepe(m, @pdefun, @pdeic, xmesh, tspan, options)
Functia pde fun are forma
function [c, £, s] = pdefun(x, t, u, DuDx)
Ea accepta la intrare variabilele de spatiu si timp si vectorii u si DuDx, care aproximeaza solutia U si
derivata partiala du/dx si returneazad matricea c, functia de flux £ si functia sursd s. Conditia initiald se
specifica prin functia pdeic, care are forma
function uO=pdeic (x)
Functia pdebc da conditiile pe frontiera si are forma
function [pa, ga, pb, gb] = pdebc(xa, ua, xb, ub, t)
ea evalueaza p,, q4, Py, qp din conditiile pe frontierd in xa = a si xb = b. Vectorul xmesh din lista de
argumente a lui pdepe este o multime de puncte din [a, b], ordonati crescator, cu xmesh (1) = a si
xmesh (end) = b. El defineste valorile variabilei spatiale in care solutia este aproximata. Algoritmul
utilizeaza o discretizare de ordinul al doilea pentru variabila spatiala. Alegerea lui xmesh influenteaza
costul si precizia solutiei. Pe portiunile unde solutia oscileazd mai repede in raport cu X, punctele se vor
alege mai apropiate. Vectorul tspan este o multime de puncte din [to, tf], ordonata crescator, cu tspan(1)
= t, si tspan(end) = tf. Integrarea ecuatiei diferentiale in raport cu t In pdepe se realizeazi cu odel5s;
momentele de timp se determina dinamic, valorile in t span se calculeaza prin interpolare si aceasta are un
impact mic asupra costului si preciziei. Proprietatile implicite ale rezolvitorului ode15s se pot modifica
cu ajutorul argumentului optional options care poate fi creat si gestionat prin functia odeset.

Argumentul de iesire sol este un tablu tridimensional, cu semnificatia sol(j,k,i) este aproximarea celei
de-a i-a componente a solutiei u in punctul t = tspan (j) si x = xmesh (k) . Functia de postprocesare
pdeval permite calculul lui u si du/dx in puncte care nu sunt in xmesh.

Vom exemplifica utilizarea lui pdepe cu ecuatia Black-Scholes, utilizatd pentru modelarea preturilor
derivatelor financiare. In trasformata si adimensionalizata (P. Wilmott, 1995) si cu parametrii din (Neftci,
2000), ea are forma

ou 0%u

ot dx2

unde k =r/(62/2),r = 0.065,0 = 0.8,a = logg, b= logg, to = 0, tr = 5, cu conditiile initiale
u(x,0) = max(e* — 1,0)

du
+ (k — 1)5 — ku,x € [a,b],t € [t tf],

si conditiile pe frontiera
7 — exp(—kt)

u(a,t) =0,u(b,t) = z



Problema are forma generala acceptatd de pdepe cum =1,
ou ou ou ou
clx, t,u) =1,f (x, t,u,;) =-28 (x, t,u,;) = (k - 1)5— ku.
Conditiile pe frontierd sunt p(x,t,u) =usiq(x,t,u) =0Thx =asip(xtu) =u— (7 — Sexp(—kt))/
5siq(x, t,u) =0inx = b.
Dam in continuare sursa, in figierul bs . m.

function bs

%BS Black-Scholes PDE.

% Solves the transformed Black-Scholes equation.
m=0;

r = 0.065;

sigma = 0.8;

k = r/(0.5*sigma”*2) ;

a = log(2/5);

b = log(7/5);

t0 = 0;

tf = 5;

xmesh = linspace(a,b,40);

tspan = linspace(t0,tf,20);

sol = pdepe (m,@bspde, @bsic,@bsbc,xmesh, tspan) ;
u=sol(:,:,1);

mesh (xmesh, tspan,u)

xlabel ('x', 'FontSize',b12)

ylabel('t',6 'FontSize',612)

zlabel ('u', 'FontSize',12, 'Rotation’',0)

function [c,f,s] = bspde(x,t,u,DuDx)
$BSPDE Black-Scholes PDE.

c=1;
f = DuDx;
s = (k-1)*DuDx-k*u;

end

function u0 = bsic(x)

$BSIC Initial condition at t = tO0.
u0 = max(exp(x)-1,0);

end

function [pa,qa,pb,gb] = bsbc(xa,ua,xb,ub,t)
$BSBC Boundary conditions at x = a and x = b.

pa = ua;

gqa = 0;

pb = ub - (7 - 5*exp(-k*t))/5;
gb = 0;

end

end

Am generat 40 de puncte dupa X si 20 dupa t cu functia 1inspace. Functia imbricatad bspde defineste
ecuatia cu derivate partiale, calculand c, £ si s, iar bsic implementeaza conditiile initiale. Functia bsbc
calculeaza pa, ga, pb, gb din conditiile initiale.
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Figura 1. Ecuatia Black-Scholes

Rezultatul executiei se vede in figura 1.

Exemplul urmator este un sistem de douda EDP de tip reactie-difuzie, care provine din Biologia moleculara

(D. S. Jones, 2003).
ou 1 0%u N 1
ot 20x2 1+ v?
v 1 0%v N 1
ot 20x%2  1+u?
pentru x € [0,1],¢ € [0,0.2]. Conditiile initiale sunt

1
u(x,0) =1+ 5 cos 27X

1
v(x,0)=1 —Ecos 2mx,
iar conditiile pe frontiera
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Ecuatia scrisa in forma cerutd de pdepe, cu (U1 Uz)inlocde (u v), este
10y, [ 1 1

R P e LT+
0 17 atluzl ™ gx|10u, 1 ]
2 0x 14+ u?

Sursa MATLAB este datd in figierul mbiol . m. Argumentele de iesire c, f, s, pa, ga, pb si gb ale
subfunctiilor mbpde si mbbc sunt tablouri 2 X 1 deoarece avem un sistem de doua ecuatii. Energia

1 2 2
E(0) J (6u> 4 <6v) d
= — — x
dx dx
0
descreste exponential catre zero cand t — oo, Pentru a verifica acest fapt numeric, am utilizat diferente
finite si cuadraturi. (Se putea utiliza pdeval pentru a aproxima du/dx si dv/dx.)



function mbiol
$MBIOL Reaction-diffusion system from mathematical biology.
% Solves the PDE and tests the energy decay condition.

m=0;

xmesh = linspace(0,1,15);

tspan = linspace(0,0.2,10);

sol = pdepe (m,@mbpde, @mbic, @mbbc, xmesh, tspan) ;
ul = sol(:,:,1);

u2 = sol(:,:,2);

subplot(2,2,1)

surf (xmesh, tspan,ul)
xlabel ('x', 'FontSize',612)
ylabel('t', 'FontSize',612)
title('u_1', 'FontSize',616)

subplot (222)

surf (xmesh, tspan,u2)
xlabel ('x', 'FontSize',b12)
ylabel('t',6 'FontSize',612)
title('u_2', 'FontSize',616)

% Estimate energy integral.

dx = xmesh(2) - xmesh(l); % Constant spacing.

energy = 0.5*sum( (diff(ul,1,2)).72 + (diff(u2,1,2)).72, 2)/dx;
subplot(2,2,[3:4])

plot(tspan’', 6 energy)

xlabel('t', 'FontSize',b12)

title('Energy', 'FontSize',616)

g e Subfunctions -------—--—--——————-———-
function [c,f,s] = mbpde(x,t,u,DuDx)

c = [1; 1];

f = Dubx/2;

[1/(1+u(2)*2); 1/(1+u(1)*2)];

S

function u0 = mbic(x);
u0 = [1+0.5*cos (2*pi*x); 1-0.5*cos(2*pi*x)];

function [pa,qga,pb,gb] = mbbc(xa,ua,xb,ub,t)

pa = [0; 0];
qa = [1; 1];
pb = [0; 0];
gb = [1; 1];

mbiol
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Figure 2 Solutia unui sistem de tip reactie difuzie cu pdepe
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