EDO in MATLAB
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Ecuatii diferentiale in MATLAB

1. Probleme cu valori initiale

1.1 Rezolvitori

MATLAB are facilitati foarte puternice de rezolvare a problemelor cu valori initiale pentru ecuatii
diferentiale ordinare:
dy(t)

—— = fey®),  y(t) =yo
Cel mai simplu mod de a rezolva o astfel de problema este de a scrie o functie care evalueaza f si de
a apela unul dintre rezolvitoriit MATLAB. Informatia minima pe care un rezolvitor trebuie sa o
primeasca este numele functiei, multimea valorilor lui t pe care se cere solutia si valoarea initiala y,.
Rezolvitorii MATLAB accepta argumente de intrare si iesire optionale care permit sa se specifice
mai mult despre problema matematica si modul de rezolvare a ei. Fiecare rezolvitor MATLAB este
conceput sa fie eficient Tn anumite situatii, dar toti sunt in esenta interschimbabili. Toti rezolvitorii
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au aceeasli sintaxa, ceea ce ne permite sa incercam diferite metode numerice atunci cand nu stim care
ar fi cea mai potrivita. Sintaxa este

[t,y]=rezolvitor (@fun, tspan,y0,optiuni,pl,p2,...)

unde rezolvitor este unul din rezolvitorii dati in tabela 1.

Rezolvitor | Tip Algoritm
problema
oded5 Nonstiff Pereche Runge-Kutta explicit™a, cu ordinele 4 s i 5
ode23 Nonstiff Pereche Runge-Kutta explicit™a, cu ordinele 2 si 3
odell3 Nonstiff Metod a cu mai mult i pas,i explicit™a, cu ordin variabil, ordinele de la 1 la 13
odel5s Stiff Metod a cu mai mult,i pas,i implicita, cu ordin variabil, ordinele de la 1 la 15
ode23s Stiff Pereche Rosenbrock modificat™a (cu un pas), cu ordinele 2 s,i 3
ode23t Stiff Regula implicit™a a trapezului, cu ordinele 2 5,1 3
ode23tb Stiff Algoritm Runge-Kutta implicit, ordinele 2si 3

Argumentele de intrare sunt

e fun - specifica functia din membrul drept. Tn versiunile 6.x este un handler de functie, iar in
versiunile 5.x este un nume de functie (in acest caz se scrie * fun’ nu @ fun);

e tspan - vector ce specifica intervalul de integrare. Daca este un vector cu doua elemente
tspan=[t0 tfinall, rezolvitorul integreazadela t0 latfinal. Daca tspan are mai
mult de doua elemente rezolvitorul returneaza solutiile in acele puncte. Abscisele trebuie
ordonate crescator sau descrescator. Rezolvitorul nu isi alege pasii dupa valorile din tspan, ci
obtine valorile in aceste puncte prin prelungiri continue ale formulelor de baza care au acelasi
ordin de precizie ca si solutiile calculate in puncte.
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e optiuni - optiunile permit setarea unor parametrii ai rezolvitorului si se creaza cu odeset.

Parametrii de iesire sunt:
e t —vectorul coloana al absciselor:;

e v —tabloul solutiilor: o linie corespunde unei abscise, iar o coloana unei componente a
solutiei.

Dupa optiuni potsa apara parametrii variabili, p1, p2, ... care sunttransmisi functiei fun la
fiecare apel. De exemplu

[t,y]=rezolvitor (@fun, tspan,y0,optiuni,pl,p2,...)
apeleaza
fun(T,Y, flag,pl,p2,...).

1.2 Exemple

Sa consideram ecuatia scalara
y'(t) = —y(t) + 5e"tcos5¢t, y(0) =0.
pentru ¢ € [0,3]. Membrul drept este continut in figierul f1scal.m:
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function yder=flscal (t,vy)
$F1SCAL Exemplu de EDO scalara

yder = -y+b*exp(-t).*cos(5*t);

Vom folosi rezolvitorul ode45. Secventa de comenzi MATLAB

tspan = [0,3]; yzero=0;
[t,y]=0ded5 (Rflscal, tspan,yzero) ;
plot(t,y, 'k—--*")

xlabel('t'), ylabel('y(t)"')

produce graficul din Figura 1. Solutia exacta este y(t) = e—t sin 5¢. Verificam aceasta calculand
maximul modulului diferentelor dintre valorile furnizate de ode45 si valorile solutiei exacte
calculate Tn abscisele furnizate de ode45:

norm(y-exp (-t) . *sin(5*t) ,inf)

ans =
3.8416e-004
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Figura 1 Graficul pentru ecuatia scalara

Sa consideram acum ecuatia pendulului simplu

’ g
—0(t) = —=sin6(t),
| o ar () 1 () | | |
unde g este acceleratia gravitationala si L este lungimea pendulului. Aceasta ecuatie de ordinul al
doilea se poate transforma intr-un sistem de ecuatii de ordinul I, introducand necunoscutele y; =

o(t), y, = do/dt.
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2. Probleme cu valori pe frontiera

Functia bvp4c utilizeazd metoda colocatiei pentru a rezolva sisteme de ecuatii diferentiale cu
conditii pe frontierd. Acestea pot fi scrise sub forma

d
—y(0) =fly@).p),  gO(@),yb),p) =0.

y este un vector functie cu m componente, f este o functie de X si y care are ca rezultat un m-vector,
lar p, optional, este un vector de parametrii care trebuie determinati. Solutia se cauta pe intervalul
a < x < b, iar functia g, dati, specifici conditiile pe frontiera. In general, problemele cu valori pe
frontiera sunt mult mai dificil de rezolvat numeric decat problemele cu valori initiale. bvp4c
necesita o solutie initiald de pornire. Solutia initiala si cea finala se pastreaza in structuri.

Vom incepe cu o problema scalara care descrie sectiunea transversala a unei picaturi de apa pe o

suprafata plana:
3

2

d d i
—h(x)+(1—hx)| 1+ (ah(x)> =0, h(-1)=hn()=0.

dx?

h(x) semnifica inalfimea picaturii in punctul x. Punem y; (x) = h(x), y,(x) = dh(x)/dx si
rescriem ecuatia sub forma unui sistem de doud ecuatii de ordinul I

d J—
a)ﬁ (x) = y,(x)

N| W

d
—3:(0 = 01 - D(1+ % ()
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Acest sistem se reprezinta prin functia
function yprime=drop (x,V)
$DROP ODE/BVP picatura de apa
apel yprime=drop (x,V)

yprime = [y (2); (y(1)-1)*((1+y(2)"2)"(3/2)];

Conditiile initiale se dau sub forma reziduala
function res=dropbc(ya, yb)

$DROPBC ODE/BVP conditii pe frontiera picatura de apa
sapel res=dropbc (ya, yb)

res = [ya(l); yb(1)];

Vom alege ca valori de pornire (solutii initiale) functiile y; (x) = V1 — x? si y,(x) =
(fisierul dropinit.m)

function yinit = dropinit (x)

$DROPINIT ODE/BVP solutii initiale picatura de apa

%apel yinit = dropinit (x)

—-X
0.1+V1—x2"

yvinit = [sqgrt(1-x72); -x/(0.1+sgrt(1-x"2))1;
Urmeaza scriptul care rezolva problema si deseneaza solutia (waterdrop .m)
SWATERDROP - water droplet BVP
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solinit = bvpinit(linspace(-1,1,20),Q@dropinit);
sol = bvp4dc (@drop, @dropbc, solinit);
fill(sol.x, sol.y(1,:),[0.7, 0.7, 0.77)
axis([-1, 1, O, 11)

xlabel ('x', 'Fontsize',1l0)

ylabel ('y', "Rotation',0, "FontSize',16)

Exemplu de utilizare, vezi figura 1.
waterdrop

In general, bvp4c se apeleaza sub forma
sol = bvp4c (@odefun, @bcfun, solinit, options)

Pagina 8



- EDO in MATLAB

0.9

0.8

0.7

0.6~

0.4r-

0.3

0.2

0.1

-1 08 -06 -04 -02 0 02 04 06 038 1

X Figura 22

Functia ode fun descrie ecuatia diferentiald, iar bc fun da reziduurile pentru conditiile initiale. Ele
returneaza vectori coloand. Forma generala a lui ode fun este
yprime = odefun (x,Vy)
lar a lui bcfun
res=bcfun (ya, yb) .

Structura pentru solutia initiala, solinit, are doua campuri solinit.xsi solinit.y.
Valorile solinit.x dau abscisele solutiei initiale, solinit.x (1) si solinit.x (end)
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continand a si respectiv b. Corespunzator, solinit.y (:, i) da solutia initiald in
solinit.x (1).Functia auxiliard bvpinit creaza o structura pentru solutia initiald. Celelalte
argumente ale lui bvp4c sunt optionale. Structura options pemite specificarea diversilor
parametrii ai algoritmului de colocatie, cum ar fi tolerantele, valori initiale, numarul maxim de
puncte. Ea poate fi creatd cu bvpset, similard cu odeset. (vezi doc bvpset).
Parametrul de iesire sol este o structura.

sol.x (1) abscisa,

sol.y(:,1) ordonata,

sol.yp(:,1) aproximarea derivatei

Alt exemplu este
2

ﬁe(x) + Asinf(x)cosf(x) =0, 0(—1) =6(1) =0;

el apare Tn teoria cristalelor lichide.

function lcrun
$LCRUN Ligquid crystal BVP.

o

% Solves the liquid crystal BVP for four different lambda values.

lambda vals = [2.4, 2.5, 3, 10];
lambda vals = lambda vals(end:-1:1); %Necessary order for
scontinuation.
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solinit = bvpinit(linspace(-1,1,20),@lcinit);

lambda = lambda vals(1l); sola = bvp4c(@lc,@lcbc,solinit);
lambda = lambda vals(2); solb = bvp4c(@lc,@lcbc,sola);
lambda = lambda vals(3); solc = bvp4c(@lc,@lcbc,solb);
lambda = lambda vals(4); sold = bvp4c(@lc,@lcbc,solc);
plot(sola.x,sola.y (1, :) ', 'LineWidth',4), hold on
plot(solb.x,s0lb.y( ) -','"LineWidth', 2)

plot (solc.x,solc.y( D) -','"LineWidth', 4)

plot (sold.x,sold.y( D) -','"LinewWidth',6), hold off
legend ([repmat ('\lambda = ',4,1) num2str (lambda vals')])
xlabel ('x', "FontSize',106)

ylabel ('\theta', "Rotation',0, '"FontSize',16)

ylim([-0.1 1.57)

4

'
v

’
'

’
v

1,
1,
1,
1,

function yprime = lc(x,V)
$LC ODE/BVP liquid crystal system.
yprime = [y(2); -lambda*sin(y(1))*cos(y(1))];
end
end
function res = lcbc(ya, yb)
$LCBC ODE/BVP liquid crystal boundary conditions.
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res = [ya(l); yb(1)];
end

function yinit = lcinit (x)

SLCINIT ODE/BVP liquid crystal initial guess.

yinit = [sin(0.5*% (x+1)*pi); 0.5*pi*cos(0.5* (x+1)*pi)];
end

lcrun

0 L N B N N N B N _§N |

r r r r r r r r

-1 08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1
X

Figura 3. Problema cu cristale lichide pentru diverse valori ale lui 2
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Am ales sa scriem codul pentru solutie sub forma unui singur fisier .m si sa scriem odefun, bcfun si

solinit sub forma unor functii imbricate. In acest mod A este accesibil in toate functiile. Valorile
(x+D)m .

pentru A sunt ordonate descrescator. Solutia de pornire pentru A = 10 este y; (x) = sin

si
T (x+D)m . . . . . . o
y,(x) = ~ COs———. Pentru celelate valori ale lui A folosim ca solutie de pornire solutia finala

pentru valoarea precedenta. Tehnica se numeste continuare in parametrul A si este o metoda utila in
cazul problemelor grele. Daca A sunt ordonate crescator se obtine de fiecare data solutia triviala.

Ultimul exemplu este o problema de valori proprii referitoare la o problema cu valori pe frontiera.
Ecuatia diferentiala este
d?y(x)

2 T uy(x) =0,

cu conditiile

y(0) =0,y'(0) =0,y(1) +y'(1) = 0.
Aceasta ecuatie modeleaza deplasarea unei franghii fixate in x = 0, cu suport elastic in x = 1 si se
roteste cu viteza unghiulara uniforma in jurul pozitiei de echilibru de pe axa Ox. Problema este o
problema de valori proprii deoarece trebuie sa gasim o valoare a parametrului ¢ pentru care exista o
solutie. Putem privi cele doud conditii in x = 0 ca definid o problema cu valori initiale si sa
incercam sa determinam valorile lui u pentru care solutia verifica conditia in x = 1. Problema se
rescrie sub forma unui sistem de douda EDO de ordinul I, iar solutiile de pornire sunt y; (x) =
sinx, y,(x) = cosx.Valorea de pornire u = 5 se specifica ca parametru suplimentar in bvpinit.
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function sol = skiprun
$SKIPRUN Skipping rope BVP/eigenvalue example.

solinit = bvpinit(linspace(0,1,10),@skipinit,5);

sol = bvp4c(@skip,@skipbc,solinit);

plot(sol.x,sol.y(1,:),'-", sol.x,sol.yp(1l,:),'-—-", 'LineWidth',4)
xlabel ('x', '"FontSize',12)

legend('y 1','y 2")

T e e Subfunctions --—-—-——-——-———————————————-
function yprime = skip (x,y,mu)

SSKIP ODE/BVP skipping rope example.

% YPRIME = SKIP (X,Y,MU) evaluates derivative.

yprime = [y (2); -mu*y(1l)];

function res = skipbc(ya, yb,mu)
$SKIPBC ODE/BVP skipping rope boundary conditions.
% RES = SKIPBC (YA,YB,MU) evaluates residual.

res = [ya(l); ya(2)-1; yb(l)+yb(2)];

function yinit = skipinit (x)
$SKIPINIT ODE/BVP skipping rope initial guess.
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% YINIT = SKIPINIT(X) evaluates i1nitial guess at X.
yinit = [sin(x); cos(x)];

skiprun

ans =

struct with fields:

solver: 'bvp4c'
x: [0 0.1111 0.2222 0.3333 0.4444 0.5556 0.6667 0.7778
0.8889 1]
v: [2x10 double]
yp: [2x10 double]
parameters: 4.1159
stats: [1x1 struct]
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