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1 Eliminare gaussiana
Sa consideram sistemul liniar cu n ecuatii si n necunoscute
Ax =0, (1)

unde A € K™, b € K*! sunt date, iar x € K™*! trebuie determinat, sau
scris pe componente

aj1ry + apxs + -+ appr, = by (EY)
a21%1 + A0To + -+ + A,y = by (FE2)

Ap1T1 + ApaZa + -+ - + App®y = bn (En)

1.1 Eliminare gaussiana cu pivotare partiala

Metoda este data de algoritmul 1.

1.2 Eliminare gaussiana cu pivot scalat pe coloana

O tehnica care micgoreaza eroarea si preintampina anularea flotanta este
pivotarea partiala cu pivot scalat pe coloana. Definim la inceput un factor de
scara pentru fiecare linie

n
si = max |a;| or s; = Z .
j=1n j=1



Algoritmul 1 Rezolva sistemul Ax = b prin metoda eliminarii a lui Gauss

Intrare: Matricea extinsa A = (a;5), i =1,n, j=1,n+1

Tesire: Solutiile zy, ..., z, sau un mesaj de eroare
{Eliminare}
1: for 1:=1 ton—1do
2:  Fie p cel mai mic intreg i <p <n, ap, # 0 s |ay| = max;<;<y, |a;i]
3: if A p then
4: mesaj (' A solutie unica’); STOP
5. end if
6: if p # i then
7 (E,) < ()
8: end if
9: forj:=i+1 tondo
10: My = Qj; [ Qi
11: (E; —mjE;) — (Ej);
122 end for
13: end for
14: if a,,, = 0 then
15:  mesaj (' A solutie unica’); STOP
16: end if
{Substitutie inversa}
17 Xy i= Appi1/ Gnn;
18: for i :=n —1 downto 1 do
19: ;= [ai,n+1 -y aijxj] /@i
j=it1
20: end for
21: Returneaza (xi,...,xz,) {succes} STOP.




Daca exista un ¢ a.i. s; = 0, matricea este singulara. Pagii urmatori vor
stabili interschimbarile care se vor face. La al i-lea pas vom gasi cel mai mic
intreg p, 1 < p < n, a.l.
Sp  isi<n §;

si apoi, (E;) <> (E,). Scalarea ne garanteaza ca cel mai mare element din fie-
care coloana are inainte de comparatiile necesare pentru schimbare marimea
relativa 1. Scalarea se realizeaza doar in comparatii, nu efectiv in matrice,
astfel ca impartirea cu factorul de scalare nu produce nici o eroare de rotu-
njire.

2 Descompunere (factorizare) LUP

Ideea din spatele descompunerii LUP este de a gasi 3 matrice patratice de
ordinul n L, U si P astfel incat

PA=LU (3)
unde
e [ este o matrice triunghiulara inferior;
e U este o matrice triunghiulara superior;

e P este o matrice de permutare.

Tripletul (L,U,P) se va numi descompunere LUP a matricei A. Orice
matrice nesingulara poseda o astfel de descompunere.

Sistemul
Az =b (4)
se poate rezolva astfel
Ar =b<= LUxr = Pb<= Ly=PbANUx =y, (5)
deoarece
Ar =P 'LUx = P'Ly= P 'Pb=b. (6)

Avand descompunerea LUP sistemul se poate rezolva cu algoritmul 2.



Algoritmul 2 Rezolva sistemul Ax = b avand descompunerea LUP
Intrare: Matricele L, U, vectorul b, vectorul de permutare 7, toate de di-
mensiune n

Tesire: Solutiile zq,...,z,

1: for i:=1 tondo

20 Y= by — 23;11 lijyj;

3: end for

4: for 1 :=n downto 1 do

Tp = [yl - Z uijl‘j] /Um

j=it1

o

6: end for

Observatie. Am presupus ca matricea P este reprezentata prin vectorul
.

Procedura care urmeaza (algoritmul 3) calculeaza descompunerea LUP.
Ea reprezinta P ca un vector , iar L si U sunt calculate in locul lui A, adica
la terminare

o l;j, pentru i > j,
Y| wij, pentrui > j.

Algoritmul 3 Descompunere LUP
Intrare: Matricea A, de dimensiune m
Iesire: Matricele L, U si P, toate de dimensiune m

p=1:m;
for k:=1to m—1do
{Pivotare}

Alege i > k care maximizeaza |u|;
A, <> A;.; {interschimbare}
Dk <7 Pis
lin:=14+1:m;
{Calculez complementul Schur}
Atine = Atinie [ A i
Azm,zm = Azm,lm - Azm,kAk,lm;
end for
Extrage L, U, genereaza P;




Exemplu. Sa se calculeze descompunerea LUP a matricei

A =
2.0000 O 2.0000 0.6000
3.0000 3.0000 4.0000 -2.0000
5.0000 5.0000 4.0000 2.0000
-1.0000 -2.0000 3.4000 -1.0000

Calculele decurg astfel

>> [1,u,pl=1lup(A)

interschimb liniile 1 si 3

A —
5.0000 5.0000 4.0000 2.0000
3.0000 3.0000 4.0000 -2.0000

2.0000 O 2.0000 0.6000
-1.0000 -2.0000 3.4000 -1.0000

calculez complementul Schur

A =
5.0000 5.0000 4.0000 2.0000
0.6000 3.0000 4.0000 -2.0000
0.4000 O 2.0000 0.6000

-0.2000 -2.0000 3.4000 -1.0000

A =
5.0000 5.0000 4.0000 2.0000
0.6000 O 1.6000 -3.2000
0.4000 -2.0000 0.4000 -0.2000

-0.2000 -1.0000 4.2000 -0.6000

interschimb liniile 2 gi 3



A =

5.0000 5.0000 4.0000 2.0000
0.4000 -2.0000 0.4000 -0.2000
0 1.6000 -3.2000
-0.2000 -1.0000 4.2000 -0.6000

0.6000

calculez complementul Schur

A =

.0000
.4000
.6000
-0.2000

S O O

.0000
.4000
.6000
-0.2000

O O O»

5.0000 4.0000
-2.0000 0.4000
0 1.6000
0.5000 4.2000
5.0000 4.0000
-2.0000 0.4000
0 1.6000
0.5000 4.0000

interschimb liniile 3 si 4

A =
5.0000
0.4000

-0.2000
0.6000

5.0000 4.0000
-2.0000 0.4000
0.5000 4.0000
0 1.6000

calculez complementul Schur

A =
5.0000
0.4000

-0.2000
0.6000

A =

5.0000

5.0000 4.0000
-2.0000 0.4000
0.5000 4.0000
0 0.4000

5.0000 4.0000

.0000
.2000
.2000
.6000

.0000
.2000
.2000
.5000

.0000
.2000
.5000
.2000

.0000
.2000
.5000
.2000

.0000



0.4000 -2.0000 0.4000 -0.2000
-0.2000 0.5000 4.0000 -0.5000
0.4000 -3.0000

0.6000 O

Rezultatele finale sunt

1 =
1.0000 O 0 0
0.4000 1.0000 O 0
-0.2000 0.5000 1.0000 O
0.6000 O 0.4000 1.0000
u =
5.0000 5.0000 4.0000 2.0000
0 -2.0000 0.4000 -0.2000
0 0 4.0000 -0.5000
0 0 0 -3.0000
p —
0010
1000
0001
0100
verificare:
>> disp(1x*u)
5.0000 5.0000 4.0000 2.0000
2.0000 0.0000 2.0000 0.6000
-1.0000 -2.0000 3.4000 -1.0000
3.0000 3.0000 4.0000 -2.0000
>> disp(p*A)
5.0000 5.0000 4.0000 2.0000
2.0000 0.0000 2.0000 0.6000
-1.0000 -2.0000 3.4000 -1.0000
3.0000 3.0000 4.0000 -2.0000



3 Descompunere (factorizare) Cholesky

O matrice hermitiana si pozitiv definita se poate factoriza sub forma A =
LL* sau A = R*R, unde L este o matrice triunghiulara inferior, iar R este
triunghiulara superior.

Pentru algoritm a se vedea notele de curs sau algoritmul 4.

Algoritmul 4 Descompunere Cholesky
Intrare: Matricea A, hermitiana si pozitiv definita
Iesire: Matricea R, triunghiulara superior
R := A,
for k:=1 tomdo
for j:=k+1 tomdo
Rjjom := Rjjom — B jim B/ Bk

end for
R o = R kom// R i
end for

4 Probleme

Problema 1 Implementati eliminarea gaussiana cu pivotare partiala sau
scalata pe coloand (la alegere) in MATLAB.

Problema 2 Sa se implementeze descompunerea LUP. Sa se scrie rutine
pentru rezolvarea unui sistem folosind descompunerea LUP.

Problema 3 Generafi sisteme cu matrice aleatoare nesingulare ce au solutia
[1,...,1]T. Rezolvati-le cu eliminare gaussiand si descompunere LUP.

Problema 4 Sa se scrie rutine pentru descompunerea Cholesky a unei ma-
trice hermitiene si pozitiv definite $i rezolvarea unui sistem cu o astfel de
matrice prin descompunere Cholesky. Testati rutinele pentru matrice gene-
rate aleator si sisteme cu matrice aleatoare, dar cu solutie cunoscuta.



Problema 5 Rezolvati sistemul

1 0 0 1] [ 2 ]
-1 1 0 1 1
-1 -1 1 1 0
-1 -1 -1 1 1|*= -1

-1 . -1 -1 i | —n+2 |

prin descompunere LUP si QR. Ce se observa? Explicati.

5 Probleme suplimentare

Problema 6 Scrieti rutine pentru descompunerea LUP in care permuta-
rea sa se facd fizic si logic (cu vectori de permutari) si comparati timpii
de executie al ambelor variante pentru sisteme cu dimensiunea intre 100 si

300.



