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1 Formula lui Taylor
e [ interval, f : I — R o functie derivabila de n ori in punctul a € I.
Polinomul lui Taylor de gradul n, atagat functiei f in punctul a:
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(Tuf)(@) = (@) + 20 (@) 4 + 1)

e Restul de ordinul n al formulei lui Taylor in punctul z
(Bnf)(z) = f(x) — (Tnf)(x)

o Formula lui Taylor de ordinul n pentru functia f in vecinatatea punctului

| J(@) = (Tuf) (@) + (Raf)(2)
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2 Restul
e Are loc .
B f) (@) = E=D @), en lim w(z) = 0.
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(restul in forma Lagrange)
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(restul in forma Cauchy)
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(restul in formd integrald)

3 Formula lui Maclaurin

e Daca in formula lui Taylor se ia a = 0, se obtine formula lui MacLaurin

£() = J(0) + 27 O) 4+ 2 F00) + (Raf) 2),

unde
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e Example de dezvoltari uzuale
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o Alte dezvoltari uzuale
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4 Aplicatii

Problema 1. Si se scrie formula lui MacLaurin pentru functia f : [—a,00) —

R, f(z) =va+ =z, a>0.
Solutie. Scriem f(z) = vVa+z = /a (1 + f)%; se obtine
1z

a a

ne1l-3-5...(2n—3) (x

e 2 (D) ()]



Problema 2. Sa se determine numarul natural n, astfel ca pentru a = 0 si
f:R =R, f(z) =e® T,f si aproximeze f in [—1,1] cu trei zecimale exacte.
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| < 1073.Deoarece 0z < 1,

Solutie. Impunem conditia |(R,f) (z)| =
ef* < e < 3, avem
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In particular, luand x = 1, obtinem
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Problema 3. Si se aproximeze v/999 cu 12 zecimale exacte.

Solutie. Avem
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Folosim formula (5) pentru k = 1/3, x = — 1555 Intr-o serie alternats modulul

erorii este mai mic decat modulul primului termen neglijat.

(Raf) ()] < \(n)m .

Pentru n = 4, avem |(R,f)(z)| < 2210712 = =4.1152 x 10714
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5 Probleme propuse

Problema 4. Dezvoltati functia eroare

erf(z) = %/0 e dt

in serie utilizand seria pentru exponentiala gi integrand. Calculati seria Taylor
a lui erf(z) in jurul lui zero direct. Sunt cele doud serii identice? Evaluati erf(1)
adunand patru termeni ai seriei si comparati cu valoarea erf(1) s 0.8427, care
este datd cu patru zecimale corecte. Indicafie: Din teorema fundamentala a
calculului integral rezulta ca

i T
dl‘ 0
Problema 5. Deduceti seria Taylor pentru In(1+ ) gi aproximati In 2 folosind

primii 8 termeni. Cati termeni sunt necesari pentru a obtine In2 cu 5 zecimale

corecte? La fel pentru In 112
xr



Problema 6. Deduceti seria Taylor pentru arctangenta. Cati termeni sunt
necesari pentru a obtine 7/4 cu 5 zecimale corecte.

Problema 7 (Aproximare cu serii MacLaurin). O functia f € C"[a, b] se poate
aproxima, utilizand seria Maclaurin trunchiata, printr-un polinom de grad n

unde ¢; = f(0)/d.

(a) Reprezentati grafic si comparati graficele lui f(z) = e” si ale polinoamelor
(Taf) (2), (T5f) (z), (Tuf) (z), (T5f) (z). Aproximeazi multumitor poli-
noamele T}, f de grad mare functia e” pe un interval din ce in ce mai mare
centrat in jurul originii?

(b) Repetati pentru g(z) = In(1 + z).

Problema 8 (Aproximare Padé rationald). Aprozimarea Padé rationald este
cea mai bund aproximare a unei functii printr-o functie rationala de ordin (m,n)
dat. Se definegte ca fiind o aproximare rationala de grad (m,n) dat care repro-
duce valorile functiei si derivatelor ei pana la ordinul m + k. Ea da adesea
aproximari mai bune decat seriile Taylor trunchiate gi uneori lucreaza chiar si
atunci cand seria Taylor nu converge! In loc si utilizim polinoame de grad
mare, putem utiliza caturi de polinoame de grad mic. Aceste aproximari se
numesc aprorimari rationale. Fie

m i
f(z) ~ Pm(@) _ Zli:O 8E = Ry (%),
Qk<l') Zj:O bjiEJ
unde by = 1. Aici am normalizat prin by # 0 iar valorile lui m si k se presupun a
fi modeste. Alegem cei k coeficienti b; si cei m + 1 coeficienti a; din R, , astfel
incat R,, i s reproduca valorile lui f si ale unui numar specificat de derivate ale
ei In punctul fixat 2 = 0. Construim intéi seria Maclaurin trunchiatd Y, ¢;2",
unde ¢; = f@(0)/4! si ¢; = 0 pentru i < 0. Apoi, egalam primele m + k + 1
derivate ale lui R,,  In raport cu z in = 0 cu primii m + k + 1 coeficienti ¢;.
Se obtine sistemul:

Cm Cm—1 """ Cm—(k-2) Cm—(k—1) by —Cm+1
Cm+1 Cm  Cm—(k—3)  Cm—(k—2) ba —Cm+2
Crmt(k—2) Cm4(k—3) " Cm Cm—1 br—1 —Cmt(k—1)
Cer(kfl) cm+(k72) e Cm+1 Cm bk —Cm+k
Deoarece by = 1, rezolvand acest sistem de dimensiune k x k& vom obtine
coeficientii by, ba, ..., by. Valorile lui ag, a1, ..., a,, se obtin din

J
a; :ZCj_zbg (j=0,1,....m).
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De notat ca a; = 0 pentru j > m si b; = 0 pentru j > k. De asemenea,
daca k = 0, atunci R,, o este seria Maclaurin trunchiata a lui f. Mai mult,
aproximarea Padé poate avea singularitati.

(a) Implementati aproximarea Padé pentru f, k, m date.

(b) Determinati functiile rationale Ry 1(x) si R 2(x) pentru f(z) = e®. Reprezentati
grafic gi comparati graficele lui f(z) = e®, Ry 1 si Ra2. Sunt satisficdtoare
aceste aproximatii rationale ale lui e® pe [—1,1]? Cum se comportd com-
parativ cu seriile Maclaurin trunchiate din problemele precedente?

(c) Repetati pentru aproximarile Ry 2(x) si Rs 1(x) ale functiei g(x) = In(1 +

Problema 9. Calculati dezvoltarea MacLaurin a functiei Bessel Jp(2x). Determinati
R o(z), Ry3(x) si Ro a(x) si comparati graficele. Functiile Bessel J,, se definesc
prin
1 ™
In(z) = — / cos (zsin @ — nd) db.
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