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divizate

Radu Trîmbi̧taş
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1 Forma Newton a polinomului de interpo-
lare Lagrange

Algoritmul nostru se bazeaz¼a pe forma Newton a polinomului de interpo-
lare Lagrange:

(Nmf)(x) = f [x0] +
mX
k=1

f [x0; : : : ; xk]
k�1Y
i=0

(x� xi); (1)

şi formula iterativ¼a:

(Nkf)(x) = (Nk�1f)(x) + (x� x0):::(x� xk�1)f [x0; :::; xk]; k = 1; :::;m;

(N0f)(x) = f(x0):

Nota̧tia f [x0; : : : ; xk] înseamn¼a difereņta divizat¼a de ordinul k a funçtiei f
cu nodurile x0, : : : , xk.

Calculul difereņtelor divizate se poate face în form¼a tabelar¼a cu algorit-
mul:
Intrare: x0, x1, :::, xm, f(x0), f(x1), :::, f(xm), ca prim¼a coloan¼a Q0;0,

Q1;0, :::, Qn;0 a tabelei Q.
Ieşire: numerele Q0;0, Q1;1, :::, Qn;n, unde Qi;i = f [x0; :::; xi].
P1. for i = 1; 2; :::; n do

for j=1,2,...,n do

Qi;j :=
Qi;j�1 �Qi�1;j�1

xi � xi�j
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P2. returneaz¼a Q0;0, Q1;1, :::, Qn;n.

Exemplul 1. Fie funçtia dat¼a mai jos (tabela 1); dorim s¼a aproxim¼am
f(1:5) utilizând polinomul de interpolare Newton. Difereņtele divizate apar
pe prima linie a tabelei. Polinomul Newton corespunz¼ator este

(N4f)(x) = 0:7651977� 0:4837057(x� 1:0)� 0:1087339(x� 1:0)(x� 1:3)+
0:658784(x� 1:0)(x� 1:3)(x� 1:6)+
0:0018251(x� 1:0)(x� 1:3)(x� 1:6)(x� 1:9):

Se veri�c¼a uşor c¼a (N4f)(1:5) = 0:5118200.

xi f(xi) D1 D2 D3 D4
1.0 0.7651977 -0.4837057 -0.1087339 0.6587840 0.0018251
1.3 0.6200860 -0.5489460 -0.0494433 0.0680685
1.6 0.4554022 -0.5786120 0.0118183
1.9 0.2818186 -0.5715210
2.2 0.1103623

Tabela 1: Date pentru exemplul 1

Într-o implementare practic¼a a algoritmului este convenabil s¼a se sorteze
în prealabil nodurile.

Intrare: x0, x1, :::, xm, f(x0), f(x1), :::, f(xm), x.
Ieşire: Valoarea Pi a polinomului de interpolare Newton.
P1. Sorteaz¼a xi cresc¼ator dup¼a ai = jxi � xj.
P2. D0;0 := f(xi);P0 := D0;0;S1 := 1;
P3. for i = 1; :::;m do

P3.1. Di;1 := f(xi);
P3.2. for j = 0; :::; i� 1 do yi;j := xi � xj
P3.3. for j = 1; :::; i do

Di;j :=
Di;j�1 �Di�1;j�1

yi;i�j+1
:

P3.4. Si := Si�1 � ai�1; Pi := Pi�1 + Si �Di;1;
P3.5. if jPi � Pi�1j < " go to P4.

P4. returneaz¼a Pi.
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2 Interpolare Hermite

Fie xk 2 [a; b], k = 0; : : : ;m, xi 6= xj pentru i 6= j, rk 2 N, k = 0; : : : ;m,
şi f : [a; b]! R astfel încât 9 f (j)(xk), k = 0; : : : ;m, j = 0; : : : ; rk. Problema
de interpolare Hermite cere determinarea unui polinom P de grad minim,
care veri�c¼a

P (j)(xk) = f
(j)(xk); k = 0; : : : ;m; j = 0; : : : ; rk:

Fie n + 1 = m + r0 + ::: + rm = (r0 + 1) + ::: + (rm + 1). Polinomul de
interpolare Hermite are expresia:

(Hnf) (x) =
mX
k=0

rkX
j=0

hkj(x)f
(j)(xk); (2)

unde hkj sunt polinoamele fundamentale Hermite date de

hkj(x) =
(x� xk)j

j!
uk(x)

rk�jX
�=0

(x� xk)�
�!

�
1

uk(x)

�(�)
x=xk

; (3)

şi

u(x) =
mY
k=0

(x� xk)rk ;

uk(x) =
u(x)

(x� xk)rk
:

Expresia restului este:

(Rnf) (x) =
u(x)

(n+ 1)!
f (n+1)(�); � 2 (�; �)

unde � = min(x; x0; : : : ; xm), � = max(x; x0; : : : ; xm).
Vom da o metod¼a de calcul a polinomului de interpolare Hermite cu

noduri duble dedus¼a din polinomul de interpolare Newton. Dându-se xi şi
f(xi), f 0(xi), i = 0; : : : ;m, de�nim secveņta z0, z1, : : : , z2m+1

z2i = z2i+1 = xi; i = 0; : : : ;m:
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Construim acum tabela de difereņte divizate a lui f pentru nodurile zi,
i = 0; : : : ; 2m+1. Deoarece z2i = z2i+1 = xi pentru i = 0, : : : , m, f [z2i; z2i+1]
este o difereņt¼a divizat¼a cu noduri duble şi este egal¼a cu f 0(xi), deci în locul
difereņtelor divizate de ordinul I f [z0; z1], f [z2; z3], ..., f [z2m; z] vom utiliza
derivatele f 0(x0), f 0(x1),..., f 0(xn). Celelalte difereņte divizate se ob̧tin în
mod obşnuit, aşa cum arat¼a tabela de mai jos. Acest algoritm se poate ex-
tinde şi la alte tipuri de interpolare Hermite. Se pare c¼a metoda este datorat¼a
lui Powell.

z D0 D1 D2
z0 = x0 f [z0] = f(x0) f [z0; z1] = f

0(x0) f [z0; z1; z2]
z1 = x0 f [z1] = f(x0) f [z1; z2] f [z1; z2; z3]
z2 = x1 f [z2] = f(x1) f [z2; z3] = f

0(x1) f [z2; z3; z4]
z3 = x1 f [z3] = f(x1) f [z3; z4] f [z3; z4; z5]
z4 = x2 f [z4] = f(x2) f [z4; z5] = f

0(x2)
z5 = x2 f [z5] = f(x2)
Algoritmul de interpolare Hermite. Calculeaz¼a coe�cieņtii polino-

mului de interpolare Hermite (difereņtele divizate) a lui f cu nodurile duble
xk 2 [a; b], k = 0; :::;m.
Intrare. x0; :::; xm; f(x0); :::; f(xm); f 0(x0); :::; f 0(xm).
Ieşire. Numerele Q0;0, Q1;1, :::, Q2m+1;2m+1 (difereņtele divizate de pe prima
linie a tabelei), unde

(H2m+1f) (x) = Q0;0+Q1;1(x�x0)+Q2;2(x�x0)2+Q33(x�x0)2(x�x1)+
Q44(x�x0)2(x�x1)2+� � �+Q2m+1;2m+1(x�x0)2(x�x1)2 : : : (x�xm�1)2(x�xm):
P1. for i = 0; :::;m do paşii P2 şi P3.
P2. z2i := xi; z2i+1 := xi; Q2i;0 := f(xi); Q2i+1;0 := f(xi); Q2i+1;1 :=

f 0(xi);
P3. if i 6= 0 then Q2i;1 = Q2i;0�Q2i�1;0

z2i�z2i�1 :
P4. for i = 2; 3; :::; 2m+ 1 do

for j=2,3,..., i do Qi;j =
Qi;j�1�Qi�1;j�1

zi�zi�j
P5. Extrage Q0;0, Q1;1, :::, Q2m+1;2m+1. Stop.

Exemplu. Fie datele de intrare

k x f(x) F 0(x)
0 1.3 0.6200860 -0.5220232
1 1.6 0.4554022 -0.5698959
2 1.9 0.2818186 -0.5811571
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Utilizând difereņtele divizate se ob̧tine(datele de intrare sunt subliniate):

H5(1:5) = 0:6200860 + (1:5� 1:3)(�0:5220232) + (1:5� 1:3)2(�0:897427)+
(1:5� 1:3)2(1:5� 1:6)(0:0663657)+
(1:5� 1:3)2(1:5� 1:6)2(1:5� 1:9)(�0:0027738)
= 0:5118277

1.3 0.6200860 -0.5220232 -0.0897427 0.0663657 0.0026663 -.0027738
1.3 0.6200860 -0.5489460 -0.0698330 0.0679655 0.0010020
1.6 0.4554022 -0.5698959 -0.0290937 0.0685667
1.6 0.4554022 -0.5786120 -0.0084837
1.9 0.2818186 -0.5811571
1.9 0.2818186

3 Probleme

1. Implementa̧ti o rutin¼a pentru calculul valorilor polinomului de interpo-
lare Hermite cu noduri duble, dându-se punctele în care se face evalu-
area, nodurile, valorile funçtiei şi ale derivatei în noduri.

2. Reprezenta̧ti pe acelaşi gra�c f şi polinomul s¼au de interpolare Hermite.

3. Scriȩti o rutin¼a care reprezint¼a gra�c o cubic¼a parametric¼a Hermite (o
curb¼a care trece prin dou¼a puncte date şi are în acele puncte tangente
date).

4 Probleme practice

1. Pentru f(x) = ex şi nodurile de interpolare 0, 1, 2, aproxima̧ti f(0:25)
prin interpolare Hermite şi compara̧ti rezultatul cu cel ob̧tinut prin in-
terpolare Lagrange. Da̧ti o delimitare a erorii. Compara̧ti cu rezultatul
furnizat de software-ul utilizat.

2. Utiliza̧ti valorile date mai jos pentru a aproxima sin 0:34 utilizând in-
terpolarea Hermite.
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x sinx (sinx)0 = cos x
0.30 0.29552 0.95534
0.32 0.31457 0.94924
0.35 0.34290 0.93937
Da̧ti o delimitare a erorii şi compara̧ti-o cu eroarea exact¼a. Ad¼auga̧ti
datele pentru nodul x = 0:33 şi refacȩti calculele.

3. Un automobil care se deplaseaz¼a pe un drum drept este cronometrat
în mai multe puncte. Datele de observa̧tie se dau în tabela de mai
jos. Utiliza̧ti interpolarea Hermite pentru a prevedea pozi̧tia şi viteza
automobilului la momentul t = 10.

Timpul 0 3 5 8 13
Distaņta 0 225 383 623 993
Viteza 75 77 80 74 72

5 Probleme suplimentare

1. Implementa̧ti interpolarea Hermite pentru noduri de multiplicitate ar-
bitrar¼a. Intrare: nodurile xk, multiplicit¼a̧tile rk, valorile f (j)(xk), k = 0,
: : : , m, j = 0, : : : , rk, punctul (sau punctele) t în care se face evaluarea.
Ieşire: valorile polinomului de interpolare în punctul (sau punctele t).
(Indica̧tie: folosi̧ti pentru valorile funçtie şi derivatelor un tablou de
celule.)
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