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1 Forma clasica

Fie f : [a,b] = R, x;€ [a,b], i = 0,...,m. Dacid z; # x;, pentru i # j, atunci
existd un polinom unic de gradul m (numit polinomul de interpolare Lagrange),

astfel incat:

Formula de interpolare Lagrange este
f = me + Rmfa
unde L,, este polinomul de interpolare Lagrange:
m
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ly, sunt polinoamele fundamentale de interpolare Lagrange
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iar R,, este termenul rest:
_(l’—.’Eo)...(,fE—.Tm) m+1
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Daca valorile functiei sunt tabelate, evaluarea lui £, necesita 2(n—1) inmultiri,
o Impartire si 2n scaderi. Intreaga evaluare necesita 2n(n+1) * |/ si n(2n+3)
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2  Algoritmul lui Aitken

Uneori gradul este necunoscut sau precizia dorita poate fi atinsa utilizand un
numar mai mic de noduri. S& introducem notatiile:

Lonor Dy (@) = 3 o) ),
k=1
Lor Do 2 () = 3 L) ), (1)
k=0
(L f)om (@) = Zék(l")f(fk)
k=0

Algoritmul lui Aitken se bazeaza pe relatia
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Metoda genereaza tabela urmatoare:
zo  foo
X1 fl,o f1,1
T2 fao  fou fa2
Z; fz',o fi,l fi,Q f”

Ln fn,O fn,l fn,2 fn,i fn,n

unde fi o= f(z;), i=0,...,m,si
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Se verificd usor ca (L; f)(x) = fit1,i+1, ¢ = 0,...,n — 1, datorita ecuatiei (??).

Daca interpolarea Lagrange converge, atunci ( fm')ieN converge catre f(x) si
|fii — fi—1,i—1] — 0 cand i — oo, deci relatia |f;; - fi—1,-1] < € ar putea fi
utilizata drept criteriu de oprire.

Algoritmul poate fi accelerat daca sortam nodurile crescator dupa distanta
lor la z, ie. |z; — 2| < |z; — |, dacd ¢ < j.

Intrare: me N, x, xz;, fi e R,1=0,...,m,e>0.
lesire: f; ;.
P1. Sorteaza z; crescator dupd a; = |z — x;].
P2. For i =0,...,m set f;1:= f(x;).
P3. Fori=1,...,m do



P3.1. For 5 =0,....,i — 1 do
Yij = Ti — Tj;
figri= ((x = i) * fi; — (@ — x;3) * fij) /Y5
P3.2. If |f172 - fi—l,i—1| S £ go to P4.
P4. Extrage fi ;.

3 Interpolare Lagrange baricentrica

Forma clasica a interpolarii Lagrange are urmatoarele dezavantaje:
1. fiecare evaluare a lui p(x) necesitd ©(m?) adunari si inmultiri;

2. addugarea unei noi perechi de date (2,41, fm+1) nNecesitd reluarea tuturor
calculelor.

3. procesul de calcul este numeric instabil.

Metoda lui Newton, odata ce s-a generat tabele de diferente divizate, necesita
un timp O(m), dar este instabila.

3.1 O formula Lagrange imbunatatita

v

Notdm cu f; = f(x;). Vom rescrie formulele (1)+(2) astfel ca (L, f)(z) si
poatd fi evaluat si actualizat cu O(m) operatii. Introducand

Uz) = (2 —zo)(x — 1) - (. — 2m) (6)
¢; se poate scrie ca {;(z) = ¢(x)/(x — ;). Definind ponderile baricentrice prin
1
Wi = 57 v jzoa"'amv (7)
P I (5 =)
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adica, w; = 1/¢'(z;), putem scrie ¢; sub forma
() = Wi
£(a) = o) 2
Acum PIL se scrie .
"y
(L) (2) = Ux) Y- ———J. (8)
P

Avantajul este ca putem calcula interpolantul Lagrange cu o formuld ce
necesitd O(m?) flops pentru calculul unor cantitéti independente de z, numerele
wj, urmate de O(m) flops pentru evaluarea lui p, odatd ce aceste numere sunt
cunoscute.

Din (8) rezultd ca actualizarea polinomului de interpolare la insertia unui
nod nou necesita urmatoarele calcule:

e se Tmparte fiecare w;, j = 0..m, prin 2; — xp41 (un flop pentru fiecare
punct), cu un cost de m + 1 flops;

e se calculeazd wy, 41 cu formula (7) cu alte m + 1 flops.



3.2 Metoda baricentrica

Interpoland functia constanta 1 obtinem

m

1:2@(@:5(3@)2;‘2 (9)
j=0 a

Jj=0

impér@ind (8) cu expresia de mai sus gi simplificind cu £(z), obtinem

numita formula baricentricd.
La fel cain (8), 1n (10) se poate adiuga o noud pereche de date (241, frm+1)
si actualiza w; in O(m) flops.

3.3 Distributii remarcabile

In cazul unor noduri particulare se pot da formule explicite pentru ponderile
baricentrice w;. Pentru noduri echidistante in intervalul [-1, 1], la distanta h =

2/m, se obtine w; = (—1)™ m>/(hmm!), care dupa anularea (simplificarea)
J
factorilor independenti de j ne da

w; = (—1)7 (T]") (11)

Acelagi rezultat se obtine gi pentru un interval arbitrar [a, b], deoarece formula
originald pentru w; se inmulteste cu 2™(b — a)~™, dar acest factor poate fi
inlaturat prin simplificare.

Familia de puncte Cebisev se poate obtine proiectand puncte egal spatiate
pe cercul unitate pe intervalul [—1,1]. Pornind de la formula

P= 12
w] Z/(I'J) ) ( )
se pot obtine formule explicite pentru ponderile w;.
Punctele Cebisev de speta I sunt date de
2+ )7 .
.’Ej:COSm7 ]207...,’[’)1.

Simplificand factorii independenti de j se obtine

; 2j+1
w; = (—1) sin DT (13)

2m+2



Punctele Cebisev de speta II sunt date de

Jjm ,
Tj = Cos —, j=0,...,m,
m

iar ponderile corespunzatoare sunt

j 1/2, j=0sauj=m
= (=1V 5. - ’ )
w = (=070, 0 { 1, altfel

Dam codul MATLAB pentru interpolarea Lagrange baricentrica

function ff=baryLagrange(x,y,xx)

%BARYLAGRANGE - barycentric Lagrange interpolation
%call ff=baryLagrange(x,y,xi)

%x - nodes

%y - function values

%xx - interpolation points

%ff - values of interpolation polynomial

%compute weights
n=length(x)-1;
w=ones(1,n+1);

for j=1:n+1
c(j)=prod(x(j)-x([1:j-1,j+1:n+1]1));

end

c=1./c;

numer = zeros(size(xx));
denom = zeros(size(xx));
exact = zeros(size(xx));
for j=1:n+1
xdiff = xx-x(j);
temp = c(j)./xdiff;
numer = numer+temp*y(j);
denom = denom+temp;
exact (xdiff==0) = j;
end
ff = numer ./ denom;
jj = find(exact);
£f£(jj) = y(exact(jj));

In cazul nodurilor Cebisev de speta a doua sursa MATLAB este

function ff=ChebLagrange(y,xx,a,b)

%CHEBLAGRANGE - Lagrange interpolation for Chebyshev points- barycentric
%call ff=ChebLagrange(y,xx,a,b)

%y - function values;



%xx - evaluation points
ha,b - interval
%ff - values of Lagrange interpolation polynomial

n = length(y)-1;
if nargin==2
a=-1; b=1;
end
c = [1/2; ones(n-1,1); 1/2].%(-1).7((0:n)’);
x = sort(cos((0:n)’*pi/n))*(b-a)/2+(a+b)/2;
numer = zeros(size(xx));
denom = zeros(size(xx));
exact = zeros(size(xx));
for j=1:n+1
xdiff = xx-x(j);
temp = c(j)./xdiff;
numer = numer+temp*y(j);
denom = denom+temp;
exact (xdiff==0) = j;
end
ff = numer ./ denom;
jj = find(exact);
f£(jj) = y(exact(jj));

Probleme

1. Implementati o rutina pentru calculul valorilor polinomului de interpolare
Lagrange cand se dau punctele, nodurile gi valorile functiei in noduri.

2. Reprezentati grafic polinoamele fundamentale cand se dau gradul si no-

durile.

3. Reprezentati pe acelasi grafic f si Ly, f.

4. Dandu-se z, f, m si nodurile, aproximati f(x) utilizind interpolarea La-

grange.

5. Implementati metoda baricentrica.

Probleme practice

1. Datele de mai jos dau populatia SUA in perioada 1900 — 2000 (in milioane

de locuitori)



t y

1900  75.995
1910  91.972
1920 105.711
1930 123.203
1940 131.669
1950 150.697
1960 179.323
1970  203.212
1980  226.505
1990  249.633
2000 281.422
2010 308.786

Approximati populatia din 1975 si 2018.

. Fie

f(z) = e L,

Aproximati f(1.25) utilizand valorile lui f in 1, 1.1, 1.2, 1.3 si 1.4 si dati
o delimitare a erorii.

. Aproximati v/115 cu 3 zecimale exacte prin interpolare Lagrange.

. Dati contraexemple pentru convergenta interpolarii Lagrange si studiati-le
grafic:

(a) contraexemplul lui Runge f : [-5,5] = R, f(z) = H%;

(b) contraexemplul lui Bernstein g : [-1,1] = R, g(z) = |z|;

ambele cu noduri echidistante si noduri Cebisev de speta a doua.



