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1 Probleme scalare, pas constant
Dorim sa aproximam solutia problemei Cauchy

y'(t) = f(ty),a <t <b,
y(a) = a.

pe o grila uniforma de (N + 1)-puncte din [a, b].

Dandu-se un punct generic z € [a,b], y € R?, definim un pas al metodei

Cu un pas prin
Ynewt Zy—i—h@(w,y,h), h > 0.

La metodele Runge-Kutta se cauta ¢ de forma:
O(z,y;h) = Z@SKS
s=1
Kl(x7y) = f(xvy)

s—1
Ks(zc,y):f<x+ush,y+hZAstj>, 52273,...,7"

j=1
Este natural sa impunem in (2) conditiile

s—1

,uS:ZASj, §=2,3,...,m, erozszl,
s=1

j=1
unde primul set de conditii este echivalent cu

K (x,y;h) = u'(z + psh) + O(h?), s> 2,
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(1)

(2)



iar a doua este conditia de consistenta (adica ®(x,y;h) = f(z,v)).
Formula Runge-Kutta clasica de ordin p = 4 este:

(ZL’ Y3 )—%(K1+2K2+2K3+K4)

Ki(z,y;h) = ( Y)

Ky(z,y;h) = f (x + 1h Y+ 1hK1 (4)
Ks(x,y;h) = x—l—lh y—l—lth

Ky(z,y; h) = (x+h y+hK3)

Metoda Runge-Kutta clasica de ordinul 4 pentru o grila de N + 1 puncte
echidistante este data de algoritmul 1.

Algorithm 1 Metoda Runge-Kutta de ordinul 4
Intrare: Functia f, capetele a, b ale intervalului; intregul N; valoarea initiala

a.

Iesire: N + 1 abscise t i aproximantele w ale lui valorilor lui y in .
h:=(b—a)/N;
ty 1= a;
wy =

fori:=0 to N —-1do
K1 = hf(tz,wz),
Ky :=hf(ti + h,w; + K3);
i1 = w; + £(Ky 4+ 2% Ky + 2% K3 4+ Ky);
tiv1 =t + Ny
end for

Exemplu. Utilizand metoda Runge-Kutta de ordinul 4 pentru a apro-
xima solutia problemei Cauchy

Yy =—y+t+1, t€]0,1]
y(0) =1,

cu h=0.1, N =10si t; = 0.1 se obtin rezultatele din tabelul de mai jos



t;  Aproximante  Valori exacte Eroarea
0.0 1 1 0
0.1 1.00483750000 1.00483741804 8.19640e-008
0.2 1.01873090141 1.01873075308 1.48328e-007
0.3 1.04081842200 1.04081822068 2.01319e-007
0.4 1.07032028892 1.07032004604 2.42882¢-007
0.5 1.10653093442 1.10653065971 2.74711e-007
0.6 1.14881193438 1.14881163609 2.98282e-007
0.7 1.19658561867 1.19658530379 3.14880e-007
0.8 1.24932928973 1.24932896412 3.25617e-007
0.9 1.30656999120 1.30656965974 3.31459e-007
1.0 1.36787977441 1.36787944117 3.33241e-007

Se obignuiegte sa se asocieze unei metode Runge-Kutta cu r stadii (2)
tabloul
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numit tabela Butcher. Pentru metoda Runge-Kutta clasica de ordinul patru
(4) tabela Butcher este:
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1.1 Probleme

1. Implementati metoda Runge-Kutta de ordinul 4.



2. Testati rutina dumneavoastra pe exemple ale caror solutii pot fi expri-
mate prin cuadraturi si reprezentati pe acelasi grafic solutia exacta.

3. Implementati urmatoarele metode: Euler, Euler modificata, Heun.

1.2 Probleme practice

Rezolvati problemele urmatoare. Comparati solutia aproximativa cu cea
exacta:

y, = [L'2 -y, € [074]7
y(0) = 1.

Solutia exactd y(x) =22 — 2z + 2 — €”.

2.
J = y?
14 22’
T
1) =—-.
y(1) 1
3.
I 1 y2.
1+ 22 ’
y(0) =
Solutia exacta:
T
y= 1+ 22
4.

Solutia exacta: y(z) = 1/(1+ z).



I—_

Y =—y+2cosz, x€]l0,2n]
y(0) = 1.

Solutia exacta: y(r) = cosx + sin .

2 Sisteme de ecuatii diferentiale ordinare si
ecuatii de ordin superior

Rezolvati urmatoarele EDO si sisteme de EDO. Comparati solutia exacta
si cea aproximativa. Gasiti solutiile si cu rezolvitori MATLAB.

1.
uy = 3uy +2uy, te€[0,1, u1(0)=0
U/z =4du; +ug, te [O, 1], UQ(O

h = 0.1, solutia exactd u(t) = 3(e” —e™), us(t) = £(e™ + 2e7").

uy = —4uy — 2uy + cost + 4sint, uy(0) =1,
uy = 3uy + ug — 3sint, uy(0) = —1,¢ € [0, 2]

h = 0.1, solutia exacta

up(t) = 2e™" — 27 +sint,
uy(t) = —3e~ " 4 2.

uy = w9, uy(0) =3,

uy = —uy +2¢ "+ 1, uy(0) =0,
uy=—uy+e 't +1, wuz(0)=1, te][0,1].
h = 0.1, solutia exacta

uy(t) = cost +sint + 1,
uy(t) = —sint + cost — e,
ug(t) = —sint + cost.



t2y" — 2ty + 2y =t3Int, t<€|0,2]
y(0) =1,4/(0) = -1,
h = 0.05, solutia exacta

78 3
t)=—t+ —Int — —t°.

y" = —6y*, tell,1.9]
y()y=-1, ' (1)=-1, y'(1)=-2,

h = 0.05; solutia exacta

3 Controlul pasului

Pentru o descriere sintetica a metodelor Runge-Kutta cu pas variabil ta-

bela Butcher se completeaza cu o linie suplimentara care serveste la calculul
lui ®* (si deci a lui r(x,y; h)):
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Ca exemplu, tabela 1 este tabela Butcher pentru metoda Bogacki-Shampine.
Ea sta la baza rezolvitorului ode23 din MATLAB.

Un alt exemplu important este DORPRI5 sau RK5(4)7FM, o pereche cu
ordinele 4-5 si cu 7 stadii (tabela 2). Aceasta este o pereche foarte eficienta,
ea stand la baza rezolvitorului ode45 din MATLAB, dar si a altor rezolvitori
importanti.

Algoritmul 2 incearca sa dea sugestii pentru implementarea unei metode
Runge-Kutta cu pas variabil cand se cunoaste tabela Butcher. ttol este pro-
dusul dintre tol si factorul de siguranta (0.8 sau 0.9).
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Tabela 1: Tabela Butcher pentru metoda Bogacki-Shampine

Ky Aij
0 0
1 1
5 5 0
3 3 9
10 10 10 0
4| w4 s 32 0
5 15 15 9
8 | 19372 25360 64448 212 0
9 | 6561 2187 6561 729
1| ewr 355 46732 49 5103 0
3168 33 5247 176 18656
1 35 0 30 125 2187 oo
384 1113 192 6784 84
} 35 500 125 2187 11
@i 384 0 3 192 6784 g1V
o | 2L 0 b 393 _ 92097 187 1
i | 57600 16695 640 339200 2100 40

Tabela 2: Perechea inclusa RK5(4)7FM (DORPRI5)



Algorithm 2 Fragment de pseudocod ce ilustreaza implementarea unei me-
tode RK cu pas variabil
done := false;
loop
K:,l = f(x,y);
for 1 =2 to sdo
w =y + hK i\ o
K:ﬂ' = f(.l' + /Llh, w);
end for
§ := hmax (|K(a* — a)”|); {estimarea erorii}
B = (§/ttol)"/+P); Lraport lung. pas}
if 0 < tol then
{acceptare pas}
y =y + h(KaT); {actualizare y}
r:=1x+ h;
if done then
EXIT {terminare si iegire}
end if
h := h/max(3,0.1); {predictie pas urmator}
if © +h > z.,0 then
h := Zeng — x; {reducere pas la capat}
done := true;
end if
else
{respingere pas}
h := h/min(3,10); {reducere pas}
if done then
done := false;
end if
end if
end loop




3.1 Probleme

1. Implementati un mecanism de control al pasului pentru una din meto-
dele descrise de tabelele Butcher precedente.

2. Testati rutina precedenta pentru o EDO scalara, un sistem gi o EDO
de ordin superior.



