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1 Verificarea unor identitati

Urmatorul exemplu se refera la verificarea unor identitati.

Fie f(z1,...,z,) un polinom cu coeficienti rationali de n variabile de grad
cel mult k£ in fiecare dintre variabile. Vrem sa decidem daca f = 0. Ideea de
baza este sa inlocuim variabilele cu numere aleatoare gi sa calculdm valoarea
polinomului. Dacé aceasta nu este zero polinomul nu poate fi identic nul. Daca
pentru un numaér de incercari suficient de mare, se obtine de fiecare data valoarea
zero, probabilitatea ca polinomul si nu fie identic nul este micd. Vom alege
pentru variabile valori intregi din intervalul [0, N — 1], independente gi uniform
distribuite. Are loc urmatorul rezultat:

Lemma 1 (Schwarz) Daci f nu este identic nul i valorile & sunt indepen-
dente gi uniform distribuite in intervalul [0, N — 1], atunci

P(f(é“l,---,fn):())g%",

Proof. Se face prin inductie dupd n. Lema este adeviratd pentru n = 1,
deoarece un polinom intr-o variabild de grad k poate avea cel mult k radacini.
Fie n > 1 gi sd ordondm f dupa puterile lui z;:

f=fo+ fizi+ foxl 4+ + feal,

unde fo,..., ft sunt polinoame in variabilele zs,...,z,, termenul f; nu este
identic 0 i t < k. Aplicand formula probabilitatii totale avem

P(f(fl,...,fn)ZO)S
P(f(&,... &) =0[fi(&as ... &) = 0) P (fi(&as- - &n) = 0) +
+ P (f(€1,--,8n) = 0[fe(&2s -1 €n) # 0) P(fi(&2,...,60n) #0)
Sp(ft(€27~-~7€7L :0)+P(f(£1a---7£n):O|ft(§27~-~7€n)7é0)~

Primul termen poate fi estimat folosind ipoteza inductiei, iar al doilea este cel
mult k/N (cdci & este independentd de variabilele &, ..., &, si de aceea dacid



ultimele sunt fixate astfel ca f; # 0 si f ca polinom in x; nu este identic nul,
atunci probabilitatea ca & si fie rdddcind este cel mult k/N). Deci

P(f(Er....6) =0 < MO b

]

Aceasta ne conduce la urmitorul algoritm: calculdm f(&q,...,&,) pentru
valorile intregi &; care sunt numere (pseudo) aleatoare independente distribuite
uniform discret in intervalul [0,2kn]. Dacd obtinem o valoare diferitd de 0 ne
oprim : f nu este identic nul. Dacd obtinem valoarea 0 repetdm calculul. Daca
obtinem valoarea 0 de, sa zicem 100 de ori, ne oprim si decidem c& f este identic
nul.

Remark 2 Daca numarul de repetari de repetari este I, probabilitatea ca algo-
ritmul s& decidd eronat ci f = 0 este < 27!, deoarece probabilitatea de a gresi
la o tncercare este < 1/2, iar tncercarile sunt independente.



