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1 Veri�carea unor identit¼a̧ti

Urm¼atorul exemplu se refer¼a la veri�carea unor identit¼aţi.
Fie f(x1; : : : ; xn) un polinom cu coe�cienţi raţionali de n variabile de grad

cel mult k în �ecare dintre variabile. Vrem s¼a decidem dac¼a f � 0. Ideea de
baz¼a este s¼a înlocuim variabilele cu numere aleatoare şi s¼a calcul¼am valoarea
polinomului. Dac¼a aceasta nu este zero polinomul nu poate � identic nul. Dac¼a
pentru un num¼ar de încerc¼ari su�cient de mare, se obţine de �ecare dat¼a valoarea
zero, probabilitatea ca polinomul s¼a nu �e identic nul este mic¼a. Vom alege
pentru variabile valori întregi din intervalul [0; N � 1], independente şi uniform
distribuite. Are loc urm¼atorul rezultat:

Lemma 1 (Schwarz) Dac¼a f nu este identic nul şi valorile �i sunt indepen-
dente şi uniform distribuite în intervalul [0; N � 1], atunci

P (f (�1; : : : ; �n) = 0) �
kn

N
:

Proof. Se face prin induçtie dup¼a n. Lema este adev¼arat¼a pentru n = 1,
deoarece un polinom într-o variabil¼a de grad k poate avea cel mult k r¼ad¼acini.
Fie n > 1 şi s¼a ordon¼am f dup¼a puterile lui x1:

f = f0 + f1x1 + f2x
2
1 + � � �+ ftxt1;

unde f0; : : : ; ft sunt polinoame în variabilele x2; : : : ; xn, termenul ft nu este
identic 0 şi t � k. Aplicând formula probabilit¼aţii totale avem

P (f(�1; : : : ; �n) = 0) �
P (f(�1; : : : ; �n) = 0jft(�2; : : : ; �n) = 0)P (ft(�2; : : : ; �n) = 0)+
+ P (f(�1; : : : ; �n) = 0jft(�2; : : : ; �n) 6= 0)P (ft(�2; : : : ; �n) 6= 0)

�P (ft(�2; : : : ; �n) = 0) + P (f(�1; : : : ; �n) = 0jft(�2; : : : ; �n) 6= 0) :

Primul termen poate � estimat folosind ipoteza induçtiei, iar al doilea este cel
mult k=N (c¼aci �1 este independent¼a de variabilele �2; : : : ; �n şi de aceea dac¼a
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ultimele sunt �xate astfel ca ft 6= 0 şi f ca polinom în x1 nu este identic nul,
atunci probabilitatea ca �1 s¼a �e r¼ad¼acin¼a este cel mult k=N). Deci

P (f(�1; : : : ; �n) = 0) �
k(n� 1)
N

+
k

N
� kn

N
:

Aceasta ne conduce la urm¼atorul algoritm: calcul¼am f(�1; : : : ; �n) pentru
valorile întregi �i care sunt numere (pseudo) aleatoare independente distribuite
uniform discret în intervalul [0; 2kn]. Dac¼a obţinem o valoare diferit¼a de 0 ne
oprim : f nu este identic nul. Dac¼a obţinem valoarea 0 repet¼am calculul. Dac¼a
obţinem valoarea 0 de, s¼a zicem 100 de ori, ne oprim şi decidem c¼a f este identic
nul.

Remark 2 Dac¼a num¼arul de repet¼ari de repet¼ari este l, probabilitatea ca algo-
ritmul s¼a decid¼a eronat c¼a f � 0 este < 2�l, deoarece probabilitatea de a greşi
la o încercare este � 1=2, iar încerc¼arile sunt independente.
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