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1. INTRODUCTION

Plusieurs mathématiciens ce sont intéressé au 3-rang du groupe de classes
d’un corps quadratiques. Ainsi, dans [12, 13], on trouve des exemples de corps
quadratiques imaginaires dont le 3-rang du groupe de classes est supérieur à
3, dans [1, 2, 3, 4, 5] les auteurs ont donné des exemples de familles infinies
de corps quadratiques imaginaires dont le 3-rang du groupe de classes est
supérieur à 3, dans [11], J. Quer a trouvé trois corps quadratiques imaginaires
dont le 3-rang du groupe de classes est égal à 6, chacun d’entre eux est associé,
par un théorème de Scholz, à un corps quadratique réel de discriminant divis-
ible par 3 dont le 3-rang du groupe de classes est supérieur ou égal à 2, aussi
Y. Kishi et M. Miyake ont contribué au sujet dans [8] par une paramétrisation
des extensions quadratiques dont le 3-rang du groupe de classes est supérieur
ou égal à 1, de même Kishi a caractérisé, dans [7], les extensions quadratiques
imaginaires dont le 3-rang du groupe de classes est supérieur ou égal à 2.

De notre part, nous donnons, une caractérisation du 3-rang du groupe de
classes d’une famille infinie de corps quadratiques réels dont le discriminant
n’est pas divisible par 3, plus précisément, pour k = Q(

√
dm) où dm = m4 +

2m3 − 5m2 − 6m− 23 est un entier positif sans facteur carré dépendant d’un
entier positif m, nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour que
la famille des corps quadratiques soit de 3-rang supérieur ou égal à 2.

Dans tout ce papier nous adoptons, sauf mention contraire, les notations
suivantes:

• Pour m un entier, on note
– pm = m2 + 3m+ 3,
– qm = 2m3 + 9m2 + 9m+ 27,
– Q(X) = X3 − 3pmX − qm,
– dm = m4 + 2m3 − 5m2 − 6m − 23 de sorte qu’il soit un entier

positif sans facteur carré,
– k = Q(

√
dm).
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• Pour d un entier positif sans facteur carré et F = Q(
√
d), on note par

F̃ le dual de F (i.e., F̃ = Q(
√
−3d) si 3 - d et F̃ = Q

(√
−d

3

)
sinon).

2. RAMIFICATION DANS CERTAINES EXTENSIONS

Lemme 2.1. Soient d un entier sans facteur carré, F = Q(
√
d) et α un

entier algébrique de F , tel que NF/Q(α) = c3 où c ∈ Z. Alors, le polynôme

f(X) = X3 − 3cX − trF/Q(α)

est irréductible si et seulement si α n’est pas un cube dans F .

Preuve. Voir [6]. �

Proposition 2.2. Soient q un nombre premier, g(X) = X3 − aX − b, où
a et b deux entiers rationnels, un polynôme irréductible sur Q avec vq(a) < 2
ou vq(b) < 3. Soit θ une racine de g(X) et K = Q(θ), alors

(1) si q 6= 3, donc q est totalement ramifié dans K/Q si et seulement si
1 ≤ vq(b) ≤ vq(a);

(2) 3 est totalement ramifié dans K/Q si et seulement si l’une des condi-
tions suivantes est vérifiée:
• 1 ≤ v3(b) ≤ v3(a).
• 3 | a, a 6≡ 3 mod 9, 3 - b, b2 6≡ a+ 1 mod 9.
• a ≡ 3 mod 9, 3 - b, b2 6≡ a+ 1 mod 27.

Preuve. Voir [8]. �

Remarque 2.3. Avec les notations de la proposition 2.2, soit p un nombre
premier, P un diviseur premier de p dans Q(

√
4a3 − 27b2), alors, P se rami-

fie dans le corps de décomposition de g(X) si et seulement si p se ramifie
totalement dans K.

Théorème 2.4. Soient d un entier positif sans facteur carré, F = Q(
√
d),

F̃ le dual de F , α = e+f
√
d

2 un entier algébrique de F , p un nombre premier

et Pp un diviseur premier de p dans F̃ tels que α n’est pas un cube dans F
et NF/Q(α) = c3, où c ∈ Z et soit L le corps de décomposition de Pα(X) =

X3 − 3cX − e, alors:

(1) Si p 6= 3, alors Pp ne se ramifie pas dans L/F̃ si et seulement si on a
l’une des assertions:
• vp(pgcd (e, c)) = 0 avec [p - d et p 6= 2] ou [p = 2 et d ≡ 1 mod

4],
• vp(pgcd (e, c)) ≤ 1 avec [p|d et p 6= 2] ou [p = 2 et d ≡ 2, 3 mod

4].
(2) Si p = 3, alors on a:

• si 3|d , P3 ne se ramifie pas dans L/F̃ si et seulement si
v3(pgcd (e, c)) ≤ 1, v3(e) 6= 2 et v3(f) ≥ 1;
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• si 3 - d , P3 ne se ramifie pas dans L/F̃ si et seulement si v3(e) = 2
et e2 − 3d− 4 ≡ f ≡ 0 mod 9.

Preuve. Pour q un nombre premier, on peut toujours supposer que vq(3c) <
2 ou vq(e) < 3, car sinon on applique la proposition 2.2 à 1

q3
Pα(qX).

(1) Soit p un nombre premier impair distinct de 3, tel que p - d, d’après la

proposition 2.2, Pp ne se ramifie pas dans L/F̃ si et seulement si vp(pgcd (e, c)) =
0 ou 1 ≤ vp(c) < vp(e). D’autre part, les conditions 1 ≤ vp(c) < vp(e) et
(vp(c) < 2 ou vp(e) < 3) entrâınent que 1 ≤ vp(c) ≤ 1 d’où vp(c) = 1, donc
de l’équation diophantienne e2 = df2 + 4c3, on déduit que 2vp(e) ≤ 3, donc
vp(e) ≤ 1, ce qui élimine la condition 1 ≤ vp(c) < vp(e). Par suite, Pp est non

ramifié dans L/F̃ si et seulement si vp(pgcd (e, c)) = 0.
Si p = 2 et d ≡ 1 mod 4, alors la proposition 2.2 entrâıne que P2 ne se

ramifie pas dans L si et seulement si v2(pgcd (e, c)) = 0 ou 1 ≤ v2(c) < v2(e).
On suppose que 1 ≤ v2(c) < v2(e). Comme v2(c) < 2 ou v2(e) < 3 alors
v2(e) = v2(f) ≥ 2 et v2(c) = 1, puisque d ≡ 1 mod 4, et e2 = df2 + 4c3,

on déduit que e
4 et f

4 ont même parité, et par suite v2(e
2 − df2) ≥ 6, ce qui

contredit le fait que v2(e
2 − df2) = v2(4c

3) = 5. Par conséquent P2 ne se

ramifie pas dans L/F̃ si et seulement si vp(pgcd (e, c)) = 0.
On suppose que p|d (p impair différent de 3), comme d est sans facteur carré

on déduit facilement que:
Si vp(c) = 1, alors vp(e

2) ≥ 3, donc vp(e) ≥ 2, et par suite Pp ne se ramifie

pas dans L/F̃ .
Si vp(c) ≥ 2, alors vp(e) ≥ 3, car sinon en comparant les p-valuations dans

l’équation e2 = df2 + 4c3, on obtient 4 = 5, ce qui contredit la condition
(vp(3c) < 2 ou vp(e) < 3 ) donc vp(c) < 2. En vertu de la proposition 2.2, Pp
ne se ramifie pas dans L/F̃ si et seulement si vp(pgcd (e, c)) ≤ 1.

On suppose que p = 2 et d ≡ 2 ou 3 mod 4. Alors, si v2(c) = 1, comme
e2 = df2 + 4c3 et d ≡ 2 ou 3 mod 4, alors v2(e) ≥ 2, d’où P2 ne se ramifie pas

dans L/F̃ .

Si v2(c) ≥ 2 alors v2(e) ≤ 2, et par suite P2 ne se ramifie pas dans L/F̃ .

Donc, d’après la proposition 2.2, P2 ne se ramifie pas dans L/F̃ si et seulement
si v2(pgcd (e, c)) ≤ 1.

(2) Si p = 3, on distingue deux cas, suivant que 3 divise d ou non:
(I) Cas où 3|d: si v3(c) = 0, alors 3 - e, et par suite

c ≡ 4c3 ≡ e2 − df2 ≡ 1 mod 3,

donc P3 est non ramifié dans L/F̃ si et seulement si e2− (3c+ 1) ≡ 0 mod 27,
d’autre part, de l’équation e2 = df2 + 4c3 et c ≡ 1 mod 3, on déduit que

e2 − (3c+ 1) = df2 + 3c(c2 − 1) + c3 − 1 ≡ df2 mod 27.

Comme d est sans facteur carré, alors v3(d) = 1, et on a

v3(df
2) ≥ 3⇔ 2v3(f) + 1 ≥ 3⇔ v3(f) ≥ 1.
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Par conséquent, P3 est non ramifié dans L/F̃ si et seulement si v3(f) ≥ 1. Si
v3(c) = 1, alors v3(f) = 1 et v3(e) ≥ 2.

Si v3(e) = 2 alors, d’après la proposition 2.2, P3 se ramifie dans L/F̃ .
Si v3(e) ≥ 3, on applique la proposition 2.2 à hPα(X) = Pα(h−1(X)) où

h(z) = z
27 , on déduit que, P3 est non ramifié dans L/F̃ .

Si v3(c) ≥ 2 alors v3(e) ≥ 3, ce qui contredit l’hypothèse v3(e) < 3. Donc,

P3 ne se ramifie pas dans L/F̃ si et seulement si v3(pgcd (e, c)) ≤ 1, v3(e) 6= 2
et v3(f) ≥ 1.

(II) Cas où 3 - d: si v3(c) = 0 et v3(e) = 0, alors

c ≡ 1 mod 3⇒ e2 − (3c+ 1) ≡ df2 mod 27.

Puisque v3(d) = 0, on conclut d’après la proposition 2.2 que P3 est non ramifié

dans L/F̃ si et seulement si v3(f) ≥ 2.
Aussi, on a

c ≡ 2 mod 3⇒ d ≡ 2 mod 3⇒ e2 − 3d− 4 ≡ e2 − (3c+ 1) mod 27,

ce qui montre l’équivalence dans ce cas.

Si v3(c) = 0 et v3(e) ≥ 1, alors P3 se ramifie dans L/F̃ si et seulement si
v3(e) = 1.

Si v3(c) = 1 et v3(e) = 0. On obtient facilement, en utilisant e2 = df2 + 4c3

et la proposition 2.2, que P3 est non ramifié dans L/F̃ si et seulement si
e2 ≡ 1 mod 9. Comme d ≡ 1 mod 3, on déduit que P3 est non ramifié dans

L/F̃ si et seulement si v3(e
2 − 3d− 4) ≥ 2.

Si v3(c) = 1 et v3(e) = 1, P3 est ramifié dans L/F̃ .

Si v3(c) ≥ 2 et v3(e) = 0, alors P3 est non ramifié dans L/F̃ si et seulement si
v3(e

2 − 3d− 4) ≥ 2.

Si v3(c) ≥ 2 et v3(e) ≥ 1, alors, d’après la proposition 2.2, L/F̃ est ramifié
pour les diviseurs de 3.

Donc, L/F̃ est non ramifiée pour les diviseurs de 3 si et seulement si

e2 − 3d− 4 ≡ f ≡ 0 mod 9 et v3(e) = 2.

�

Lemme 2.5. Soient m un entier positif tel que m ≡ 1 mod 7, pm = m2 +

3m + 3 et qm = 2m3 + 9m2 + 9m + 27. On suppose que
4p3m − q2m

27
est sans

facteur carré, alors, Q(X) = X3 − 3pmX − qm est irréductible sur Q.

Preuve. On a dm = (m2 + m − 3)2 − 32, il est clair que 3 - dm et que
dm ≡ 1 mod 4, aussi, on a 27dm = 4p3m − q2m, ce qui est équivalent à dire que
27dm + q2m = 4p3m, c’est à dire que q2m − 32(−3dm) = 4p3m, donc

N
k̃/Q(α) = p3m où α =

qm + 3
√
−3dm

2
.
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α n’est pas cube dans k̃, car sinon, il existe β = k+l
√
−3dm
2 ∈ O

k̃
, l’anneau des

entiers de k̃ (k, l ∈ Z), tel que α = β3, ainsi
α = β3

N
k̃/Q(α) = (N

k̃/Q(β))3
⇔

 4qm = k(k2 − 9l2dm) (1)
4 = l(k2 − l2dm) (2)

8p3m = (k2 + 3l2dm)3 (3).

De (2), on déduit que l | 4 et par conséquent l ∈ {±1, ±2, ±4}.
Si l = 1 alors, 4 = k2 − dm, c’est à dire 4 + dm = k2. D’autre part,

(3)⇒ (2pm)3 = (k2 + 3dm)3 = (4 + dm + 3dm)3 = (4 + 4dm)3 = (4(1 + dm))3,

d’où pm = 2(1 + dm), ce qui contredit le fait que pm est impair.
Si l = 2, alors (2)⇒ 2 = k2− 4dm, donc k2 = 2 + 4dm. Aussi, de (3) on tire

que (2pm)3 = (2 + 4dm + 12dm)3 = (2 + 16dm)3, donc pm = 1 + 8dm. Or la
condition m ≡ 1 mod 7, entrâıne que dm ≡ 4 mod 7 et pm ≡ 0 mod 7, ce qui
est impossible.

Si l = 4 alors, (2)⇒ 1 = k2 − 16dm ⇒ k2 = 1 + 16dm. D’autre part

(3)⇒ (2pm)3 = (1 + 16dm + 48dm)3 = (1 + 64dm)3,

d’où 2pm = 1 + 64dm ce qui est impossible.
Par un calcul analogue, on trouve que si l = −1, alors pm = 2(dm − 1), si

l = −2, donc pm = 8dm− 1, si l = −4, on a 2pm = 64dm− 1 et tous ces cas ne
peuvent pas se produire. Donc en vertu du lemme 2.1, Q(X) = X3−3pmX−qm
est irréductible sur Q. �

Théorème 2.6. Soit d un entier positif sans facteur carré. Alors, toute
extension cubique non ramifiée de Q(

√
d) est donnée par le polynôme f(X) =

X3− dwX − d2u avec u, w ∈ Z, tels que pgcd (u,w) = 1, 4w3− 27du2 est un
carré dans Z et pgcd (3, w) = 1.

Preuve. Voir [7]. �

Théorème 2.7. Soient f(X) = Xn +AX +B ∈ Z[X], de discriminant D,
q un nombre premier qui ne divise pas n et K = Q(θ), où θ est une racine de
f(X). Alors, la décomposition de q en produits d’idéaux premiers dans K est
donnée par:

(1) Si vq(B) > vq(A) et q - a, alors q = QA(n−1)/a, et A est q-analogue à

Xa−Aq où a = pgcd (n−1, vq(A)) et Aq = A/qvq(A) (la décomposition
de A dans K est similaire à celle de Xa −Aq modulo q).

(2) Si vq(B) ≤ vq(A) et vq(A) > 0, alors q = An/b, et A est q-analogue à

Xb −Bq où b = pgcd (n, vq(B)).
(3) Si q - AB et q | D, alors la décomposition de f(X) en produit de

facteurs irréductibles (modulo q) est

f(X) ≡ (X − u)2P1(X) . . . Ps(X)(modq) et q = Q1 . . .QsA,



6 Sur le 3-rang du groupe de classes de certains corps 19

avec N(Qi) = qdeg(Pi), N(A) = q2 où

A =


QQ′ avec N(Q) = N(Q′) = q si 2 | vq(D) et

(
Dq

q

)
= (−1)n−s

Q avec N(Q) = q2 si 2 | vq(D) et
(
Dq

q

)
= (−1)n−s+1

Q2 avec N(Q) = q si 2 - vq(D)

(4) Si q - ABD, alors q est q-analogue à f(X).

Preuve. Voir [9]. �

Lemme 2.8. Soit m un entier positif, pm = m2 + 3m + 3 et qm = 2m3 +
9m2 + 9m+ 27, alors on a

pgcd (pm, qm) =


1 si m 6≡ 0 mod 3 et m 6≡ 3 mod 7,
7 si m 6≡ 0 mod 3 et m ≡ 3 mod 7,
3 si m ≡ 0 mod 3 et m 6≡ 3 mod 7,
21 si m ≡ 0 mod 3 et m ≡ 3 mod 7.

De plus, v7(dm) ≥ 1 ⇔ m ≡ 3 mod 7. Plus précisément dans le cas où
m ≡ 3 mod 7 on a:

(1) v7(dm) = 2⇔ m 6≡ 24 mod 72

(2) v7(dm) = 3 si m ≡ 24 mod 72.

Preuve. Voir [10]. �

Lemme 2.9. Soit p un nombre premier impair distinct de 3.

(1) Si p|pm, donc Q(X) admet une racine dans Fp ⇔ qm
p−1
3 ≡ 1 mod p.

(2) Si p - pm et (dmp ) = 1, alors:

• si p ≡ 1 mod 6, donc Q(X) admet une racine dans Fp si et seule-

ment si
(
qm+3

√
−3dm

2

) p−1
3 ≡ 1 mod p,

• si p ≡ 5 mod 6, donc Q(X) admet une racine dans Fp si et seule-
ment si a ≡ 1 mod p et b|p où a et b sont tels que(
qm+3

√
−3dm

2

) p2−1
3

= a+ b
√
−3dm.

Preuve. On a Q(X) = X3 − 3pmX − qm.
(1) Si p|pm, alors Q(X) ≡ X3 − qm(modp), donc

Q(X) admet une racine dans Fp ⇔ qm est un cube dans Fp

⇔
(
qm
p

)
3

= 1⇔ q
p−1
3

m ≡ 1 mod p.

(2) Si p - pm. On sait que le corps fini à p2 éléments contient les racines
cubiques de l’unité. En appliquant la méthode de Cardan, on déduit que les

racines de Q(X) dans Fp2 sont de la forme ζ + ζ ′ où ζ3 = qm+3
√
−3dm

2 et ζ ′3 =
qm−3

√
−3dm

2 . Donc Q(X) admet au moins une racine modulo p si et seulement
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si X3 − qm+3
√
−3dm

2 et X3 − qm−3
√
−3dm

2 admettent des racines dans Fp2 si et

seulement si qm+3
√
−3dm

2 et qm−3
√
−3dm

2 sont des cubes dans Fp2 si et seulement

si
(
qm±3

√
−3dm

2

) p2−1
3

= 1 dans Fp2 . Comme N
F̃ /Q

(
qm+3

√
−3dm

2

)
= p3m, alors

( qm±3
√
−3dm

2 )
p2−1

3 = 1 dans Fp2 est équivalent à ( qm+3
√
−3dm

2 )
p2−1

3 = 1 dans
Fp2 .

Si (dmp ) = 1, alors
√
dm ∈ Fp, et par conséquent√

−3dm ∈ Fp ⇔
√
−3 ∈ Fp ⇔

(
−3

p

)
= 1⇔ p ≡ 1 mod 6.

Donc, si p ≡ 1 mod 6, alors
√
−3dm ∈ Fp et qm+3

√
−3dm

2 ∈ Fp. On déduit que

( qm+3
√
−3dm

2 )
p2−1

3 = 1 dans Fp2 si et seulement si ( qm+3
√
−3dm

2 )
p2−1

3 = 1 dans

Fp si et seulement si (( qm+3
√
−3dm

2 )
p−1
3 )

p+1
= 1 dans Fp. Puisque p ≡ 1 mod 6,

alors(
qm + 3

√
−3dm

2

) p−1
3

6≡ −1 mod p⇒
(
qm + 3

√
−3dm

2

) p−1
3

≡ 1 mod p,

ainsi(
qm + 3

√
−3dm

2

) p2−1
3

= 1 dans Fp2 ⇔
(
qm + 3

√
−3dm

2

) p−1
3

= 1 dans Fp.

Si p ≡ 5 mod 6, alors
√
−3dm /∈ Fp. Soient a et b tels que a + b

√
−3dm =(

qm+3
√
−3dm

2

) p2−1
3
, alors

(
qm + 3

√
−3dm

2

) p2−1
3

= 1 dans Fp2 ⇔ a ≡ 1 mod p et b ≡ 0 mod p.

�

Proposition 2.10. Soient m ≡ 1 mod 7 et K1 le corps de décomposition
de Q(X) = X3 − 3pmX − qm, alors K1/k est une extension non ramifiée et 7
est inerte dans Km = Q(θ), où θ est une racine de Q(X).

Preuve. En faisant appel au théorème 2.4 dans le cas où d = −3dm.
Soit p un nombre premier différent de 3 et de 7, alors le lemme 2.8 entrâıne
que vp(pgcd (pm, qm)) = 0 et comme vp(−3dm) ≥ vp(pgcd (pm, qm)), on déduit
que les idéaux premiers au dessus de p ne se ramifient pas dans K1.

Si p = 7, on a:

• Si m 6≡ 0 mod 3 et m ≡ 3 mod 7, alors v7(pgcd (pm, qm)) = 1. Or
v7(−3dm) = v7(dm), comme v7(dm) ≥ 1⇔ m ≡ 3 mod 7 (lemme 2.8),
alors v7(pgcd (pm, qm)) ≤ vp(−3dm). Donc les idéaux premiers au
dessus de 7 ne se ramifient pas dans K1.
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• Si m ≡ 0 mod 3 et m ≡ 3 mod 7, alors d’après le lemme 2.8

v7(pgcd (pm, qm)) = 1, or v7(−3dm) = v7(dm) ≥ 1

car m ≡ 3 mod 7, d’où v7(pgcd (pm, qm)) ≤ vp(−3dm). Donc les idéaux
premiers au dessus de 7 ne se ramifient pas dans K1.
• Si [m 6≡ 0 mod 3 et m 6≡ 3 mod 7] ou [m ≡ 0 mod 3 et m 6≡ 3 mod 7],

on a v7(pgcd (pm, qm)) = 0 ≤ vp(−3dm), par conséquent, tout idéal
premier diviseur de 7 ne se ramifie pas dans K1.

Si p = 3, on a:

v3(pgcd (pm, qm)) =

{
0 si m 6≡ 0 mod 3
1 si m ≡ 0 mod 3,

donc v3(pgcd (pm, qm)) ≤ 1. D’autre part, v3(3) = 1 ≥ 1 et v3(qm) 6= 2 car
sinon 9 divise qm, par suite 9|2m3 (définition de qm), donc 9|m3, d’où 3|m.
Ainsi v3(qm) ≥ 3 car qm = 33(2k′3 + 3k′2 + k′ + 1), donc v3(qm) 6= 2. D’après
le théorème 2.4, on déduit que tout diviseur de 3 ne se ramifie pas dans K1.
Donc K1/k est non ramifiée.

Comme m ≡ 1 mod 7 et dm est sans facteur carré, alors 7 divise pm. En
vertu du lemme 2.9, Q(X) admet une racine dans F7 si et seulement si q2m ≡
1 mod 7 si et seulement si qm ≡ ±1 mod 7. Puisque m ≡ 1 mod 7, on déduit
que qm ≡ 5 mod 7, et par suite qm n’est pas un cube dans F7. Donc Q(X) est
irréductible modulo 7. Or d’après [10] OKm = Z[ρm], où ρm est la plus grande
racine du polynôme Pm(x) = x3 −mx2 − (m + 1)x − 1 et [OKm : Z[θ]] = 27,
où OKm est l’anneau des entiers de Km. Comme 7 ne divise pas 27 et Q(X)
est irréductible modulo 7, alors 7 est inerte dans OKm . �

3. CARACTÉRISATION DU 333-RANG DU GROUPE DE CLASSES DE K = Q(
√
DM )K = Q(
√
DM )K = Q(
√
DM )

Définition 3.1. Soient M un corps de nombres, ClM son groupe de classes
et p un nombre premier. Le p-rang du groupe des classes de M est la dimension
de ClM/p ClM sur Fp.

Théorème 3.2. Soit m un entier positif tels que m ≡ 1 mod 7 et dm =
m4 + 2m3 − 5m2 − 6m − 23 un entier positif sans facteur carré. Alors, le
rang du 3-groupe de classes de k = Q(

√
dm) est supérieur ou égal à 2 si et

seulement s’il existe (u, w) ∈ Z2 vérifiant:

• pgcd (3, w) = pgcd (u,w) = 1,
• 4w3 − 27dmu

2 est un carré dans Z,
• P (X) = X3 − dmwX − d2mu est irréductible sur Q,
•
[
7|u et

(
w
7

)
= 1
]

ou [7|w et u ≡ ±4 mod 7] ou [7 - uw et P (X) est

réductible modulo 7 et P (X) 6≡ (X − a)3 mod 7
]
.

Preuve. On suppose que le 3-rang du groupe de classes de k est supérieur
ou égal à 2, alors il existe une autre extension non ramifiée, K2, de k, posons
K = K1K2, alors K est normal sur Q de degré 18, et Gal(K/k) est bicubique
bicyclique. On considère la décomposition de 7 dans K. Soit T et Z les
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groupes respectivement d’inertie et de décomposition d’un ideal B divisant 7
dans G = Gal(K/Q), f et g les ordres respectivement de Z/T et G/Z, alors
fg = 18. Comme m ≡ 1 mod 7, on déduit que d3m ≡ 1 mod 7 c’est à dire
(dm7 ) = 1, par suite 7 se décompose complètement dans k et K/k est non
ramifiée. D’autre part 7 ne se décompose pas complètement dans K1. Alors,
f = 3 ou 9, et puisque Z/T est cyclique alors f = 3 et g = 6, donc 7 se
décompose complètement en six premier dans K. Par conséquent, il existe K ′

sous-corps de K sur k où 7 se décompose en trois premier dans une extension
cubique de K ′. En vertu du théorème 2.6, il existe (u, w) ∈ Z2 tel que
P (X) = X3 − dmwX − d2mu est irréductible, pgcd (3, w) = 1, pgcd (u,w) =
1, 4w3−27dmu

2 est un carré dans Z et K ′/k est non ramifie où K ′ est le corps
de décomposition de P (X) sur Q. Or comme 7 se décompose complètement
dans K ′, alors d’après le théorème 2.7 on déduit que:

Si 7 - w, alors 7 | u et (wdm7 ) = 1⇔ 7 | u et (w7 ) = 1.
Si 7 | w alors 2u est un cube modulo 7 si et seulement si 2u ≡ ±1 mod 7 si

et seulement si u ≡ ±4 mod 7.
Si 7 - uw, alors, comme 7 - dm et v7(dm(4w3 − 27dmu

2)) est pair, donc
P (X) ≡ (X − b)2P1(X) mod 7 où b est un entier modulo 7 et P1 est un
polynôme ou P (X) est scindé à zéros simples modulo 7 ce qui veut dire que
P (X) est réductible modulo 7 et P (X) 6≡ (X − a)3 mod 7.

Inversement, s’il existe un tel couple (u, w) satisfaisant les conditions du
théorème 3.2. Alors 7 se décompose complètement en six idéaux dans le
corps de décomposition de P (X) sur Q, d’après la proposition 2.10, 7 est
inerte dans Km, ainsi 7 ne se décompose pas complètement dans le corps de
décomposition de Q(X) = X3− 3pmX − qm sur Q, ce qui donne que les corps
de décomposition de P (X) et Q(X) sont deux extensions distincts non ram-
ifiées de k, par conséquent le 3-rang du groupe de classes de k est supérieur
ou égal à 2. �

Exemples. Pour m un entier positif tels que m ≡ 1 mod 7 et dm = m4 +
2m3 − 5m2 − 6m − 23 est un entier positif sans facteur carré. Notons r3 le
3-rang du groupe de classes de k = Q(

√
dm), alors, en utilisant le théorème 3.2,

si ils existent u et w deux entiers vérifiant les conditions de théorème on aura
r3 ≥ 2.

m dm u w r3

22 252977 21 1381 2
29 751657 21 141943 2
36 1766209 42 13399 2
43 3568289 24 13468 2
50 6487177 14 5035 2
71 26101849 14 24007 2
78 37933249 21 146323 2
92 73153777 43 73405 2
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