11 instruisit les Rois, il éclaira les Sages,

Plus sage qu’eux, il sut douter”
i-ar fi pdrut prea palide gi lipsite de entuziasmul ce se cuvine a fi prestat
operei grandioase a acestui demn rival al lui Newton. -
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ASUPRA POLINOAMELOR LUI S. N. BERNSTEIN,
SPECTRUL OPERATORULUL

GR. CALUGAREANU
S. N. Bernstein a introdus po]inoamele de interpolare

B,.[f; @] = [ | Ciat (1 — 2"

i=0
care sint mult folosite in teoria aproximirii unei functii continue pe
un interval finit §i inchis.
Se pune problema de a gisi acele functii f(x) pentru care avem
Bn [f:! w] :f(T)‘
Deoarece B, este totdeauna un polinom, se vede ci gi f(«) trebuie
84 fie un polinom.
Mai precis vom cduta acele polinoame care sint elemente fixe ale
operatorului B,, dind loc egalititii
B, [P(x); 2] = P(x).
Vom demonstra in cele ce urmeazi urmitoarea
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_ Teoremd. Polinomul Bernstein al unui polinom, coincide cu
- acesta, atunci §i numai atunci cind gradul polinomului este unu
(efectiv sau nu). i

Aceastd teoremd s-ar putea enunta si altfel : singurele polinoame
fixe ale operatorului liniar i pozitiv Bernstein sint cele de grad unu
(efectiv sau nu).

Suficienfa acestei teoreme este cunoscutd gi rezultd usor astfel

B, [az + b; ] = Y (ai -+ b)Cﬁ,w"(l — )"t
i=0 n

dar avem formulele

Y, Cie*(1 — a)" -t =1, i iCiat (1 — z)" ' = no (1)
i=0 i=0

deci
Bujaz +b; 5] =2 .00 4+ 5.1 = az + b.
T

Pentru a demonstra necesitatea acestei teoreme este destul si arii-
tdm c# polinomul
P(z) =ay + a2 + ... + a,a™ (m < n)
coincide cu polinomul B,[P(z); ], numai cind a;=0; § =2; By
Observiim ci problema s-ar rezolva usor daci am reusi sé gisim
formule de tipul (1) pini la '

Y iyl — @),
i=0
Vom demonstra totugi necesitatea fird a giisi efectiv valorile aces-
tor expresii, in felul urmitor : formulele de tipul (1) se gisese pornind
de la formula binomului lni Newton:

Z Cp'¢" " =(p + " )

Egalitatea (2) se deriveazi in raport cu p §i se inmulteste cup, Qpei*a.tie
care repetatd de m ori di succesiv
Y 0P’ =np(p + 9" 1P,
i=0
Y #Cp'¢" " =np(p + @" 2P, (3)
i=0 {

Y i"Op'¢ T =mnp (p + 9" " P,
=0 i
Se observi cd expresiile P, (i =1, 2, 3, ...) sint polinoame omo-
gene in raport cu p §i ¢ de grad ¢ — 1. Avem de exemplu: P, =1, P, =
=np + g, P, =n%p® + (3n — 1)pg + g -
Lemd. Polinoamele P; sint expresii de forma
P, = (np)'* + ¢Q;, unde @, sint tot expresii omogene in p si g,
polinoame de grad 7 — 2.
Pentru a demonstra aceasta e suficient si aritim cd, cdutind P,
sub forma ,
P, = Afp"~t + Alp'~2q + ... 4 Aigi1. (4)
avem coeficientii 4i =n'"1, =1, 2, 3, ...
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Studiind mai am#nunfit procesul care di formulele (3) giisim rela-
fia de recurentd :

Pi=(n—i+2)BgaP,+p(p+9 P, (4)
Tnlocuind P, §i P, , sub forma (4) si identificind coeficientii lui
P71 avem
Al =(n —i+2) Ai™ 4 (i — 2) A} = ndj~L
Tinind seama céi P; = 1 rezulti imediat ¢ A} = n'~! gi lema e de-
monstrati.
Observagie. Féicind in (4) p =1, ¢ = — 1 avem
8, = Pa(ls —1) = 4j — B
unde E, = A —Aj+ ...+ (—1fAi=n"1—(n—1)(n—2)...
oo (m—14+1)> 0, céci din (4') avem S; = (n — 1 + 1) §;_, de unde
8i=(Mm—1)(m—2)... (n —i -+ 1), i — 1 paranteze. Deci E, = n*~1 —
—n—-1)n—-2)...n—i+1)>0, i=2 3,...,m.
Inlocuind p cu = §i g cu 1 — z, avem formulele :

Y, iCia' (1 — o) = naP, = nw
i=0

E 2Cia’ (1 — 2)*~* = naP, = nx[ne + (1 — ) Q] (3

........................

i "Che' (1 — )" =nzP, =nz[(nz)™ 1+ (1 — ) Q,]

unde polinoamele @, (i =2, 3, ..., m) sint omogene in « §i 1 — = gi
de gradul ¢ — 2.
S& considerdm in sfirgit

B,[P(2); ] = B,[6y + a2 + ay0® + ... + a,a"; o] =

= i (ao‘Jl_ali—i— . +am%-] O;w‘(l 2o w)n_i s
i=0 14 n

= @, 1 +%.na} + ... + am-:—m[(nm)"‘ +nzx(l —2)Q,]1=

=0y + x4+ ax®+... +a,z™ - 2(1 — x)n‘i[ang + a3%+. i —I—t:"T?;l]-
Punind condifia B, [P(«); #] = P(x) si notind ‘_“2 = K, vedem
n*-
cd e suficient s aritim cid are loc identitatea :
KyQ: + KyQs + ... + K,Q, =0 (5)
unde @; = Aja""2 4+ Aja* 3 (1 —2) 4 ... + Ai (1 — @) 2 =
=[4i —Aj+ ... + (=14 2" 2+ ... = B2 ...

(t=2, 3,...,m)

Ficind identificarea cu zero a expresiei (5), si incepem cu coefi-
cientul puterii cea mai mare, adicd 2™ 2. Deoarece acesta este K, B, si
B, > 0 urmeazi ci K, =0 giultimul termen din (5) dispare. Ficind
identificarea dupd 2™~* avem amnalog K, _, = 0. Astfel din aproape in
aproape avem K, , =K, ;= ... =K,=0 gi deci gy = a3 = ... =
= a, = 0§l teorema e demonstrati.
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Demonstrind aceastd teorem#, am gﬁsﬂ; o valoare proprie a ope-
ratorului Bernstein
B, [f; ] =¥ (6)

A=1 si respectiv functiile proprii corespunzétoare : polinoamele de
gradul intii. -

Se pune problema de a determina spectrul operatorului Bern-
stein, adicd de a gisi toate valorile proprii 2, respectiv funectiile proprii
f pentru care are loc (6).

Deoarece B,[f; #] este un polinom urmeazd ci functiile f, proprii
pot fi numai polinoame ; deci dacid

Plx)=6ay + ayx + ... a,a™
ciutdm cind are loc egalitatea
B,[P(z); ] = »- P(%).

Revenind la calculele precedente avem

(1_ A)P(.’l}) +a2m(1;m)92+ s _|_ ﬂm$(1 _w)Qm =0

nm'"].
unde ¢, este un polinom de grad m — 2.
Q.=E 2?2+ ..., E,=2"1—(n—-1)n—2)...n—¢+1)>0
£t =2, 3, iv.ym
Avem deci o conditie necesars
211 —2Ne, —a, B, =0 sau a,(W(1— 2)¥F,) =0

Pentru A >1 avem a, =@, ;= ... =a;, =0 clci E, > 0
gi deci A > 1 nu vor fi valori proprii. :

Lo =(1 _i](l -—3) T (1 —m_l) este
nr 1 n n n

proprie, functiile proprii corespunzitoare fiind polinoame de grad m,
depinzind omogen de coeficientul a,,.

Deoarece avem_@:*-(l - _1_] (1 — E) (1 e 1) urmeazd ci

Valoarea X = _1 -

N n n
—— vor fi
n
tot valori proprii ale operatorului Bernstein, functiile proprii cores-
punzitoare fiind polinoame de grad ¢, 1 =2, 3, ..., m.
Dacd A1 —H;, As1, 1=2,3,...,m avem a, = @a,_; =

. =6y = 6; = a; = 0, caz banal.
Putem deci enunta urméatorul

Corolar. Valorile proprii ale operatorului Bernstein, B,[f; ] (pe n
noduri) sint in numir de =, toate cuprinse in intervalul (0,1] i de forma

1 2 -
m_(1—_)(1-u—)...(1'ﬂm 1); m=1,2,..,n
n n n

Fiecdrel valori proprii ii corespunde o infinitate de polinoame de grad m
ca funetii proprii corespunzitoare.
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